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DE  THEOREMATE  ABELIANO  OBSERVATIO. 


Demonstravit  Cl.  Abel  (Diar.  Grell.  Vol.  III.  p.  313  sqq.),  designantibus 
V,  V,  A,  B  functiones  integras  variabilis  x,  atque  n{x)  integrale 

r_^  =  /7(^), 

^0  S/AB  ^  ^'       . 

radices  aequationis  algebraicae 

AUÜ~BVV  =  0 

tales  fore,  ut  summa  2±//(a?),  ad  omnes  illas  radices  extensa,  a  coefficieiitibus 
functionum  U,  V  omnino  non  pendeat ;  quod  theorema  etiam  ad  casum  genera- 
liorem  extendit,  quo 

designantibus  S,  T  et  ipsis  functiones  quaslibet  integras  variabilis  x.  Quippe 
quo  casu  demonstravit,  summajn  ^±Il[x)  generaliter  expressioni  algebraicae 
et  logarithmicae  coefficientium  functionum  U,  V  aequalem  fore.  Signa  ±  sin- 
gulis  n{x)  in  summa  assignata  praefigenda  eadem  esse  debent  atque  valorum 
expressionis  AUV. 

Observo ,  theorema  facile  extendi  ad  casum ,  quo  aequatio  proposita  fit 

AÜU+2BUV-\-CW  =  0, 
designantibus  rursus    A,  B ,  C ,  S ,   T,   U,  V   functiones  integras ,  atque    n{x) 
integrale : 
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Quo  casu,  siquidem  ponitur   T  =  x  —  a,  ad  quem  casum  generalior  facile  revo- 
catur,  theorema  Abelianum  ita  audit. 

T  h  e  o  r  e  m  a. 
»Sint     A,  B,  C,  S,   U,  V     functiones    integrae   variabilis    x,    ponatur 
BB  —  AC  =  9  (.a?) ,    atque  integrale 


I    ; =  flioo), 

Jo  {x  —  oi)V?(a^) 


ladices  aequationis  algebraicae 

ÄUU-\-2BüV-\-GVV  =  0 
tales  erunt,  ut  summa  S±/7(a?),  ad  omnes  eius  radices  extensa,  sit 

c-\-r  —  L, 

designante 

1)  c   quantitatem  a  coefficientibus  functionum   [/,  F  independentem; 

2)  r    functionem  algebraicam  coefficientium  functionum   U,  V,    aequalem 
coefficienti  termini  —  in  evolutione  expressionis 

X 


S  ^^^AU+BV-^V^x) 


{x-~a)\J'^(x)         AU+BV—V\J<p{x) 
evolutione  secundum  dignitates  descendentes  ipsius  x  instituta; 
3)  L  valorem  expressionis 

S      ^^^AU-{-BV-{-V\l^) 


V/cp {x)         AU-{-BV—Vslo {x)  ' 
posito   X  =  a. 

Signa   +,   quae  in  summa  assignata   ^±.II[x)   singulis   n(x)    praefigenda 

sunt,  eadem  sunt  atque  valorum  expressionis   ^ « 

Posito   5  =  0,    hoc  theorema  in  Abelianum  abit ;  demonstrationi  super- 
sedeo,  cum  pro  utroque  eadem  sit. 
Regiomonti,   14.  Maii  1832. 
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CONSIDERATIONES  GENERALES  DE  TRANSCENDENTIBUS 

ABELIANIS. 


1. 

Denotante  X  functionem  variabilis  x   rationalem  integram  quarti  ordinis, 
demonstravit  olim  E  u  1  e  r  u  s ,  transcendentes  huiusmodi : 


/. 


0    \/X 


gaudere  proprietate  singulari,  ut  posito 

n{x)-\-n{y)  =  11  {d), 

ipsa  a  (d  X  et  y  algebraice  inveniatur.  Quo  theoremate ,  advocata  transforma- 
tione  transcendentis  n{x)  a  Cl.  Landen  detecta,  superstruxit  Cl.  Legendre 
amplam  theoriam.  quam  hodie  nomine  theoriae  functionum  ellipticarum  usurpa- 
mus.  Neque  tamen  harum  transcendentium  indoles  atque  natura  plane  pernosci 
poterat,  considerando  lianc  solam  transcendentem  /l(x)  sive  etiam  generalio- 
rem  hanc 


f 


in  qua  f[x)  functio  ipsius  x  rationalis  est,  sed  considerari  debuit  functio,  (;uius 
ipsa  n[x)  inversa  est,  sive  considerari  dehuit  intermllim  x  ut  functio  integralis  n{x). 
Etenim  si  analogiam  functionum  trigonometricarum  respicimus^  in  quas 
casu  speciali  functiones  ollipticae  abeunt,  etiam  hie  videmus,  posito 

r  dx 

u  =    I     —. r> 

•J  0     \j\ XX 

considerari  ab  analystis  intervallum  o?  tamquam  functionem  integralis  u,  cui 
nomen  sinm  tribuunt.  Quam  functionem  scimus  proprietatibus  gravissimis  gau- 
dere, quae    eins   usum   et  applicationem  per   totam   analysin  frequentissimam 
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reddimt.  Quippe  quae,  ut  de  aliis  taceam,  pro  quolibet  valore  argumenti  u 
valorem  unicum  ac  determinatum  habet ;  evolvi  potest  in  seriem  secundum  digiii- 
tates  ipsius  u  progredientem ,  quae  pro  omnibus  argumenti  valoribus  et  realibus 
et  imaginariis  convergit ;  discerpi  potest  in  factores  lineares ,  qui  determinantur 
valoribus  ipsius  u,  pro  quibus  functio  evanescit;  denique  gaudet  illa  proprietatl- 
hus  omnibus  fimctionis  ipsius  u  rationalis  integrae.  E  contra  functionem  u  consi- 
derant  analystae  tantum  ut  inversam  funetionis  x  =  sin  iu) ,  dicentes  eam  esse, 
cuius  sinus  =  x,  aut  scribentes  u  =  arcus  sinus  x ;  neque  ea  functio  ullo  modo 
evolvi  potest  in  seriem  semper  convergentem .  neque  determinata  est ,  sed  nume- 
rum  valorum  infinitum  habet,  quippe  cuius  eadem  est  natura  atque  radicis  ae- 
quationis  algehraicae  ordinis  inßniti,  x  =  fn.n[u).  Unde  nee  nomen  nee  signum 
peculiare  ei  tribuere  idoneum  putabatur. 

Eodem  plane  modo  comparatum  est  de  transcendentibus  ellipticis  sive  de 
transcendentibus  II[x)  =  u,  quoties  X  ascendit  ordinem  quartum.  Etiam  hoc 
casu  functio  n{x)  nullo  modo  evolvi  potest  in  seriem  semper  convergentem, 
neque  valorem  determinatum  habet ,  sed  numerum  adeo  valorum  dupliciter  infi- 
nitum. Contra  vero.  quod  a  nobis  in  Fundamentis  novis  theoriae  functionum  el- 
lipticarum  factum  est,  ubi  exhibita  transcendente  11  [x]  sub  forma  simpliciore, 
ad  quam  Cl.  L  e  g  e  n  d  r  e  eam  revocavit : 


=  ri{x)  =  r^,=j^==r  =  c^-^ 


dcp 


\/{l—xx){l—k^xx)         Jo  \/l— Äj^sin^cp 
consideramus  amplitudinem  cp  tamquam  functionem  integralis  ii:  functio  x  quam 
hunc  in  modum  exhibemus : 

X  =  sin  am  (m), 

gaudet  proprietatibus  omnibus  functiofiis  rationalis  fractae.  Quippe  spectari  potest 
functio  illa  tamquam  fractio,  cuius  et  denominator  et  numerator  sunt  functiones 
rationales  integrae  ordinis  infiniti,  quas  et  ipsas  ut  transcendentes  novas  valde 
memorabiles  in  analysin  introduxi.  Evolvi  possunt  functiones  illae  in  series 
rapidissime  convergentes  pro  quolibet  argumenti  w  valore  sive  reali  sive  imagi- 
nario ;  discerpi  possunt  in  factores  lineares ,  qui  facile  determinantur  valoribus 
ipsius  u,  pro  quibus  functio  x  =  sin  am  (w)  aut  evanescit  aut  in  infinitum  abit. 
Ipsa  tandem  functio  x  =  sin  am  [u] ,  ut  de  aliis  taceam ,  gaudet  proprietate,  qua 
ante  omnes  transcendentes  hactenus  notas  excellit ,  periodo  duplici  et  reali  et  ima- 
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ginaria.  (iuemadmodum  enim  functio  trigonometrica  sin  (w)  periodo  reali  gaiidet, 
ut  cuius  valores,  crescente  u,  inde  a  u  =  ^iz  eodem  ordine  redeunt,  sive  cuiiis 
valores  mutato  u  in  u-\-  'Itz  immutati  manent ;  quemadmodum  functio  exponen- 
tialis  e*'  periodum  imaginariam  habet,  ut  quac  mutato  u  in  w-|-2TrV' — 1  et 
ipsa  valorem  non  mutat:  ita.  ex  observationc  a  nobismet  ipsis  et  Cl.  Abel 
facta,  functio  elliptica  sin  am  (m)  valorem  non  mutat.  mutato  u  et  in  u-\-\K 
et  in  u-\-2K'\l     \  .  designantibus  K,  K'  integralia  definita: 

K  =  f\   ''■'  - ,  if ■  =  (^  -,.=i^== . 

-'o    yl — A;'' sinket  •>'o    y cos^ cp -|- ^'"^ sin^ ? 

Quibus  de  causis  nos  et  V\.  Abel  arbitrati  sumu.s.  artem  analyticam  magna 
incrementa  capturam  esse ,  introducta  hac  nova  functione  x  =  sin  am  (w) ,  cuius 
ipsa  transcendens  u  =  n{x)  est  inversa  sive  una  aliqua  e  radicibus  aequationis 
X  =  sin  am  (w),  quarum  numerus  dupliciter  iniinitus. 

2. 
Theorema  Eulerianum.  de  quo  diximus,  a  Cl.  Abel  mirum  in  modum 
ampliiicatum  est,  videlicet  ad  casus  omnes  extensum,  quibus  functio  X,  quae 
in  integralibus  ellipticis  tantum  ad  ordinem  quartum  ascendebat,  functio  est 
quaelibet  integra  rationalis.  Ut  a  casu  simplicissimo  post  eum.  de  quo  supra 
egimus,  ordiamur,  designante  K  functionem  ipsius  x  integram  rationalem 
ordinis  quinti  aut  sexti,  sit 

proposita  aequatione : 

n{x)-\-n{y)-^//(^)  =  JJ{a)  +  /l{h), 

demonstravit  CL  Abel,  ipsas  a,h  c  quantitatibus  x,y,z  algehraice  determinari 
posse. 

Generaliter  autem ,  designante  f(x\  =  X  functionem  ipsius  x  integram  ra- 
tionalem ordinis  cuiuslibet  '2m*'  sive  [2m — 1  *\  posito 

Jo  '  \fx 

demonstratum  est  a  CL  Abel,  dato  numero  m  mlorum  mriabilis  x: 

X  y   X\  f  X    j  .  .  .  .    Xm — 1 ; 
II.  -^ 
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e.v  Ulis  algehraice  determinari  posse  m  —  1   quan titates 
tales ,  ut  satisfaciant  aequationi  transcendentali: 

Et  invenit  Cl.  Abel  ipsas  a,  «i,  .  .  .,  a„,_.2  ut  radices  aeqiiationis  algehraicae  ordinis 
[m  —  \)^\  cuius  coefßcientes  singuli per  oe,  oe-^,  .  .  .,  .2?„,_i  atque  VX,  VXj,  .  .  .,  V'X„j_i 
rationaliter  eochibentur ,  siquidem  Xi  =  f[xi),  X2  =  f{aj2) ,  etc. 

De  quo  theoremate  facile  etiam  sequitur,  dato  numero  quolibet  valorum 
ipsius  a^,  summam  transcendentium  17 (a;),  quae  ad  valores  illos  datos  pertinent, 
semper  exprimi  posse  per  numerum  m  —  1  transcendentium  n[oc),  quae  perti- 
nent ad  valores  ipsius  x  e  datis  algebraice  determinabiles. 

Theoremati  antecedenti  ut  monumento  pulcherrimo  ingenii  admirabilis 
morte  praematura  abrepti  theorematis  Aheliani  nomen  imponere  placet.  Ipsas 
etiam  transcendentes  n[x)  casibus,  quibus  X  ultra  ordinem  quartum  ascendit, 
transcendentes  Ahelianas  vocare  lubet,  ut  quas  ante  illum  nemo  consideraverat. 
Quas  Cl.  Legendre  etiam  idoneo  nomine  hypei'ellipticas  appellat  (fonctions 
ultra  -  elliptiques)  *) . 

3. 

Casu  quo  u  =  n{x)  est  integrale  ellipticum  sive  X  tantum  ad  ordinem 
quartum  ascendit,  docet  theorema  Eulerianum,  siquidem  vice  versa  x  =  \[u), 
functionem  \{u-\-u'),  cuius  argumentum  est  binomen  u-\-u',  exhiberi  algebraice 
per  functiones  X(w),  X(m'),  quae  ad  singula  nomina  u,  u  pertinent,  sicuti  de 
functionibus  trigonometricis  in  elementis  proponitur.  lani  rogo ,  et  quaenam  sint 
casu  generaUori  functiones  illae ,  qiiarum  inversae  sunt  transcendentes  Äbelianae ,  et 
quomodo  de  hisce  exhibitum  audiat  theorema  Abelianum. 


*)  Cl.  Abel  comraentationem  de  irroprietatibus  singularihus.intcyralium  functionnm  algebraicarumiaxa. 
a.  1826  Academiae  Parisiensi  exhibuit,  quam  lUustris  Academia  commentationibus  eruditorum  altenortim 
inserendam  decrevit.  Quaium  tarnen  publicatio  cum  in  dies  proferatur,  valde  optandum  esset,  ut  lUustri 
Academiae  inter  ipsas  eins  commentationes  eam  exhibere  placeat ,  vel  si  forte  usus  vetat ,  ut  parti  carte 
historicae  commentationum  inseratur.  Quamquam  pietatis  quodammodo  foret,  honorem  et  insuetum  tribuere 
memoriae  iuvenis  eximii,  cui  ipsos  honores  Academicos  praeclusit  fatum  irrevocabile.  Quod ,  dum  Parisiis 
agebam,  a  Cl.  Fourier  precibus  meis  concessum ,  utinam,  mortuo  viro  excellentissimo,  illustris  eius 
successor  ratum  facere  velit. 
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Theorema  Eiilerianum  exhibct  ahjebraice  integrale  completum  aequationis 
differentialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles .  quae  in  aequatione  differentiali 
separatae  sunt ,  huiusmodi : 

dx        Jy     _ 

in  qua,  designante  [[a)  functionem  integram  rationalem  ordinis  quarti,  X  =  f{a^), 
Y  =  f{i/).  lam  rogo.  quaenam  sint  aequationes  differentiales ,  quarum  integralia 
completa  nlgehraice  exhiheat  theorema  Ahelianum. 

4. 
Ordiamur  rursus  a  casu  simplicissimo  transcendentium  Abelianarum.   euni 
dico.  quo  functio  X  tantum  ad  ordinem  quintum  aut  sextuni  ascendit.     Sit 


0    \/X  Jo    \/X 

ac  ponatur : 

(l){x)  +(I)(i5/)   =  u, 

il>,{x)-\-^h{y)  =  v; 
considero  a^,  y  ut  functiones  ipsarum  ii,  v,  ac  pono : 

X  =^  \  {u,  v) , 

y    =    l^{tl,v). 

Quas  functiones 

quae  ab  argumentis  duobus  u,  v  pendent,  in  analysin  introducamus  neecsse  est, 
si  analogiam  functionum  trigonometricarum  et  ellipticarum  etiam  in  functionibus 
Abelianis  servare  placet. 


Posito,  ut  supra 


JI{x)  =    / 


(Ä-\-Äix)dx 


0  V^X 

sive 


fT(x)  =  A^{x)  +  Äi<h{x)> 

docet  theorema  Abelianum,   aequationis 

/'f(x)  +  n{y)  +  /T{ß)  =  //(«)  + //(6) 
Solutionen!  dari  algebraicam,  sive  a,  b  per  quantitates  a;,y,z  algebraice  deter- 
minari  posse.     At  observo ,  problema  determinandi  ipsas  a,  b  e  datis  quantitati- 
bus  cc,y,z  indeterminatum  esse,  ideoque  theorema  Abelianum  ita  propositum 


-> 
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nihil  aliud  docere ,  nisi  e  solutionibus  innumeris  aequationis  propositae : 

//(«)  + 11  ih)  =  n{x)  +  ri{  y)  +  77  (,^) 
unam  extare  algebraicam.  lam  vero  observo,  relationes  illas  algebraicas, 
a  Cl.  Abel  exhibitas,  quariim  ope  a,  b  e  quantitatibus  x,y ,z  determinantur, 
nullo  modo  pendere  ab  ipsis  A,  Ä-^,  quae  afliciunt  numeratorem  fractionis,  cuius 
integrale  est  transcendens  77 (<2?).  Unde  eaedem  aequationes  binae  algebraicae 
inter  x,  y,  z,  a,  b  propositae  utriqiie  simul  satisfaciunt  aequationi  transcendentali : 

(D(a)  4-cD(&)    =  (I)(^)  +0(t/)  +0(^) 

<i>i(a)+o,(6)  =  M^)^My)+M^)- 

Quibus  aeqiiationibus  duabus  simul  propositis,  iam  a,  b  e  quantitatibus  vC,y,  z 
omnino  determinatae  sunt.  Itaque  theorema  Abelianum ,  si  eins  vim  ac  natu- 
ram  recte  perspicere  velis .  in  modum  sequentem  proponi  debet : 

T  h  e  o  r  e  m  a. 
»Designmite    X   functionem  ipsius    oc   integram  rationalem  ordinis  quinti  aut 
sexti ,  Sit 


r   (ix       , ,  N  ■     r  xdx      ^  /  N 


propositis  duabus  simul  aeqiiationibus , 

(I)(a)  +  (I)(ö)    =  (D(^)  -f  (D(2/)  +  (1)(^) 
(T)j(a)4_(l)j(ö)  =  (i,j(^)_|.  (1,^(2,)  _|_(Di(^), 

quantitates   a,h    e  datis  quantitatibus   x,y,z   algebraice  determinantur.^^ 

6. 
Theorema  antecedens  facile  ad  eum  casum  extenditur,  quo  summa  quatuor 
sive  cuiuslibet  numeri  transcendentium  per  summam  binarum  exprimatur,  qua- 
rum  argumenta  ab  illarum  argumentis  algebraice  pendent.  Consideremus  casum, 
quo  summa  quatuor  transcendentium  per  summam  binarum  exhibenda  est,  theo- 
rema Abelianum,  ad  cum  casum  applicatum,  rursus  docet,  propositis  duabus 
simul  aequationibus , 

(D(a)  +(|)(6)    =  (I)(^)  +(D(2/)  +(1>(;^')  +0(2/') 
<I>i(«)  +  <I),(6)  =  (I)i(a;)  +  (l)i(«/)  +  (Di(a;')  +  Oi(2/'), 

quantitates  a,  b  e  datis  quantitatibus  x,y,  x,y'  algebraice  determinari. 
Ponamus  iam : 

(I)(a;)  -f  (D(«/)  =  u,      (1)(^' )  +  <!)(»/')   =  u, 
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])()rro 

(l)i(a:)  +  <l)i(:v)  =  -/',       (I)i(a.')4-(I)i(y')  =  v', 

undc  e  duabiis  aequationibus  propositis  sequitiir: 

(I)(a)  +  <^(&)  =  u-\-u',     (I)i(a)  +  (I),(6)  =  v-\-v'. 
E  notatione  autem  supra  explicata  ex  his  aequationibus  habemus  vicissim : 

X  =1  \  [ii,  v),  _//  =  Xi  (u,  v) , 

X'  =   X{ll',v'),  y'  =   Ki{u',v'), 

a  =  h{u-\-u',  v-\-v') ,     h   =  'ki{u-\-u'f  v-\-v'). 

Quibus  statutis,  de  functionibus  novis  \[u,v) ,  'Ki{u,v)    iam  proponimus  hoc  theo- 
rema,  in  quod  theorema  Abelianum  abit: 

T  h  e  o  r  e  m  a. 
»Designante    X    fimctionem   integram   rationalem   ordinis   qiiinti    auf   sexti, 
ponaiur : 

C^  dx  ,  ,  .  C^ xdx         ,    ,  . 

s'mt  porro 

X  =  \{u,v),        y  =  Xi(ti,v) 

functiones  tales  argumentorum  u,  v,    ut  simul  sit: 

<!>(«;) +  (D(«^)  =  u,      '^hix)-^'\\{y)  =  v, 
gaudebunt  functiones  illae 

\{u,v),       'ki{u,v) 
proprietate  ei  simili ,   quae   de  functionibus  trigonometricis  et   ellipticis  in  elementis 
proponitur ,  ut  functiones  illae  argumentorum  binominum 

u-\-u',      v-{-v' 
algebraice  exhibeantur  per  functiones ,  quae  ad  singula  nomina 

u,  v;       u',  v 
pertinent;  sive  ut  functiones 

k{u-\-u',   V-^-v'),         Ki{7l-^U',   V-\-v') 

algebraice  exhibeantur  per  functiones 

X{u,v),       K(u',v') 
\](ii,v),      Xi{u',v').i( 
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Tlieorema  autem  generale  iam  ita  andit : 


Theorema  generale. 
nlJfsiqnante  X  functionem  ipsius  x  rationalem  integrem  ordinis  (2m  — 1)'  aut 

27n^',  Sit 

rt = ♦'''^ /.w -♦'- /.w -■'"■■  x'^' --<* 

quihiis  positis ,  statuantur  7n  —  i  fimctiones 
quae  singulae  a  quantitatibiis  m — 1   sequentibus 

U ,   Ui  ,   11-2  ,    ■  •  ■,   W«i-2 

ita  pendmt,  ut  simul  habeantur  aequationes : 

t,  =(!)(./■)         +    <l)(ai)       +<l)(if2)         H }-(■)>  {x,n-2) 

U,         =    (D,  ix)       +  Ol  {X{)       +  Ol  (^^2)       H h  Ol  {Xm-2) 

U,         =    (Do  (X)       +  ^)2  (.^1 )       +  O2  (^»2  )        H h  O2  (^.,-2) 

M„,_2=    0,„_2(:r)+<l)„,-j(.Ki)-hO,„_2(Ä;2)H hO,„_2(^m-2), 

sintque  fimctiones  illae : 

X  =  k{l(,  Ml  ,  n-2,  ....  Um-2) 
X\  =  Äi  {U,  Ui  ,U-2,---,  W„j_2) 
X2       =    ^2{U,  U\  ,  ?l2'  •  •  •  -••  ^'«1—2) 

Xm-2  =    Ki-i  {U,  Ui  ,  U-y ,....,  tUn-2)  ', 

yaudcnt  fauctloitcs   illae  proprietate  eadem ,    quae  de    functionibus  trigonometricis  ei 
ellipticis  valet,  ut  illae  pro  argmnentis  hinominihus 

u  -\-  u '.   n\  -\-  lt{  ,    ((■_>  -j-  ?<2  .....   «,„_2  +  ?C-2 

e.xprirnaiitar  algebraice  per  fimctiones  easdem.  quarum  argumenta  sunt  singula  nomina 

U  ,    U\  ,   U2>    •      '  >    W,„-2 

atque 

u',  t<l,  »2,  . . .,  iC_2; 

sive  ut  functiones 
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Ä  (e^  -\-u',      /?,  +  >i[ ,  ....  n,,_.,  4-  iC-2 ) 
Äi  (m  +  n ',      ui  -f  u[ ,  .  ...  n„_.^  +  u'„_.2 ) 

exprimautur  algehraice  per  functiones 

X(U,     Ui,    U> Um-i) 

Xl  {U,    Ih,    U.y,  .  .  .,     U,n->) 

Ä,„_2(?(,    Hl,    U2,    .  .  .,    Um-i) 

atqiie 

X{u',   n[,   (4,       .  .  .,  ul„_2) 

X-i{u',  u[,  iC,       .  .  .,  'fi'„_.,) 

Xm-2{il\    fl'l-    ?«2-     •  •  ••    Mm_2)-" 

Observo  functiones  quaesitas  e  datis  inveniri  ope  acquationis  algebraicae 
ordinis  ■m  —  lf\  quae  generaliter  assignari  potest  per  theorema  Abelianum. 

S. 

Theorema  Euleriaiium  exhibet  integrale  completum  algebraicum  aequa- 
tioiiis  differentialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles,  in  qua  variabiles  separatae 
sunt.  Theorema  Abelianum  exhibet  m  —  1  integralia  completa  algebraica  (id 
est,  quae  m  —  1  constantes  arbitrarias  involvunt)  wi  —  1  aequationum  differen- 
tialium  lineariuni  primi  ordinis  inter  m  variabiles .  in  quibus  singulis  variabiles 
illae  separatae  sunt.  Ordiamur  rursus  a  casu  simplicissimo  transcendentium 
Abelianarum.  quo  X  ad  quintum  aut  sextum  ordinem  ascendit. 

Eo  casu  aoquationes  duas  transccndentales : 

(|)  (x)  +  (1)  («/)  +  (!>  U)  =  O  (a)  -I-  (D  (b) 
'H^)  +  'Hv)  +  ^l>i(-)  =  <I>i(«)  +  Oi(&) , 
scimus  per  theorema  Abelianum .  locum  teuere  duarum  aequationum  algebraica- 
rum  inter  quantitates  quinque  x,y,z^a,h.  Consideremus  ipsas  «, 6  ut  constantes; 
differentiatis  aequationibus  propositis,  omnino  abire  videmus  ipsas  a,  h,  quae  igitur 
in  aequationibus  transcendentalibus  sive  in  aequationibus  algebraicis,  quae.earum 
locum  tenent,  sunt  constantes  arbitrariae.     Hinc  fluit  theorema  sequens  : 

T^  h  c  o  r  e  m  a. 
')<S'^Y  f[üc)  functio  rationaUs  inte(/ra  ipsius  x  ordinis  quinti  mit  sexti ,  sit  porri) 
f{x)  =  X,      f{y)  =    Y,      m  =  Z, 
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aequationes  duae  differentiales  lineares  primi  ordinis   inter  tres  variahües,  in  quihus 
singulis  variahiles  x,  y,  z,  separatae  sunt , 


SiX        SJY       fZ 
xdx       ydy    .    zd. 


=  0 


=   0, 


V'X        \lY        \jZ 
dua  haheiit  iittegralia  rompkta  ak/ebraka." 

De  transcendentibus  Abclianis  ordinis  proxime  insequentis  simili  modo 
theorema  hoc  habetur : 

T  h  e  o  r  e  in  a. 
»Sit  f[x)  functio  ratioualis  Integra  ipsiiis  x  ordinis  septimi  auf  octavi,  sit  porro 

'f(w)  =  w,    f\x)  =  X,    f{v)  =  r,    f{z)  =  z,  . 

aequationes  tres  differentiaks  Uneares  primi  ordinis  inter  variahiks  quatuor,  in  quihus 
singulis  variahiles  w,  x,  y,  ^  separatae  sunt, 

diu     ,     dx     ,     dy     ,     dz 

y^W  ^  \Jx  '  \/Y  ^  sjz 

wdw  j_  xdx       ydy    .    zds 
w'^div  ,  x^dx  ,    y'^dy  ,    s'^ds 

\JW^  \lx^  slY^  \l^ 

tritt  habent  integralia  compkta  algehraica.a 

Quae  theoremata  facile  ad  numemm  quemlibet  variabilium  et  aequationiim 
difterentialium  extenduntur.  Ipsa  integralia  completa  algebraica  generaliter 
suüüerit  theorema  x\belianum. 

Novimus.  olim  111.  Ivagrange  in  commentationibus  Academiae  Taurinensis, 
ab  ipsa  aequatione  differentiali  inter  duas  variahiles  profectum.  per  methodos 
directas  integrationis  ad  ipsum  eins  integrale  completum  algebraicum  ascendisse, 
atque  ita  methodo  nova  ac  singulari  demonstravisse  theorema  Enlerianum.  quod 
ei  tantam  ipsius  Euleri  excitavit  admirationem.  Ita  etiam  operae  pretium  fore 
credimus,  duarum  illarum  aequationuni  difterentialium  inter  tres  variahiles  duo 
integralia  completa  algebraica .  sive  generalius  m  —  1  aequationum  illarum 
difterentialium  inter  m  variahiles  m  —  1  integralia  completa  algebraica  per 
methodos  directas  integrationis  investigare,  atque  ita  nova  nee  minus  singulari 
demonstratione  theorema  Abelianum  adornare. 
Regiom.  12.  Julii  1832. 
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Die  Frage  nach  der  Figur  der  Erde  hat  die  Untersuchung  veranlasst, 
welche  Figur  eine  flüssige  homogene  Masse,  deren  Theilchen  zu  einander  nach 
dem  Newton'schen  Gesetz  gravitiren.  und  welche  sich  um  eine  feste  Axe 
gleichförmig  dreht,  annehmen  müsse,  um  im  Gleichgewicht  zu  bleiben.  Man 
nennt  solche  Figur  wohl  schlechthin  eine  Figur  des  Gleichgewiclits.  Man  fand 
bald,  sie  könne  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  sein  und  zwar  eine  solche,  die 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entsteht ,  ein  rundes,  plattes 
EUipsoid.  Diefs  haben  schon  Cl a i r a u t  und  Macl aurin  bewiesen.  Die  El- 
lipse ,  die  man  fand ,  war  immer  sehr  wenig  excentrisch ,  oder  das  EUipsoid  kam 
der  Sphäre  sehr  nahe.  Aber  d'Alembert  machte  die  wichtige  Bemerkung, 
dass  die  transcendente  Gleichung,  von  der  die  Excentricität  der  Ellipse  abhängt, 
immer  noch  eine  Lösung  hat ,  die  in  der  Regel  eine  grofse  Excentricität  oder  ein 
sehr  plattes  Sphäroid  giebt ;  und  1  a  Place  zeigte ,  wie  d'A  1  e  m  b  e  r  t  vermuthet 
hatte,  diefs  seien  die  einzigen  Lösungen.  Es  wird  übrigens  hierbei  vorausge- 
setzt, dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreite; 
in  dieser  Grenze  fallen  beide  Lösungen  zusammen.  Überschritte  die  Rotations- 
geschwindigkeit diese  Grenze,  so  würde  man  auf  imaginäre  Gröfsen  kommen. 

Die  erste  dieser  Lösungen,  die  das  wenig  abgeplattete  Umdrehungsellipsoid 
giebt,  hat  durch  Legendre's  bewundernswürdige  Arbeiten  über  die  Figur  der 
Erde  eine  gröfsere  Bedeutung  erlangt.  Dieser  Mann,  dessen  Ruhm  mit  den  Fort- 
schritten der  Mathematik  zunimmt,  hatte  durch  Einführung  jener  merkwürdi- 
gen Ausdrücke,  durch  welche  wir  heute  in  den  Anwendungen  die  Functionen 
zweier  Variabein  darstellen,  die  allgemeinsten  Untersuchungen  über  diesen  Ge- 
genstand möglich  gemacht.     Er  zeigte,  dass  unter  allen  Figuren,  die  nicht  zu 


3 


# 
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sehr  von  der  sphärischen  Gestalt  abweichen ,  so  dass  es  möglich  ist ,  die  Anzie- 
hung, welche  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche  ausgeübt  wird,  nach  den  Potenzen 
dieser  Abweichung  zu  entwickeln .  das  wenig  abgeplattete  Umdrehungsellipsoid, 
wie  es  Clairaut  und  Maclaurin  bestimmt  hatten,  die  einzig  mögliche  Figur 
des  Gleichgewichts  sei,  und  zwar  nicht  in  irgend  einer  Annäherung,  sondern  in 
absoluter,  geometrischer  Strenge.  Wenn  man  bedenkt,  dass  man  hier  aus  Re- 
lationen zwischen  dreifachen  Integralen,  deren  Grenzen  unbekannt  sind,  und 
welche  Constanten  enthalten,  zwischen  denen  eine  unbekannte  Relation  statt- 
findet, die  Gleichung  zwischen  den  drei  Variabein  zu  suchen  hat,  welche  die 
Grenzen  giebt  und  zugleich  die  unbekannte  Relation  zwischen  den  Constanten 
bestimmt,  so  staunt  man  über  die  Kühnheit  und  das  Glück  dieses  Unternehmens. 
Es  ist  zu  bedauern,  dass  der  Autor  der  Mecanique  Celeste  es  nicht  für  zweckmäfsig 
fand ,  das  merkwürdige  Tlieorem  in  sein  weitschichtiges  Werk  aufzunehmen. 

Wie  wesentlich  die  Bedingung  ist ,  dass  die  Componenten  der  Anziehung 
nach  den  Potenzen  der  Abweichung  von  der  Kugelgestalt  würden  entwickelt 
werden  können,  oder  wenigstens  entwickelt  gedacht  werden ,  erhellt  daraus ,  dass 
die  Legendresche  Analysis  das  zweite  sehr  platte,  von  d'Alembert  zuerst 
bemerkte  Umdrehungsellipsoid  nicht  giebt.  Aber  man  ist  in  einem  sehr  gro- 
ben Irrthunfl  gewesen,  wenn  man  geglaubt  hat,  diese  beiden  Umdrehungs- 
ellipsoide  seien,  wenigstens  unter  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  einzigen  Figuren 
des  Gleichgewichts.  In  der  That  zeigt  eine  leichte  Aufmerksamkeit,  dass 
Ellipsoide  mit  drei  ungleichen  \xen  eben  so  gut  Figuren  des  Gleichgewichts 
sein  können ;  dass  man  zum  Äquator  eine  ganz  beliebige  Ellipse  annehmen  kann, 
und  dann  immer  die  dritte  Hauptaxe,  die  Umdrehungsaxe ,  welche  auch  hier 
die  kleinste  der  drei  Axen  ist,  und  die  Rotationsgeschwindigkeit  so  bestimmen 
kann,  dass  das  Ellipsoid  eine  Figur  des  Gleichgewichts  wird. 

Nennt  man  m,  n  die  halben  Hauptaxen  des  Äquators ,  p  die  halbe  Um- 
drehungsaxe ,  so  hat  man ,  wenn  man  der  Kürze  halber 


A  =  v/('i+-^)(i+^)(i+-^) 

V  V    '    mm/  V        nn/  \        pp/ 
setzt ,  folgende  transcendente  Relation  zwischen  den  drei  Hauptaxen : 

dx  r^  dx 


/  0     \        mm/  V        nn/  J  ^     v 


ppj 
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welche  alle  ungieichaxigen  EUipsoide  umfasst,  die  Figuren  des  Gleichgewichts 
sein  können.  Die  zu  jedem  dieser  EUipsoide  zugehörige  Rotationsgeschwindig- 
keit  V  bestimmt  sich  durch  die  Gleichuna; 


v'^  =  2r.  I 


nK/  \Aj»Aj 


0    (^  +  *"  "0  (*■  +  ****)  A 

Nimmt  man  m  und  n  beliebig  an,  so  giebt  die  erste  Gleiclmng  immer  einen 
reellen  Werth  für  p ,  welcher  immer  von  der  Art  ist ,  dass : 

pp       mm       un 

Man  sieht  hieraus ,  dass  ein  ungleichaxiges  EUipsoid,  Wenn  es  Figur  des  Gleich- 
gewichts sein  soll,  immer  sehr  von  der  Kugelform  abweicht,  was  mit  dem 
L  e  g  e  n  d  r  e  sehen  Theorem  übereinstimmt ,  welches  lehrt ,  dass ,  wenn  es  aufser 
dem  wenig  abgeplatteten  Il'mdrehungsellipsoid  noch  Figuren  des  Gleichgewichts 
giebt,  diese  sehr  von  der  Kugelform  abweichen  müssen. 

Da  zum  Äquator  eine  beliebige  Ellipse  angenominen  werden  kann,  so 
kann  man  nach  dem  Fall  fragen,  wo  für  diese  Ellipse  ein  Kreis  angenommen 
würde.  Für  diesen  Fall  hndet  man  jene  oben  erwähnte  Grenze  der  Rotations- 
geschwindigkeit, und  unsere  Figur  des  Gleichgewichts  fällt  mit  den  beiden  be- 
kannten zusammen. 

Die  beiden  aufgestellten  Formeln  leiten  sicli  ohne  weitere  Rechnung  aus 
den  bekannten  ab,  daher  es  hinreicht,  sie  hinzuschreiben.  Unter  den  beiden 
Gleichungen,  welche  das  Gleichgewicht  erfordert,  hat  die  eine,  welche  die 
nöthige  Relation  zwischen  den  drei  Hauptaxen  ausdriickt .  die  Form :[ 

'o{m.,n,p)  =  '^{n,m.p), 
die,  wie  man  augenblicklich  sieht,  erfüllt  wird,  wenn  man  m  =  u  setzt. 
Indem  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung ,  welche  die  Rotationsgeschwindigkeit 
giebt,  m=^n  setzte,  erhielt  man  die  bekannten  Umdrelmngsellipsoide.  Aber 
nachdem  diese  längst  auf  das  genaueste  erörtert  sind,  durfte  man  fragen,  ob 
denn  jene  Gleichung  nothwendig  erfordere ,  dass  m  =  n  gesetzt  werde ;  ob  nicht 
auch  der  Gleichung 

'^{m,  n,  p)  —  '^{n,  m,  p)   _  ^ 
m — n 

durch  reelle  Werthe  von    m  und  n    Genüge  geschehen  könne.      Diese  ist  aber 
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keine  andere  als  die  erste  der  angegebenen  Gleichungen,  welche  in  der  That  eine 
Classe  reeller  ungleichaxiger  Ellipsoide  giebt,  welche  Figuren  des  Gleichge- 
wichts sein  können. 

Ich  will  noch  eines  anderen  merkwürdigen  Umstandes  bei  der  Attraction 
der  EUipsoide  erwähnen.  Die  ersten  Analysten,  die  sich  mit  der  Attraction 
homogener  EUipsoide  beschäftigten,  suchten  diese  endlich  zu  hnden,  natürlich 
vergeblich,  da  sie  von  elliptischen  Integralen  abhängt.  Laplace  erzählt  bei 
dieser  Gelegenheit,  er  habe  sich  einen  Beweis  gemacht,  dass  diese  Integrale 
sich  nicht  endlich,  d.  h.  durch  Kreisbogen  und  Logarithmen,  ausdrücken  lassen, 
was  interessant  genug  ist.  Wenn  man  das  Ellipsoid  nicht  liomogen  annimmt, 
sondern  nur  aus  homogenen  coiicentrischeu ,  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Schichten  bestehen  lässt,  deren  Diclitigkeit  sich  von  einer  SchicOit  zur  andern 
ändert,  so  dass  etwa,  wie  man  öfters  angenommen,  die  Dichtigkeit  der  auf 
demselben  Durchmesser  betindlichen  Elemente  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt 
umgekehrt  proportional  ist,  oder  durch  irgend  sonst  eine  rationale  ungrade 
Function  dieser  Entfernung  ausgedrückt  wird,  so  läfst  sich  in  der  That  die  An- 
ziehung, welche  das  Ellipsoid  auf  irgend  einen  äufseren  oder  inneren  Punkt 
ausübt,  endlich,  d.  h.  durch  Kreisbogen  und  Logarithmen,  ausdrücken. 
Potsdam,  den  4.  October  1834. 
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DE  FUNCTIONIBUS  DUARUM  VARIABILIUM  QUADRUPLICITER 
PERIODICIS,   QUIBUS  THEORIA  TRANSCENDENTIUM  ABELIANARUM 

INNITITUR. 


^  1. 

In  Fimdamentis  novls  theoriae  fimctionum  ellipticarum  adnotavi  (§.  19.),  du- 
plicem  periodum  amplecti  universam,  quae  in  analysi  fingi  possit,  periodicita- 
tem.     Quam  rem  sequentibus  accuratius  examinemus. 

Periodicam  voco  functionem  X(««),  si  datur  constans  /  talis,  ut  pro  quolibet 
ipsius  u  valore  sit 

Constantem  i  functionis  voco  indicem.  Patet  autem,  ex  uno  indice  innumeros 
provenire  alios,  cum  eius  multipluni  positivum  aut  negativum  quodcunque  et 
ip.se  sit  index.  E  quoiuni  numero  eum,  cuius  nulla  pars  aliquota  functionis 
index  est,  indicem  functionis  dico  proprium.  Circumferuntur  in  elementis 
functiones  periodicae  sin(w),  e",  quarum  indices  proprii  sunt  resp.  2k,  -ItzSI — 1. 

lam  ponamus  -  cuius  rei  exemplum  in  functionibus  ellipticis  primum  mon- 
strabatur,  functionem  Xin)  duabus  gaudere  periodis,  quas  ad  unam  revocare  non 
liceat.     Sint  earuni  indices  i,  i',  unde.  simul  locum  habent  aequationes : 

A(?f-|-i)  =  A(m),       K{ii-{-i')  =  A  («/,), 

de  quibus,  designantihus  m,  m  numeros  quoscunque  integros  positivos  aut  ne- 
gativos,  haec  sequitur  generalior: 

\{u  -\-  m i  -\-  m'  i ' )  ==  A  (ii) . 
sive  erit  etiam  mi-\-m'i'  index.     Et  primum  patet,  indices  i,  i'  inter  se  statuendos 

IL  4 
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esse  incommensurahUes.      Nam  si    J    eomm  divisor  maximus  communis ,  ponere 

licet . 

l  =  mJ,       i'  =  m'J, 

designantibus    m,  m    numeros  integros  inter  se  primos.     üiide  alios  determinare 

possumus   n,  n     tales,  ut  sit 

^MM  +  wi'n'  ^=  1 . 
Quo  facto .  habetur  index 

■ni-\-n'i'   =  J, 

de  quo  uno  indice  cum  indices  i,i' ,  ut  multipla  eins,  proveniant,  videmus,  si 
duarum  periodorum,  quibus  funciio  gaudet,  sint  indices  inter  se  commensuraUles, 
duas  periodos  redire  in  unicam,  cuius  index  ipsorum  sit  divisor  maocimus  communis. 

Quotientem  duorum  indicum,  qui  ex  uno  non  proveniant,  cum  ex  anteceden- 
tibus  pateat,  statui  non  posse  quantitatem  rationalem,  facile  etiam  patet,  eundem 
statui  non  posse  quantitatem  realem.     Sit  enim 

i  =  zJ,       i'  =  zJ; 

designantibus  £,  t'  quantitates  reales  inter  se  incommensurabiles ;  invenire  licet 
numeros  integros  positivos  vel  negativos  m,  m'  tales,  ut 

mz-\-7n'z'  =  z" 
ulla  data  quantitate  minor  evadat.     Quibus  positis.   erit 

^.{u -^  nii -\- m!i' )  =  k{h-\-z"J)  =  ä(m), 

unde  functio  \(u)  indicem  habcret  ulla  data  quantitate  minorem  neque  tarnen 
evanescentem.     Quod  üeri  non  potest. 

Scquitur  ex  antecedentibus ,  quoties  periodorum,  quae  in  unam  non  re- 
deant,  indices  sint  quantitates  imaginariae, 

;  =  a-{-h\l^,         i'  =  a-\-b'Sj^, 

designantibus  a,  h,  a ,  h'  quantitates  reales .  numquam  haberi  posse : 

ah' — a'h  ==  0. 

Tum  enim  indicum  quotientem 

a'j^  &  Y-Zi     _  jo^  _  j/ 
a-\-b  i/IIi  a  b 

haberes  quantitatem  realem. 


DE  PÜNCTIONIBUS  DUAKUM  VARIABILIUM  QUADRÜPLICITER  PERIODICIS.  27 

2. 

Examinemus  iara ,  an  functio  tribus  gaudere  possit  periodis ,  quas  e  dua- 
bus  componere  non  liceat.     Sint  trium  eiusniodi  periodomm  indices 

i  =  a  +  b\/'—l,       r  =  a'+&'v/— 1,       i"  =  a"+&"v/^, 
designantibus  a,  b,  a,  h',  a\  b"  quantitates  reales.      Supponimus  ex  antecedenti- 
buSj  e  tribus  quantitatibus 

a'b"—a"b',  a"b  —  ab",  ab' — a'b 
nuUam  evanescere.  Alioquin  enini  aut  dwnv  pchodi  in  unam  rcdirent.  quod  est 
contra  hypothesin.  aut  functio  haberet  indicem  minorem  quam  ullam  quantita- 
tem  datam  neque  tamen  evanescentem ,  quod  est  absurdum.  Ac  primum  ob- 
servo,  tres  illas  quantitates  inter  se  esse  non  posse  ut  numeros  integros.  vel 
eandem  eas  quantitatem  metiri  non  posse. 
Ponamus  enim.  esse 

a  b" —  a" b'  :a"b  —  a  b" :  a b' —  a'b  =  m :  tu  :  m" , 

designantibus   m,  m,  m"  ')    numeros  integros.  quos  factore  communi  destitutos 

accipimus.     Erit : 

ma-\-}n'  a'-^m"  a"  =  0 
mb-\-m'b'-\-iH"b"  =  0, 
ideoque  etiam: 

m i  -j-  m  i '-\- m" i"  =  0  . 

Sit  /'  divisor  maximus  communis  ipsorum    m,  m" ,    qui  ad  m  primus  esse  debet 
cum  tres  numeri  m,  m  ,  m    per  eundem  numerum  non  dividantur;   erit  etiam 

mi 


mi  [ m'     .,  ,    ni"     .,,"] 


1H  t. 

index  functionis.  lam  cum  indices  i  et  —  -  sint  inter  se  commensurabiles .  eo- 
rumque  divisor  maximus  communis  sit  — ,  erit  etiam  —  index .  uti  §.  1  demon- 
stratum  est.     Eligantur  porro  numeri  n',  n"  tales.   ut  sit 

ni       ,  .     m" 
--.    •  n  4-     -.-    •  n     =  1 : 
/         ^    / 

dico .   tres  periodos  coniponi  e  duabus ,  quarum  indices  sunt 

et  n"/' — n'i", 


*)  Hie  et  in  sequentibus  numeros  integros  accipimus  sive  positivos  sive  negatives. 

4-* 
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qiiippe  e  quibus  et  index  i  componatur  et  reliqui  indices  i',  i".     Habetur  enim 


—  mn' '-^  +  -~{n"i'—ni")  =  »'  [— ?  +  y-^  J  + y-('^  r'—m")  =  ? 


f         1 
Unde  si  quantitates  tres 

a'h" — a'h',      a"h  —  ah"-      ah' — a'h 


—mn-  ;. —{nt'—ni")  =  n   l-r-/  +"7^'  J 7~(*^  i —m  )  =  t  . 


sunt,  ut  numeri  integri,  sive,  quod  idem  est,  si  desigyiantihus  m,  m  ,  m"  nwneros 
integros,  inter  tres  indices  i,  i',  i"  locum  habet  aequatio  huiusmodl 

mi-\-m'i'-\-m"i"  =  0, 

tres  periodos  e  duabus  componere  licet,  sine  functio  tantiim  dupliciter  periodica  est. 

Observo  secundo  loco,  designantihus  a.  a'.  a"  numeros  integros ,  locum  habere 
non  passe  aequationem  huiusmodl  : 

rj.{a'b"—a"b')-\-a{g"h  —  ab")-{-'-j."(ab'—ah)  =  0. 

Nam  ex  arbitrio  acceptis  sex  aliis  numeris  integris 

ß,  ß',  T;   V,  v',  v": 

statuamus : 

u   =  (y'a"— v"a')«  +  (T"a-v«")a'+(va'— T'a)«", 
«'  =  (a'ß"— a"?')a  +  (a"-J-a;5")a'+(aß'-a'ß)a", 

V  =  Cr/'-T"^>')&  +  (v"^^--v''")Z''+Cr^'-v'<^)&", 

v'  =  (a',3"-a"?')6  +  (a"::i-a,V')Z.'+(aß'-a\3)6"; 

linde  functionis  propositae  indices  etiam  hi  erunt : 

u-\-v  V^  ,       ««'+  ^'  V— 1  • 
lam  si  btatuitur 

invenitur : 

uv'—ti'v  =  zlrj.(a'b"—a"b')  +  a(a"b  —  ah")-\-rj."(ab'—a'by]. 

Unde,  si  expressio  uncis  inclusa  evanescit,  habetur: 

icv' — u'v  =  0. 

Hanc  vero  aequationem  vidimus  §.  1 .  locum  habere  non  posse ,  nisi  indices 
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sint  inter  se  commensurabiles  sive  ex  uno  indice  proveniant.     Quo  casu  statui 
potest,   designantibiis  f,  f  integros, 

f{u-{-vSl~l)—f'{n'J^v'\iA)  =  0, 
quae  aequatio,  substitiitis  ipsarum  u,v,u',v'  valoribus.  lianc  formam  induit : 

m  i  -\-  m'  i  '-f-  nt"  i"  =  0 , 
ubi  m,m',  m"  integri;   quam  locum  liabere  non  posse  demonstravimus. 


His  praeparatis,  iam  demonstrabo ,  si  tres  periodi  ad  diias  revocari  non 
possint,  semper  determinari  posse  7iumeros  integros  m,  m',  m"  tales ,  ut  ntraque  simul 
expressio 

ma  -\-  m'  a'  -\-  m"  a" , 

m h  -\-  m' h'-\-  m" h" 

Ulla  data  quantitatc  tninor  evadat,  sive  functmiem  propositam  mdicem  habere  minorem 
quam  tdlam  quantitatem  datam,  neqiie  tarnen  evanescentem. 
Pono  brevitatis  causa : 

a'h" — a'h'  =  A,       a"h  —  «6"  =  A',       ah' — a'h  =  A", 
unde 

aA^ a'A'-\- a"A"  =  0 ,       hA  +  h'A'^  h"A"  =  0 . 
Porro,  designantibus  a.  a'.  a"  numeros  integros,  pono: 

oiA'        ,         ,       0.A" 

-J '  =^'     ~2 '■   =^^" 

unde 

7. a  -f-  'y' a'-\-  o."  a"  =  —  [a'J  -\-a"J''], 
rj.h-\-ah'-{-a"b"  =  —[b'J^h"J''\. 

Iam  numeros  a,  a'  ita  determinare  licet,  ut  J  ulla  data  quantitate  minor  tiat. 
Porro,  determinatis  a,  a',  tertium  numerum  a"  ita  accipere  licet,  ut  sio-ni 
respectu  rion  habito,  üat 

Qua  ratione  determinatis  a,  a',  a".  expressiones  antecedcntes  fiunt  respective  ab- 
solute minores  quam  \a"  et  ^^h".  Unde  datis  quantitatibus  a,  a' ,  a"  et  b,  h',  b", 
semper  determinare  licet  numeros  integros  a,  a',  a"  tales ,  ut,  posito 

a'"  =  aa-\-a'a'-\-  a'a",       />'"  =  y.b-\-a'b'-\-  u'b", 
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simulßat 

a"'<^a".      h"'<^b", 

signorum  respectu  noit  hahito. 

Ponatur  iam  successive : 

7«"+t'«"'+7"«"=  «'•        'iV  +  ^i'irJrl"r  =  h\ 

Coefficientes  harum  aequationum    fi,  ^  ^'^f- *    ß?  T  ^^^- -    ß'  T    ^^^'    ^(^cipere  licet 
ex  antecedeiitibus  immcros  integros  tales ,  ut  simul  fiat ,  signorum  respectu  non 

habito , 

«"<|-a"',       a^' <\a}\       (:^"<la^     etc. 

b''<}^"'.       h'<\b'\       W'<\h'.     etc. 
Unde  liqiiet .   duanmi  serierum 

tf  trf  IV  T  VI 

a  .     a    .     d   ,     «  ,     a   ,     ... 
//',,     h"',    h'\     h\     //',     .  .  . 
terminos.  si  satis  illae  continuentur .  iilla  data  quantitate  minores  fieri. 

Sint  duarum  serierum  termini  sibi  respondentes  a^'"\  0^"^  data  quantitate 
minores.  8i  formationem  aequationum  respicis,  quibus  quantitate«  illae  ab  an- 
tecedentibus  pendent,  sine  negotio  patet.  eas  per  ipsas  a^  a,  a"  atque  h,  b',  b" 
exprimi  posse  ope  aequationum : 

a^*^^  :=  III  a  -\-  nt'a'-\-  m" a", 
U"^  =  mh  -{-  m  h'-\-  tu" b", 

in  quibus  coefücientes  m^  m ,  m"  sunt  numeri  integii.  in  utraque  porro  aequa- 
tione  hos  coefücientes  eosdem  esse,  cum  quantitates  a*"-,  b^"^  resp.  per  easdem 
aequationes  a  terminis  eas  antecedentibus  pendeant.  Ünde  evictum  est,  quod 
propositum  erat,  determinari  ])osse  numeros  integi'os  (positivos  aut  negatives) 
m,  m',  m"  tales,  ut  utraque  simul  expressio 

ma-\-  m'  a'-\-  ni"a". 
mb-\-m'h'-\-m"h" 

data  quantitate  minor  evadat. 

Algorithmus  assignatus,  quo  serierum  duarum  termini  alii  post  alios  inve- 
niuntur,  non  turbatur ,  si   in  altera  serie   evanescit   terminus.       Tum   quidem 
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proximus  terminus  semisse  eius  minor  nou  fit ,  cum  termino  evanescente  minor 
non  detur,  si  signa  non  respicimus.  At  facile  patet,  evanescente  alterius  seriei 
termino,  proximum  minorem  reddi  posse  quam  ullam  quantitatem  datam.  Sit 
ex.  gr.  a"  =  {) ,  invenitur  terminus  proximus 

a'"  =  — -a'J, 
ubi    ^    data  quavis  quantitate  minor  reddi  poterat.     Hoc  igitur  termino  usus, 
ulla  data  quantitate  minore ,  continuabis  algorithmum ,  dum  etiam  alterius  seriei 
termini  data  quantitate  minores  iiunt.      Neque  simul  in  utraque  serie  termini 
sibi  respondentes  evanescere  possunt.     Nam  ubi  simul  haberetur 

darentur  numeri  m,  m ,  m",  pro  quibus  simul 

«^"  =  iiia-i^  n>'  a-{-m"a"  =  0 
h      =  nih  -\- m  V -\- m" h"  =  0. 
ideoque  etiam 

mi-{- m'i'-\-m"i"  ^=  0. 

Quod  lieri  non  posse,  vidimus  §.2.,  nisi  tres  periodos  e  duabus  componere  liceat. 
Algorithmus  assignatus  porro  supponit ,  numquam  habcri 

quod  hoc  modo  patet.     Sit  enim 

r.r+'*  =  pa^p'a'+p"a",      //'+''  =  ph  ~\- p  V ^ p" h" . 
Erit 

=  {m  p" —  m"p'){a'b" —  a"h')  -f  {m" p  —  mp")(a"h  —  ah")  -j-  {mp' — m'p)(ah' —  a'h) . 
Quam  aequationem  locum  habere  non  posse.  i^'.  2.  demonstratum  est. 

4. 
Si  statuimus 

a(''"_|_//«)^Z:i  =  j("\ 

patet,  i"j>  i^\  r  etc.  fore  indices  functionis  propositae.  Indicavimus  igitur  cer- 
tum  quemdam  algorithmum,  quo,  datis  tribus  indicibus  imaginariis,  formatur 
series  inlinita  indicum ,  quorum  pars  realis  simul  atque  pars  imaginaria  ulla  data 
quantitate  minor  eyadit  neque  tarnen  simul  evanescere  potest.      Unde  omnibus 
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casibus  evictum  est ,  si  functio  proposita  trihus  periodis  gaudeat,  aut  eas  e  duahus 
componi,  aut  eam  habere  indicem  omni  data  qiiantitate  minorem.  Quod  cum  absur- 
dum sit-  functio  tripHciter  periodica  non  datur. 

Bono  iure  igitur  dixisse  videmur ,  duplici  periodo  univeisam  confici  perio- 
dicitatem.  Sed  hoc  taiitum  de  functionibus  univis  variabilis  valet.  Si  functiones 
plurium  variabiliuiii  consideras.  longe  abest.  ut  in  duplici  periodo  consisten- 
dum  sit. 

Exempla  functionum  plurium  variabilium,  quae  pluribus  quam  duabus 
periodis  gaudent .  suppeditant  functiones  illae .  quas  primus  consideravi  in  Com- 
mentatiuncula  de  transcendentihus  Ahelianis  \Dmr.  Cr  eil.  Vol.  IX.  pag.  394)*).  Sed 
res  gravissima  altius  repetenda  est. 

Sit 

u  =  C  -\ •  9  -[-  J.1  sin  2cf  -f-  Ao  sin  4ci  -j-  As  sin  6'f  +  •  •  • 

series  pro  valoribus  omnibus  realibus  ipsius  cp  convergens.  Statuamus,  a^  esse 
ipsius  sin'cp  functionem  plane  determinatam .  ex.  gr.  functionem  rationalem. 
Mutato  cp  in  cp-f-Ti,  non  mutabitur  j;,  mutabitur  vero  u  in  u-\-2A.  Hinc,  posito 

X  =  A(m)^ 

fit 

X(w+2A)  =  Ä(w). 

Erit  igitur  X^w)   functio  periodica,  eiusque  index   lA. 

Consideremus  iam  integrale  huiusmodi: 

/*^  (a-\-'pX)dät;  f    {a-\-^x)dx 

"  ~  Jo  \/l(l— a;)(l— x2^)(l— X2ic)(l— jj.2ic)    ~  Jo         \/X        ' 

designantibus  x""^  X*.  {i"  quantitates  reales,  positivas,  unitate  minores.  Cuius 
integralis  examinemus  valores,  quos  induit,  crescente   cZ-    per  valores  reales  a 

oo  usque  ad   -}-oo.     Sit  /'<X'<[j/*:    distinguemus  intervalla  sex,   in  quibus  x 

versari  potest : 

1.      — oo-  •  •  0.  2.        0   •  •  •  1.  3.        1    •  •  •  —r, 

11  X     1        1  fi     1 

Pro  intervallo  primo,  tertio,  quinto  erit  valor  ipsius  X  negativus,  pro  secundo, 
quarto,  sexto  positivus.      Quaeramus  iam,   quomodo  pro  singulis  intervallis  illis 


'')  Pag.  7  huius  Vol. 
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ipsum  X  ita  per    sin^cp    cxprimatur ,  ut  integrale  propositiim  u  in  seriem  infini- 
tam  convergentem  formae ,  quam  assignavimus , 

2Ä 

u  =z  C-{-  -_—  •  cp  -|-  ^1  sin  2'i  -|-  Ä2  sin  4cp  +  ^3  sin  6cp  -|-  ••  • 

evolvi  possit.     Quo  facto,  posito    a:  :=  l{n) .    erit  functio  X(w)     periodica,  eius- 
que  index  lÄj  ubi 

,  /"T  du 

Ä  =     I     —~-d'2. 


/'s  du 


0 

1°.     Si  ipsi  {V  convenit  valor  negativus  quicunque ,  ponatur 
(1.)  x=      -'^ 


substitutione ,  posito  brevitatis  causa 
eruitur 


crescente  x  per  valores  negativos  a    — 00    ad  0,    crescit   cp  a  0    ad  —  .      Facta 

r2  ^  2         ,,2  ,  ,  2  ,2  1  2 

7.      =   1 — y.  ,      A      =   1 — A  ,      [X      =   1 — (X  , 


r''{a-{-^x)dx  _  _2_    /"^ [(a^^  +  ß)sin^9  — ß](?(p 

^0    y(l— ix'  sm  cp)(^l ^-sm2cpj(^l -^-sm^cpj 


Unde  posito 

/•«(o-j-ß^)^  _  _2_    r2 [(a|x^  +  ß)sm^?  — ß]t?? 

"^'^J-OO        \J^X  ~     ■'^X     /         ./"  ,2     .     2     /,  ^^"^F^TV;  X2-}x2     .  X 

Jo    \/(l— H-    Sin  (p)(^l -^sm^Ji^l ^^sm^cpj 

erit 

Ml       ,    2V- 


M   ^ 


V— 1    '      -/X 


1^    r  [(a|x^  + ß)sin^  (p  —  ß]^<p 


lam  observo.  integrale  huiusmodi 


ö-" 


r^  (w  +  wsin^cp 


cp)(Zcp 


L — g'''sin''cp)(l — Hsin^cp) 

quoties  jo^j  q^^  r^  reales  unitate  minores,  semper  evolvi  posse  in  seriem  conver- 
gentem  formae 

2Ä 


0+^1  sin  29  -\-Ä2  sin  4'-p  -j-^^a  sin  6cp  -f  •  • 
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ubi 

IT 

(m  -f-  n  sin^  cp)  ^cp      


Unde  21  in  formam  propositam  evolvere  licet;  atque  lit 

V— 1 

Posito  igitur  x  =  'k[u)y  erit  X(w)  functio  periodica ,  cuius  index  2WiV— 1,   sive  erit 

2°.     Si  X  inter  0  et  1 ,  pono 

(2.)  X  =  sin^<p5 

fit 

sin^  cp]  d<f> 


Jo    \l(l—y.^8m^^>)(l—] 


\/(l — x^  sin^  cp)(l —  X^  sin^  <p)(l —  \i^  sin^  <p) 
Unde  posito 

r\a-\-^x)dx         -  r?  [a+ß8in^cp]c?cp 

Mo    =     f     ■- =    Z  I         ,  > 

Jo        \/X  Jo  \/(l— x^sin^cpXl— X^sin«cp)(l— fx'sin^cp) 

ipsam  u  in  formam  assignatam  evolvere  licet ,  cuius  coefficientes  primi  erunt 

C  =  0,       J.  =  M2. 
Erit  igitur  functionis  .a?  =  X(m)  alter  index  2^2?  sive  erit  etiam 

X(u-\-2u2)  =  X(w). 

3°.     Sit  X  inter   1   et  ^-,  pono 
(3.)  X  =  ' 


cos'*  <p  +  x^  sin^  cp  1— x'^in^cp 

Integrale  u  cum  a  0  usque  ad  x  sumatur,  intervallum  in  duo  divido,  alterum  inter 
0  et  1,  alterum  inter  1  et  x.    Quo  facto,  post  substitutionem  adhibitam  eruimus:. 

«_L-*     '    I  [g  +  ß  — gx^'sin^-pjc^cp 


■  ^v  / 

*y  0 


\/(l-x'^sin%)(l— ^sia^cp)(l— "4-sin^cp) 


t^ 


I 
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TJnde  posito 

1  Ji 

^  0    V(i_x''sin'cp)(^l ^8in»cpj(^l— A^sin2<pJ 

ipsam  u  in  seriem  formae  propositae  evolvere  licet,  cuius  primi  coäfficientes  erunt 

C  =  U2,       A  =  tiaSj—l. 
Unde  functio  aj  =  \[u)  etiam  indice  gaudet  2u^\/ — 1,  sive  erit  etiam 

A(w-f2M3\/^)  ==  X{ii). 

4°.     Procedimus  ad  intervallum  quartura  inter  -2  et  -p-  5  ^^  C[^io  si  x  ver- 
satur,  pono 

1'2„„„2  .,2.2  ,  ,2  ,2  ,  2.      .     2 

,..  A    COS  'f-f--/.    Sin  cp       A    — (x  — X  )sm  cp 

V    V  ^  2772 ~~72         |^2"72    ~2  F772         7"2         .2.     .     i        ' 

X  A    cos  'f-f-A  '-t    sin  (p  X    A    — (x  — A  )8m  cp 

quo  facto ,  crescente   o?  a  -^  usque  ad  -r^ ,    crescit  9  a  0  usque  ad  — .     Facta 

X  A  a 

substitutione ,  integrale  propositum  abit  in  hoc, 


2  r  [VV  +  ß)-(x'-A')(a+ß) 


^^  I  i,,v/~  3    ^  (  [A-(ax-4-ß)-(x-A-)(a+ß)8in>]^cp 

A  ^^  xA  ^^A(x  — [X  )  / 

Quod  cum  rursus  in  formam  assignatam  evolvere  liceat,  habentur,  posito 

y^K^  {a-\-'^x)dx    
1            \JY          ~~ 


W4 


2  /*2 [r^(ax'+ß)  — (x'  — A')(a4-ß)sin'cp](;cp 

evolutionis  coefficientes  primi: 

C   =    U2-\-Us\/—l,         Ä    =    M4; 

unde  functio    o?  =  X(w)    habet  indicem  2^4^  sive  fit  etiam: 

l(u-{-2u^)  =  A(^«). 

5* 
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5°.     Quinto  loco  sit  cc  inter  y«   et  — 2 ,  quo  casii  ponimus : 

_        (x2  —  ^2)  COS^cp  +  (x^  —  \^)  sin^  cp         _         x^  — ;x^  — (A^  — p-^)siD^cp 

11.  TT 

quo  facto  rursus,  crescente   x   a  yg   ^<^  7T)  crescit   cp  a    0    ad  — .      Transacta 
substitutione ,  obtinemus : 

2V/=1  /"^ [(x^—  H.^)(aX^  +  ß)  —  (^'  -  M-')(«^'  +  ß)  sJP^ ?]  <?? 

Quam  expressionem  rursus  patet  in  formam  assignatam  evolvi  posse ,   eruntque, 

posito 

j_ 


-=fr^ 


X2 


_  2 ^2 [(x2  —  ^2)^„;^2 -{-  ß) _ (A2  —  p.2)(ax2 4-  ß) sin^ cp] (^y 

evolutionis  factae  coefficientes  primi 

C   =    U2-\-Ub\/-'1 — Ui;  ^    =    U^^—l. 

Unde  functio  x  =-'k[u)  etiam  habebit  indicem  2%^ — 1  ,  sive  erit 

6°.     Denique  si  x  in  intervallo  sexto  versatur,  inter  -g-  et  00,  pono 

(6.)  .=  -L  +  ^fltg«<p, 

provenit 

2  Z*"^ [A2(a}i2  +  ß)  — p,^(aX^+ß)siD^cp](^y 

A3f,'^^^2:z7ji2  /      /,     jx^  .     x/      aVTTVT^Ö^'^^^^^vTT^  ^ 
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Qua  expressione  in  formam  assignatam  cvoliita ,  quocl  licet ,  positoque 


W6 


_  2  p 


habentur  coefficientes  primi  evolutionis 

C  =   U2-\-tls'^ 1 W4  —  MöV— ^J         ^    =    U6, 

unde  functio  äj  =  'k{u)  etiam  indicem  '2Uq  habet,  sive  erit 

l(u-\-2uß)  =  \{u). 

Unde  iam  demonstravimus,  quod  propositum  erat,  quomodo  pro  valoribus  Omni- 
bus realibus  ipsius  x,  integrale  propositum 

Jo         \JX 
evolvi  possit  in  seriem  convergentem  formae 

2Ä 

u  =  C-\ ••  cp-f  J.isin2cp-|— 42sin4cp-(-J.3sin6cp-|- •  •  •  . 

Atque  sex  evolutiones  inter  se  diversae,  quas  pro  intervallis  sex,  in  quibus  x 
versari  potest ,  assignavimus ,  suggerebant  totidem  functionis  periodicae  x  =.  X(m) 
indices. 


Antecedentibus  pro  singulis  intervallis  eas  adhibuimus  substitutiones,  qui- 
bus integrale  propositum  in  eandem  semper  formam  abeat 

«/ 0  V(l — :P^sin^cp)(l — 5^sin^cp)(l — r^sin^cp) 
ubi   p^y  (f,  r^   unitate  minores ,  simulque ,  crescente   o?   a  limite  inferiore  inter- 
valli  ad  superiorem,  crescat    cp  a  0  ad  — .      Idem  pro  singulis  intervallis  per 
alteram  quoque  substitutionem  formae  eiusdem 

d-{-e  sin''^  <p 
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praestari  potest,  ita  ut,  variabili   x   a  limite  inferiore  crescente  ad  superiorem, 

simul  (p  a  —  ad   0    decrescat.       Generalius  Cl.  Richelot  in  commentatione, 

quae  mox  lucem  videbit,  demonstravit ,  designante    X   functionem  rationalem 
integram   quamcunque   sexti  ordinis,  quae    in    factores   lineares   reales   resolvi 

possit,  integrale 

/(a-f  ^x)dx 

per  duodecim  substitutiones  reales  formae 

^-j-esin^cp 


in  formam  redigi  posse 


L 


ubi  p^y  (f,  r^  reales,  positivae,  unitate  minores.  Idem  ille  casui  generali  appli- 
cuit,  quo  X  cuiuslibet  1n*^  ordinis  est.  Ad  quem  igitur  casum  etiam  conside- 
rationes  antecedentes  extendere  licuit.  Ceterum  per  innumeras  alias  substitutio- 
nes perveniri  poterat  ad  formam  integralis ,  quae  evolutionem  in  seriem  conver- 
gentem  secundum  cosinus  aut  sinus  multiplorum  eiusdem  anguli  procedentem 
permittit,  qua  unica  hie  opus  est.  Neque  tamen  per  alias  substitutiones  perveniri 
potest  ad  alios  indices ,  nisi  qui  ex  indicibus ,  a  nobis  assignatis ,  componuntur. 

At  ipsi  quoque  indices ,  quos  assignavimus ,  tres  reales  et  tres  imaginarii, 
ita  inter  se  comparati  sunt,  ut  unum  realem  e  duobus  reliquis  realibus,  unum 
imaginarium  e  duobus  reliquis  imaginariis  componere  liceat.  Quod  sequentibus 
€omprobemus. 

Integrale  propositum 


C    {'x-\-^^x)dx 


0  \/X 

determinatum  non  est,  nisi  pro  singulis  intervallis  de  signo  radicalis  conventum 
sit.  lam  cum  pro  proximo  quoque  intervallo  novus  factor  expressionis ,  quae 
sub  radicali  est ,  signum  mutet ,  statuimus ,  inde  multiplicationem  nasci  per  ean- 

dem  semper  quantitatem  V— 1 ,    ita  ut  expressioni      , in  intervallis  assignatis 

resp.  signa  conveniant 


00 
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si  etiam  praefixum  +  V — 1     signis  adnumerare  licet.     His  statutis,  nanciscimur, 
adhibitis  ipsarum  u^ ,  u^  etc.  valoribus  supra  propositis , 

lam  cum  posito  —  loco  x  diio  liniites  coincidant,  coniicio,  fore 

sive 

vel  qiiod  idem  est : 


0  —  -—- 

/{a-\-^x)dx    .     r^""  {a-^^x)dx    /*%'  (a 


-\-  ^x)  dx 


V-x       J±_      V-x         -'i       V-x 

C    {rt.^^x)dx    ,     r^   {o.-\-^x)dx    CY^  {ri-\-^x)dx 

quibus  in  aequationibus  V— -X  et  S/X  resp.  semper  positivae  accipiantur.  Sed 
cum  propter  ambiguitatem  radicalis  S/X.  aliam  formularum  antecedentium  me- 
morabilium  demonstrationem  desideremus,  deducemus  easdem  de  casu  speciali 
theorematis  Abeliani.     Quem  hie  accuratius  exponemus. 

6. 
Consideremus  aequationem  cubicam  sequentem 

f{x)  =  x(l—^A^x){l—ii^x)  —  h(l—x){l—Px)  =  0, 
cuius  radices  tres  spectamus  ut  functiones  ipsius  h.     Sit  rursus 

l>y.2>A2>,x2. 

si  h  est  positiva,  posito 

*'  =  — 00,       0,       1,       ^,       ^,       -~^,     +00, 
functio  f{x)  signis  afficitur: 

— )    — >    +5       +j       — j        — >     +• 
Unde  aequationis  cubicae  radices  tres  sunt  reales ,  una  inter  0  et  1 ,  secunda 
inter  -^  et  -r^,  tertia  inter  -^  et  -]-oo.     Si  A  est  negativa,  pro  iisdem  ipsius 
0?  valoribus  functio  /"(o?)  resp.  afficitur  signis : 
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Unde  hoc  quoque  casu  aequationis  cubicae  tres  radices  reales  sunt,  prima 
negativa,  reliquae  positivae,  et  secunda  quidem  inter  1  et  — ^,  tertia  inter 
-^  et  -^  posita. 


Aequatione  proposita  differentiata ,  facile  prodit: 


dh  1       .  1— x2  .  X2-       "2 


hdx  X        (1 — x)i\ — -i^^x)        (1 — 'K^x){\ — ^^x) 

,2 


V- 


x(l — x)        (1 — y^x){l — X'-^ic)         1 — ii^x 
Haec  formula  docet, 

l)  si  Ä  sit  positiva.    atque   x   aut  inter    0   et  1  ,    aut  inter   -2-  et  -y^ 


2  ? 


aut 


—^  et  +00, 


2)  si    k   sit  negativa,  atque  x  aut  negativa,  aut  inter    1    et  —^,    aut  inter 


i-  et  i- 

,,    et    ^,, 


12    --    ..2 


expressionem  -^   semper  fieri  positivam.     Unde  utroque  casu ,  quo  h  aut  posi- 

tiva  est  aut  negativa ,  aequationis  cubicae  radices  tres  omnes  simul  cum  h  con- 
tinuo  crescunt  vel  decrescunt.     lam 

posito  h  =  — 00,    fiunt  radices  — 00,     1,    -y, 

-  -  h=     0, ö'   ^'-^^ 

-     -    h  =  +00,       -      -      -  ^'      p"'  +°°- 

Unde  si  resp.  vocamus  utroque  casu  a^  h,  c  radices,  quae  magnitudine  se 
excipiunt,  quas  diximus  primam,  secundam,  tertiam,  videmus,  continuo  crescere 
simul : 

/i  ab  0  ad  +  00 ,        a  ab      0      ad  1 ,        Z^  ab  — 1^  ad  ^-^ ,        c  ab  — ^  ad  +  00 , 

1  ,1,1 

^'        c  ab  -^ 
Unde  simul  etiam  continuo  crescunt: 


/i  ab  — 00  ad  0,        a  ab  — 00  ad  0,        &  ab     1    ad  ^y?        c  ab  -ry  ad  ^ 


h  ab  — CO  ad  0,        «ab  — 00  ad  1 ,        &  ab     1    ad  -ty»        c  ab  -^  ad  -|-oo, 
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lam  statuamus,  crescente    h    ab    Jiq    ad    Äj,    simul  crescere    a    ab    üq   ad 
«1,6  ab  60  ^fi  &i,  c  ab  Cq  ad  q.     Posito 

habetur  e  differentiatione  aequationis  propositae: 

f'{x)dx—{\—x){\—y:^x)dh  =  0, 
vel  si  substituitur 

{l—x)(l—k^x)  \Jh  =  \Jx{l—x){l—v.^x){l—k^x){l—ii^x)  =  V/X, 
habetur,  multiplicatione  facta  per  a-|-ß,r: 

\JX  ~     nx).\lh 

Si  in  hac  formula  loco    .r    ponimus  tres  eius  valores    a,  b,  c,    prodeunt 
formulae  tres : 


= — ; 


r^'{a-\-^x)dx   ^    r^'(a±Jb)dh 
Jb,        \/X         ~Jh,     f\h).\lh 
l"'(ri-j-^x)dx   ^    r^'(a-^i^c)dh 

Tarn  cum  e  theoremate  algebraico  notissimo  habeatur : 

ct  +  ßg        a+ß&        a-^^c    ^ 
r(a)     -^    m     ^    /"(c) 

provenit,  tres  formulas  propositas  summando,  si  \h  in  iis  eodem  signo  accipitur, 

r'ia-{-^x)dx,        f^^(a-\-^x)dx    ,   ^    f'^  (a  +  ß^)^^         .. 

factoribus  e,  e,,  £35  q^ii  propter  ambiguitatem  radicalis  adiiciendi  erant,  aut  -\-l 
aut  — 1  designantibus. 

Ad  determinandos  factores   £ ,  £1 ,  £2    observo ,  in  calculum  nostrum  intro- 
ductum  esse  radicale  \/X  in  locum  expressionis 

\/X  =  \lh{l—x){l—X^x), 
II.  6 


42  DE  FUNCTIONIBUS  DUAKUM  VARIABILIUM  QUADRUPLICITER  PEKIODICIS» 

quae  eodem  signo  affecta  est,  si  x  inter  —  oo  et  1    atque  si  sc  inter  ^  et  -f-oo, 

signo  opposito ,  si  x  inter  1   et  ^ ;  sive  pro  prima  et  tertia  radice  a  et  c  eodem, 
pro  secunda  h  opposito  signo  affecta  erit.     Unde  statui  debet : 

Quo  facto  aequatio  nostra  üt: 

+  ^x)dx    ,     f''{a  +  ^x)dx   __    f^'{a-\-^x)dx 


Ja.  \IX         '^Jc.  \IX  ~Jb~ 


\JX  Je,       \JX  Jb,        \/x 

In  qua  formula  tria  radicalia  \/X    eodem  signo  accipi  debent. 
Vidimus,  simul  haberi 

ao  =  0,       h  =  -^;       Co  =  ^, 


et 

^.  1        1.    

1^' 


ai  =  1,       hl  =  -Y2  ;      Ci  =  +00, 


qui  valores  respondent  valoribus 

7*0  =  0 ,        7/ j  =  -|-  00 . 
Quibus  substitutis ,  e  formula  proposita  fiuit : 

f\a-\-^x)dx       r^(oi-{-^x)dx  _    r\^{(x-]-^x)dx 
Jo         \/X       '^J-L        \/X         ~J±  \/T 

Porro  simul  habentur 

7  1  1 

«0    =    — oo,  Öq    =    1,  Cq    =    -j^, 

7  1  1 

«1  =  0,  6i  =  -g-,     ci  =  —^, 

A  JX 

qui  valores  respondent  ipsius  h  valoribus 

K  =  —  °°  ?      Ai  =  0 . 

Unde  e  formula  proposita,  ubi  simul  per  V^— 1   divisionem  facimus,  iluit: 

Q  2_  jL 

j    {a-\-^x)dx        /'(j.a  {a-\-^x)dx  _    A«  (a-\-^x)dx 

J-oo   \J^^      J±     v^rz     ~Ji      v/=x 

Quibus  in  formulis  tria  radicalia   VX   aut  V— X   eodem  signo  accipienda  sunt. 


I 
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Quae  sunt  formulae,  quas  deinonstrandas  proposuimus ,  deductae  e  formula 
generaliori  de  integralibus  indefinitis  proposita. 

In  quaestione  antecedente  siippositum  erat ,  h  ipsam  x  non  continere ; 
theorcma .  a  Cl.  Abel  propositum ,  suppositione  nititur  multo  generaliore ,  h 
esse  quadratum  cuiuslibet  fiinctionis  rationalis  ipsius  x. 

7. 
Antecedentibus  probatum  est,  sex  indiees  a  nobis  inventos 

U\\]      \  .  Uo,-  i(3\/  — 1.  «4.  Ur^^ — 1.  Mß 

revocari  ad  quatuor  ope  formularum 

U\-\-U^    =    Ws-  W2  +  W6    ==    ^4- 

Quos  indiees  statuamus 

1(2.       «e;         «iV— Ij       WöV— 1- 

Neque  generaliter  %  et  Hß  aut  u^sj — 1  et  ^V — 1  revocari  poterunt  ad  eundem 
indicem,  sive  erunt  Wg  et  u^  nev,  non  u^  et  %  inter  se  incommensurabiles.  Unde 
functio  0?  =  X  (w)  habebit  quatuor  indiees ,  qui  ad  minorem  numerum  revocari 
non  possunt,  sive  erit  illa  quadrupliciter  periodica.  Sed  iam  tripliciter  j)eriodi- 
cam  non  dari,  supra  pluribus  demonstratum  est.  Hunc  vero  casum,  quo  duo 
indiees  incommensurabiles  sunt  reales,  duo  incommensurabiles  imaginarii  formae 
UiSj — 1,  u^sj — 1 ,  absurdum  esse,  iam  e  §.  1  constat.  Darentur  enim  ex  iis,  quae 
ibi  diximus,  functionis  o?  =  X(w)  indiees  z/  et  J'sf~\^  ubi  J  et  J'  sunt 
quantitates  reales  minores  quantitate  data  quantumvis  parva.  Unde  functione 
X  [u]  immutata  manente ,  ipsum  u  induere  posset  valores  omnes  reales  aut  ima- 
ginarios,  sive  e  numero  valorum,  quos  ipsum  u  induere  potest  functione  X(m) 
immutata  manente ,  semper  forent ,  qui  a  data  qualibet  quantitate  reali  aut  ima- 
ginaria  minus  differrent  quam  ulla  quantitate  data  quantumvis  parva.  Quod 
absurdum  est. 

In  plures  adhuc  periodos  incideremus,  si  functio  X,  quae  sub  radicali 
invenitur,  ad  altiorem  quam  quintum  aut  sextum  ordinem  ascendit.  Generaliter 
enim,  si  X  est  1n^^     aut  {In  —  1)^^  ordinis,  atque  posito 


J      V/J 


V/x 

ubi   f{x)    est  functio  quaelibet  data  rationalis   integra,   spectatur   x   ut    functio 


44  DE  FUNCTIONIBÜS  DUARUM  VARIABILIUM  QUADRUPLICITER  PERIODICIS. 

ipsius  u,  fiinctio  habebit  In — 2  indices,  qui  ad  minorem  numerum,  nisi  casi- 
bus  specialibus,  revocari  nequeunt;  eorumque  erunt,  si  coefficientes  functionis 
X  sunt  quantitates  reales,  n  —  1   reales,  n  —  1    imaginarii. 

Eodem  enim   modo,  atque   supra,  pro    casu    generali   demonstrantur   se- 
quentia.     Sit 

X  =  x{1—x){1—i^^x){1—^a\x)  . . .  {\—'^^^^_^x), 
ubi 

1-^2^2  ^2  ^2 

l>x  >^.-->X2„_5>X2,^_^; 

aequatio  n^*  ordinis 

■    x{l~%^x){\—^^lx) . .  .  il  —  y-l^^_^x)  =  h(l—x){l—y^^x) . . .  (1— Xgn-s^) 

habet  n  radices  reales ;  quas  si  vocamus  «i ,  «3  ?  •  •  •  ^«  ?  ordine  magnitudinis 
se  insequentes ,  crescente    h    a    —  00    ad  0 ,    ac  deinde  a  0  ad   +  00 ,    crescit 

ai    a  — 00  ad    0,  ac  deinde  a    0    ad    1 , 

a2   a       1    ad  -^,         ac  deinde  a  — s-  ad 


x^  '  "    x^  X?  ' 


ac  generaliter 


ac  postremo 


«m  a  —7: ad  —^ ac  deinde  a  — ;= ad 


2        """*     2  ^^^^^^       ,2 

'^2m-5  ''^2m— 4  '^2»»— 4  ^2»«-3 


a„  a  -2 ad  -^ ac  deinde  a  —^ ad  -\-i 

'''•2M-5  '^2»-4  ^2»t-4 


lam  si  crescente  h  a  h^^^  ad  h'  crescit  a„,  a  a^^  ad  o'„^  erit: 


r  if(x)dx      r^f{x)dx         _^  Tn 


=  0, 


Vx 

designante   f[x)   functionem  quamlibet  rationalem  integram  ordinis   n  —  2.     De 
qua  formula  proveniunt  duae  speciales : 

0 


£ 


f{x)  dx 

V-x 

1                                 1 

ry?f(x)dx         r%lf{x)dx 

j,     V-x+j.     S/-X- 

■A 

1 

„2 
'^2n-5 

f{x)dx 

Vx 

1                                    1 

rAf{x)dx    fAmdx 

J^    Vx     '  j^    ^x    • 

2                                         2 
X                                                X2 

-J,      Vx 

*2»-4 

Quibus  in  formulis   n  radicalia    \/X  aut    V-X    eodem  signo  accipienda  sunt. 
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Eruntque  2n  integralia  dcfinita  apposita  duplicata,  si  in  n  prioribus  loco  \J~X 
scribimus  ^X,  indicos  functionis  ^  =  X(w)^  n  reales  et  n  imaginarii,  qui  per 
aequationcs  duas  antecedentes  ad  n  —  1  reales,  n  —  1  imaginarios  revocantur; 
nee  nisi  casibus  specialibus,  ad  minorem  numerum  revocari  possunt. 

8. 
E  praemissis  concludimiis  : 

»qu€madmodu?n  arcus  circulares  pro  eodem  sinu  innumeros  valores  induunt  inter  se 
aequidistantes y  quemadmodum  eiusdem  numeri  dantur  innumeri  logarithmij  eadem 
quantitate  imaginaria  inter  se  distantes;  quemadmodum  integralia  ellipüca  pro  eodem 
sinu  amplitudinis  numero  valorum  dupliciter  infinito  gaudent,  quippe  quorum  et  partes 
reales  et  partes  imaginariae  simul  innumeros  valores  induunt  inter  se  aequidistantes : 
ita  integralia  Aheliatia  seu  hyperelliptica ,  hoc  est  integralia,  in  quihus  sub  signo  inte- 
grationis  invenitur  radix  quadratica  functionis  altioris  quam  quarti  gradus,  tantam 
multiplicatem  valorum  secum  feru?it,  ut  pro  datis  quihusUhet  Umitihus  valores  omnes 
induant  reales  aut  imaginarios  quoscunque,  seu  ut  e  numero  valorum,  quos  idem  inte- 
grale pro  iisdem  datis  Umitihus  quihusUhet  induere  potest,  semper  sint,  qui  a  dato 
quolihet  valore  reali  aut  imaginario  minus  differant  quam  ulla  quantitate  data  quan- 
tumvis  parva  Ai 

Patet  ex  antecedentibus,  quoties  X  altioris  quam  quarti  gradus  sit,  ipsum  x 
non  spectari  posse  ut  functionem  analyticam  ipsius  u;  neque  igitur  videtur,  me- 
thodos  generales,  quibus  olim  trigonometria  analytica,  et  quibus  nuper  theoria 
functionum  ellipticarum  condita  est ,  transcendentibus  Abelianis  applicari  posse. 
At,  quod  feliciter  evenit  in  hac  quasi  desperatione ,  ratio  singularis,  quam  in 
commentatione  anteriore,  (Diar.  Cr  eil.  Vol.  IX.  pag.  394  sqq.,  huius  vol.  p.  7  sqq.) 
a  longe  aliis  considerationibus  profecti  explicuimus ,  qua  unica ,  nostra  sententia, 
transcendentes  Abelianas  in  analysin  introducere  convenit,  et  hie  difficultates 
amovet,  quae  e  multiplicitate  valorum  integralis  oriuntur.  Rem,  levi  mutatione 
facta,  paucis  repetam. 

9. 

Sit  rursus  X  functio  rationalis  integra  quinti  aut  sexti  ordinis;  statuamus: 
r''{o.^^x)dx         f^  {a.  +  <^x)dx    _ 

Ja    "         SjX  ^Jb  SiX 

Ja  SJX  '^Jb  SJX~         ~  '"'' 
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designantibus  a-,  &^  a,  ß,  a',  ß'  constantes.  Considerari  debent  x,y  ut  radices 
aequationis  quadraticae 

Vx  —U'x  +  U"=  0, 
in  quibus   TJ,  V,  U"  sunt  functiones  ipsarum  u,  u  .     Quoties  datur  u  ut  summa 
plurium  integralium 

C  {p.-\-^x)dx 

simulque  u    ut  summa  totidem  integralium 

f  (a'+  ^'x)dx 

J       V^      ' 

quae  respective  inter  eosdem  limites  sumuntur :  habentur  e  theoremate  Abeliano 
U,  V,  U"  ut  functiones  rationales  horum  limitum  valorumque ,  quos  pro  iisdem 
radicale  \/X  induit.  Quo  igitur  casu  binae  aequationes  transcendentes  ad  alge- 
braicas  revocantur.  Hac  ratione  proponere  convenit  theorema  Abelianum,  si  X 
quinti  aut  sexti    ordinis  est. 

Exemplum  simplicissimum  huius  ampli  theorematis  supra  dedimus.     Se- 
quitur  enim  e  supra  probatis .  si  statuimus : 

X  =  x{l—x)(l—y.^x){l—'k^x){l—\i^x), 
ubi   1  >  x^  >  X^  >  [1^,  propositis  duabus  aequationibus  transcendentibus , 

r''(a^{ix)dx         r^  (a-^^x)dx  _  /"  {a-\-^x)dx 

Jo       \Jx  Ji       ^x       ~~/l       V^      ' 

f''{a.'+^'x)dx        r^  {a-\-'ii'x)dx  ^  r'  {ri'-\-^'x)dx 
Jo  ^X  Jl^         ^X  Ji_         \JX 

determinari  a:,  i/  e  z  \it  radices  aequationis  quadraticae : 

(1— ^)(1— X^^).a;(l— x^a;)(l— H-^a:)— ^(1— x^;g)(l— ti.^^)(l— a;)(l— X'a;)    _ 

—    y 

X  —  Z 

sive 

üx^—U'x-]-U"=  0, 
ubi 

U"=   (1— x2^)(l— fi.2^). 
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Demonstravimus  enim,  alteram  aequationem  transcendentem  locum  habere,  si 
X,  y ,  z  sint  radices  acquationis  ciibicae 

.^.(l_x2^)(l_jj.2<^)  =  h{\—x){\—V'x); 
de  qua  aequatione  eliminata  h  ope  formulae 


(1_^)(1_X2^)      ' 

ac  divisione  facta  per  x  —  z,  obtinemus  duas  reliquas  radices  x,y  iit  radices 
aequationis  quadraticae  propositae.  Et  cum  aequatio  illa  nullo  modo  a  constan- 
tibus  a,  ß  afficiatur,  eaedem  relationcs  algebraicae,  inter  x,  y,  z  propositae, 
satisfaciunt  etiam  alteri  aequationi  transcendenti ,  in  qua  loco  a,  ß  inveniuntur 
constantes  aliae  a',  ß'.  Neque  novi  quid  adderetur,  si  adiungeremus  aequatio- 
nem tertiam  transcendentem,  in  qua  rursus  aliae  constantes  a",  ß"  loco  a,  ß 
positae  inveniuntur.  Nam  ubi  per  relationes  inter  x,  y,  z  stabilitas  satisfactum 
est  duabus  aequationibus  transcendentibus  propositis ,  inde  alia  aequatio 

r'^ (m-\-nx)dx    .    r^  {m-\-nx)dx   C'^  {m-\-nx)dx 

Jo        \/Y        ^-'l       \f^        ~  J±       V"^       ' 
quaecunque  sint  constantes  m,  n^  sua  sponte  fluit. 

10. 
Dedimus  supra  substitutiones  sex  formae 

d-\-e  sin^  cp 

quarum  ope  pro  intervallis  diversis,  in  quibus  x  continetur,  integrale 


f{a-\-^x)dx 


in  eam  formam  redegimus,  quae  evolutionem  in  seriem  convergentem  permittit 
huiusmodi : 

f\('^±lS^  =  6'+^-'-p  +  ^'sin2'^-f-^"sin4(p  +  J."'sia6o4-.... 
Ja  ^X  ^  ' 

Substitutiones  illae  cum  nullo  modo  pendeant  a  constantibus  a ,  ß ,  singulis  ca- 
sibus  per  eandem  substitutionem  etiam  eruitur  pro  aliis  constantibus  a',  ß'  evo- 
lutio  convereens : 


(a'-{-^'x)dx  ^,,  .    2B         ,    -D/   •    o      \    -D"  •    A      I     D'"   •    z?      I 


\/x 
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Pro  dato  alio  valore  y ,  sive  eiusdem  substitutionis  ope  sive  alius, 

pro  intervallo,  in  quo   y   versatur,  adhibendae,  eruantur  evolutiones  sequentes 
convergentes : 

Hinc  posito 

r""  {a-\-^x)dx  C^  {a-\-^x)dx     _ 

Ja  \1X  Jb  \JX  ~  "' 

f'(a'-\-^^)dx         f^  (a'-j-^^)dx     _  ^, 
Ja  \/X  '^Jb  SjX  ' 

videmus  mutato   cp  in  (f-{-mTz,  <\)  in  (J>-|-w'7r,   designantibus  m^  m    numeros  in- 
tegros  positivos  aut  negativos  quoslibet ,  mutari  simiil 

u   m    u-\- 2mA  +  2m' Äi , 

u'  in    u'-\-2mB-\-2m'B\, 

neque  simul  mutari  x,y.  Hie  sunt  A,  A^  e  quantitatibus  sex,  quas  supra  vocavimus 


Ml 


■;      W2,      uz\l—l,      — %,      — WöV/— 1,      we, 


sive  eaedem  sive  diversae ,  atque  B,  B^  sunt  quantitates,  in  quas  A,  A^  abeunt, 

si  loco  a,  ß  ponitur  a',  ß'.     Hinc,  si  sex  quantitates  illae,  ubi  loco   a,  ß   poni- 

tur  a',  ß',  resp.  abeunt  in  lias : 

^'  

sequitur,  designantibus  m,  m ,  m",  m"  numeros  quoslibet  integros,  mutato 
simulque 


,     2mMi     ,  ,        ,  „        /— r   ,  ,„ 

u  in   M+ — =--f  2m  «2  +  2^  WöV— l  +  2w    % 


w'  in  w'-f  — =i-  +  2m' M^  +  2m"«<5 V— 1  +  2m'"M; , 

non  mutari  ,37^  ^.  Indices  2W3V— 1,  2M4  ac  respondentes  2^3^—1,  2 m^  omisimus, 
cum  ad  reliquos  revocentur.  Inventum  igitur  est  theorema  sequens,  de  periodis 
transcendentium  nostrarum  fundamentale : 
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Tlieorema   Fundamentale. 
))Posito 

statuatur : 

2  C  i^±M^    =  i„        2  C  (-+M^  =  ^, 


X2 
.0 


r    (a  +  ^'x)dx  .,  ,  /-^    (g  +  ßV 


considerentur  x,y  ut  fancüones  ipsarum  u^  u', 

X  =  X(UfU')^        y  =  X'  {u,  u' ) ; 
datae  per  aequationes: 


=  h'. 


Ja  \JX  Jb  \/Z 

Ja  SlX  '^Jb  \IX 


x)dx 


erit: 


S/X         'Jb        \/x 

^^'x)dx         r^  (a'-^^'x 

\JX        '^Jb         \Jx 

,,/«*  +  »wii\/— l  +  »w'^2^-«^"^3V^— l+w'"i4A  ^  X'(w  w') 
Vm'-|-  mix  V— 1  +  *w'*2  +  ^"«3  V'— 1  +  »w"'i4  / 
quicunque  sint  m,  m ,  m" ,  m"  numeri  integri positivi  aut  negativi.^< 

Genus  periodicitatis ,  quod  theoremate  antecedente  explicitum  est,  nihil 
habet ,  quod  legibus  functionum  analyticarum  obversetur.  Sane  quidem  numeros 
m,  m'j  m",  m"  ita  semper  determinare  licet,  ut  expressionum 

u  -\-m'i2-{-  m'"  ü  -\-{wiii-{-  m"  iz)  V— 1  j 
u'-\-  m' i'2  +  ni"'il  -f-  (w  i'i  -\-  m"%)  \/ — 1 
alterutra  a  data  quantitate  qualibet 

p  +  q^~\ 
minus  differat  quam  ulla  quantitate    data    quantumvis  parva;  neque  tamen  id 
generaliter  effici  potest,  nisi  simul  iidem  numeri  ultra  omnes  limites  crescunt; 
ita  ut,  altera  expressione  ad  datam  quantitatem  infinite  prope  accedente,  altera 
II.  7 
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simul  infinite  magna  evadat.      Unde  videmus,  in  functionibus  nostris  duarum 
variabilium  quadrupliciter  periodicis 

X  =  X{U;U')j         y  =  h'{u,u') 
tum  demum  alterum  argumentum  fieri  indeterminatum ,  si  alterum  in  infinitum 
abeat.     Quod  nihil  habet  absurdi. 

Videmus  pro  iisdem  ipsarum  Xj  y  valoribus  non  alterum  tantum  argumen- 
tum certa  quadam  constante  mutari  posse.  altero  immutato  manente,  sed  semper 
utrumque  simul  argumentum  mutationem  subire ;  ita  ut  alterius  argumenti  indice 
alterius  index  prorsus  determinatus  sit.  Quae  est  istius  periodicitatis  proprietas 
characteristica,  sine  qua  non  locum  habere  possit. 

11. 

E  theoremate  Abeliano  constat ,  positis 

X  =  k{u,u')  y  =  'k'{jh,u'), 

functiones 

Xn  =  K{nu,nu'),        yu  =  K'{nu,nii') 

datas  esse  ut  radices  aequationis  quadraticae 

ü,,x^—u:,x^u::=  o. 

in  qua  ü,,,  U,[,  U^,'  sunt  functiones  ipsarum  öc,i/,  SiX,  V  5^  i^ationales,  'si  F  ipsius 
y  eadem  functio  atque  X  ipsius  <r.  Unde  etiam  patet ,  vice  versa  oe,y  ^  x^,  y„ 
per  resolutionem  aequationum  algebraicarum  obtineri.  Quarum  ordinem  e  theo- 
remate fundamentali  iam  coniicis  fore  w/*.  Quod  pro  n=  1  e  theoremate 
Abeliano  facile  probas;  atque  idem  adeo  theorema  facile  suggerit  resolutionem 
aequationis  16^^  gradus,  quae  in  bisectione  requiritur,  per  solas  extractiones 
radicum  quadraticarum.     Quod  alia  occasione  persequemur. 

Si  vero  dantur  transformationes .  ex  eodem  theoremate  facile  coniicis,  per- 
veniri  ad  multiplicationem  per  quatuor  transformationes  n*''  ordinis,  alias  post 
alias  applicatas;  unde  resolutio  aequationis  n}*^  gradus,  quae  in  divisionein  n 
partes  requiritur,  ad  quatuor  aequationes  n*''  gradus  revocatur,  si  divisionem 
indicum  notam  supponis.  Hanc  vero ,  etiam  facile  coniicis .  si  n  sit  numerus 
primus,  pendere  ab  aequatione  {\-\-n-\-n^-\-n^)^^  gradus  generaliter  irresolubili 

et  alia  (— ö"/    gradus,    quae,   illius   radicibus  ut  notis  suppositis,    solutionem 
permittit.     Atque  erit  etiam,  si  n  primus,   \-\-n-\-n^-{-n^  numerus  transforma- 
tionum  eiusdem  n^^  ordinis,  e  quo  numero  erunt  2(w  +  l)  reales. 
Scr.  14.  Febr.  1834. 
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DE  USU  THEORIAE  INTEGRALIUM  ELLIPTICORUM  ET  INTEGRALIUM 
ABELIANORUM  IN  ANALYSI  DIOPHANTEA. 


lUustris  Acadcmia  Petropolitana  ante  hos  quatuor  annos  commentationes 
posthumas  VV.  CIL  Euler,  Schubert,  Fufs,  quae  nondum  lucem  viderant, 
in  unum  volumen  coUegit  —  nam  quadragesimo  anno  post  Euleri  mortem  eius 
adhuc  quatuordecim  commentationes  publicandae  restabant.  In  quo  volumine 
pluribus  commentationibus  Euler us  tractat  problema  et  quasi  ad  perfectionem 
ducit,  quod  diversis  temporibus  varia  eius  tentamina  provocaverat ,  videlicet 

odato   numero  rationali   oc,    qui  expressionem   ^a-\-hx-{-cx^-\-da^-\-ex^    et 
ipsam  rationalem  reddit,  alios  eiusmodi   innumeros  valores    ipsius    x   de- 
tegendi.« 
In  quibus  commentationibus  non  adnotawt  vir  —  quod  bene  est  supplere  — 
analysin  solutionis  ab  eo  traditae  aliam  non  esse  nisi  multiplicationis  integralium 
ellipticorum  —  quamquam  utriusque  analysis  autorem  consensum  illum  memora- 
bilem  non  fugisse,  probabile  est. 
Statuamus 

f{x)  =  a-\-bx-{-cx^-\-dx^-\-ex^, 


n{x)  =  / 


dx 


docet  E  u  1  e  r  i  a  n  u  m  theorema  de  additione  integralium  ellipticorum , 
I.  »proposita  aequatione  transcendenti 

n{^)  =  n{x)^n{y), 

simul  et  ipsum  z  eti\i's,uvii  \J f  [z)  rationaliter  e^hiheri^eY  Xjy,  Slf[x),  V'/'(j/).« 
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Unde  sequitur  theorema : 
II.   »proposita  aequationc 

n{y)  =  nn{x), 
ubi   n    numerus  integer,   simul  et  ipsuni   y    et  ipsum    V/'(j/)    pei'   ^y  ^f{^) 


rationaliter  exhiberi 


1,« 


vel  generalius 
III.  »proposita  aequationc 

JJ{x)  =  mi/7(^i)-f-w«2//(%) \-mJl{x,), 

ubi    ?«i ,   w?2 .....  m,,     sunt   numeri  integri  quilibet  positiv  i   vel  negativi, 

simul   et   ipsum    x    et  radicale     ^f(oo)    per    x^.    occ,-   •  .  ■•  3C.„    et    radicalia 

^f[oc^i  r  \lf(^2)  5  •  •  •  5  V/W  rationaliter  exprimi.«' 

Patet  iam  e  theoremate  IL.  si  pro  dato  ipsius  x  uno  valore  rationali  etiani 

\lf{x)    rationale  fiat.  inde  per  analysin  multiplicationis  integraliüm  ellipticorum 

innumeros  alios  valores  rationales  y  deduci  posse ,  qui  et  ipsum  ^f[y)    rationale 

reddant.     Valores  enim  omnes  y ,  qui  aequationi 

n{y)  =  nn{x) 

satisfaciunt ,  in  qua  x  datum  valorem  designat,  et  n  numerum  quemlibet  in- 
tegrum, e  theoremate  assignato  proposito  satisfaciunt.  Ac  reapse  Euleri  ana- 
lysis,  qua  utitur  in  volumine  citato  Memoires  posthumes  de  L.  Euler,  F.  T. 
Schubert  et  X.  Fufs  ci-devant  membres  de  l'academie  imperiale  des  sciences 
de  St.  Petersbourg)  ad  solvendum  problema  Uiophanteum,  prorsus  eadem  est 
atque  ea,  quam  in  Institutionibus  Calculi  Integralis  aliisque  locis  ad  aequationem 
transcendentem 

rf(y)  =  nn{x) 

algebraice  solvendam  proposuit. 

Patet  porro  e  theoremate  III. .  datis  duobus  valoribus  rationalibus  x^.  0^2, 
pro  quibus  etiam  Slf{x^)  •  Slf[oo^  rationalia  haut ,  si  neuter  modo  antecedentibus 
exposito  ex  altero  derivari  potest.  praeter  valores  novos  per  methodum  ante- 
cedentem  ex  iis  deductos  innumeros  alios  Xj  qui  proposito  satisfaciant ,  dari  per 
aequationem 

n{x)  =  min{xi)-\-m2/I(x2), 
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in  quibus  m^,  ^3   iiumeros  quoslibet  integros  positivus  vel  negativos  designant; 
et  ita  porro  pro  uovis  valoribus  e  tribus,  quatuor,  etc.  datis  derivandis. 

Exceptionum  casus  proveniunt,  si  pro  dato  valore  a  üt  H{a)  pars  aliqiiota 
indicis;  siquidem  ea,  quae  in  commentationibus  nostris  de  indicibus  functionum 
ellipticanini  ])roposuinius ,  ad  formam  generaliorem  integralis  //(<a?) ,  qualcm  hie 
consideramus ,  extendis. 

Si  vero  quaeris ,  quaenani  e  theoremate  A  b  e  1  i  a  n  o ,  mira  illa  theorematis 
Euleriani  amplilicatione ,  in  artem  Diophanteam  incrementa  redundent,  facile 
e  theoremate  illo  rite  examinato  hanc  deducis  propositionem : 

»designante  fioö)  functionem  ipsius  sc  rationalem  integram  quinti  aut  sexti 
.  ordinis,  si  datur  iinus  valor  ipsius  x  rationalis,  pro  quo  etiam  Slf[x) 
rationale  üat,  dantur  innumeri  ipsius  x  valores  formae  a-\-h\]c^  in  qua 
a,  h,  c  quantitates  rationales,  pro  quibus  etiam  \lf{cc)  eandem  formam  induit 
a'-\-b'slc,  ubi  rursus  a,  h'  rationales;« 
ac  generaliorem : 

»designante   f{oc)    functionem  ipsius    x   rationalem  integram    (•2y^-|-l)*^   aut 
(p.n-\-'l)^^   ordinis,  si  datur  valor  ipsius  x  rationalis,  pro  quo  etiam    \//'(a?) 
rationale  fiat,    dantur   innumerae  aequationes    n*^    gradus,  quarum  coeffi- 
cientes   numeri  rationales   sunt,   ita  comparatae,    ut   designante   x   earum 
radicem  quamlibet,  radicale  Slf[x)   per  ipsam  radicem  x   et  numeros  ratio- 
nales rationaliter  exhiberi  queat.« 
Multo  vero  generaliora  adhuc,  si  loco    ^f{x)    radicem  ullius  aequationis 
algebraicae  consideras,  quarum  coefficientes  sunt  dati  numeri  rationales,  e  theo- 
rematis Abelianis  petere  licet,  quae  de  integralibus  functionum  algebraicarum 
quarumcunque  proposita  sunt. 

Nee  non  monere  iuvat,  cum  ex  antecedentibus  E  u  1  e  r  i  de  dicto  problemate 
Diophantea  scripta  etiam  ad  analysin  functionum  ellipticarum  pertineant,  calculi 
integralis  amatores  ea  non  sine  fructu  perlegere. 
Regiom.   20   üec.  1834. 


NOTE  VON  DER 

GEODÄTISCHEN  LINIE  AUF  EINEM  ELLIPSOID 


UND  DEN 


VEESCHIEDENEN  ANWENDUNGEN  EINER  MEEKWÜEDIGEN 
ANALYTISCHEN  SUBSTITUTION. 


VON 


C.  G.  J.  JACOBI, 

PROFESSOR    ORDIN.    Zu    KÖNIGSBERG   IN    PR. 


Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  19.  p.  309  —  313. 


II. 


NOTE  VON  DER  GEODÄTISCHEN  LINIE  AUF  EINEM  ELLIPSOID 
UND  DEN  VERSCHIEDENEN  ANWENDUNGEN  EINER  MERKWÜRDIGEN 

ANALYTISCHEN  SUBSTITUTION. 

(Gelesen  in  der  Königl.   Akademie  der  Wissenschaften  zu   Berlin  am  18.   April   1839.) 


Da  die  Erdoberüäche  nicht  die  Eorm  einer  Umdrehungsfläche  besitzt ,  so 
hat  man  öfter  versucht ,  den  an  einem  Punkte  derselben  ausgeführten  Trianguli- 
rungen  ein  osculirendes  Ellipsoid  mit  drei  ungleichen  Hauptaxen  anzuschliefsen. 
Dies  erhöht  das  Interesse  der  Aufgabe ,  die  geodätische  Linie  auf  einem  solchen 
Ellipsoid  zu  suchen ,  eine  Aufgabe ,  die  von  den  gröfsten  analytischen  Schwie- 
rigkeiten umringt  zu  sein  scheint.  In  der  That  erscheint  die  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung,  von  welcher  das  Problem  abhängt,  wenn  man  die  ge- 
wöhnlich üblichen  Variabein  wählt,  in  einer  so  complicirten  Form ,  dass  man 
leicht  von  jeder  Behandlung  derselben  abgeschreckt  wird.  Nach  mehreren  ver- 
geblichen Versuchen  ist  es  mir  jedoch  durch  Anwendung  besonderer  Hülfsmittel 
gelungen ,  diese  Gleichung  vollständig  zu  integriren ,  d.  h.  auf  Quadraturen  zu- 
rückzuführen,  wie  ich  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  unter  dem 
28.  December  des  vorigen  Jahres  mitgetheilt  habe.  Ich  will  jetzt  die  Form  des 
Resultats  näher  auseinander  setzen.     Es  sei  die  Gleichung  des  EUipsoids 

*>  9  V 

a  '^  h  ^  c 

und  a  die  kleinste,  h  die  mittlere,  c  die  gröfste  der  drei  Constanten  a,  h,  c. 
Da  man  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  einer  gegebenen  Oberfläche  durch 
zwei  Gröfsen  ausdrücken  kann,  so  wähle  ich  hierzu  die  Winkel  cp  und  ^, 
welche  die  Coordinaten  durch  die  folgenden  Formeln  bestimmen: 
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X  =  y ——-sin  zi\Jb  COS'' '\)-\-csm''^ — a, 

y  =   \jb  cos  9  sin  <}i , 

s  =  y cos'j'V'c  —  acos^cp  —  6sin^cp. 

Die  geodätische  Linie  auf  dem  gegebenen  Ellipsoid  wird  dann  durch  folgende 
Gleichung  zwischen  den  beiden  Winkeln  cp  und  cj;  bestimmt: 


^=/ 


\ja  cos^  9  +  ft  sin^  cp  d<^ 


\]c  —  a  cos^  9  —  h  sin^  cp  \/(6  —  a)  cos^  9  —  ß 

\/6  cos*  •{'  +  c  sin^  'j;  —  a  \/(c  —  &)  sin^  'j'  +  ß 

Die  Form  dieser  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  sehr  einfach.  Eine  Function 
des  Winkels  cp  wird  einer  Function  des  AVinkels  ^  gleich;  die  Functionen 
selbst  sind  Ab e Ische  Integrale  und  zwar  von  der  Form,  welche  zunächst  auf 
die  elliptischen  folgt.  ^  Die  beiden  Ab  eischen  Integrale  sind,  wenn  sie  auch 
hier  in  der  trigonometrischen  Form  verschieden  scheinen,  doch  im  Wesen  die- 
selben, so  dass  man  beide  durch  einfache  Substitutionen  in  Integrale  von  der- 
selben Form  verwandeln  kann,  in  denen  die  Werthe,  welche  die  Variable  an- 
zunehmen hat,  sich  nur  in  verschiedenen  Intervallen  bewegen.  Die  Gröfsen  a 
und  p  sind  die  beiden  willkürlichen  Constanten,  welche  das  vollständige  In- 
tegral der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  enthalten  muss.  Die  Constante 
a  wird  gleich  Null,  wenn  man  die  Integrale  von  denjenigen  Werthen  von  9 
und  ^  beginnen  läfst,  welche  dem  Punkte  des  Ellipsoids  entsprechen,  von  dem 
aus  man  die  geodätische  Linie  zieht.  Die  andre  willkürliche  Constante  ß 
kommt  nur  in  einem  der  drei  unter  dem  Integralzeichen  als  Factoren  befindli- 
chen Radicalen  vor;  sie  wird  auf  algebraischem  Wege  durch  die  anfängliche 
Richtung  bestimmt,  die  man  der  geodätischen  Linie  giebt.  Man  erhält  ganz 
ähnliche  Ausdrücke  für  die  Rectification  der  geodätischen  Linie.  Für  das 
Umdrehungs- Ellipsoid  verwandelt  sich  das  eine  der  beiden  Ab  eischen  Inte- 
grale in  einen  Kreisbogen,  das  andre  in  ein  elliptisches  Integral  der  dritten 
Gattung,  wodurch  man  die  für  das  Umdrehungs -Ellipsoid  bekannte  Gleichung 
der  geodätischen  Linie  erhält. 
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Die  hier  angewandte  Art,  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  eines  Ellip- 
soids  durch  zwei  Winkel  cp  und  ({;  auszudrücken ,  ist  dieselbe ,  auf  welche  man 
geführt  wird,  wenn  man  den  Punkt  des  Ellipsoids  als  Intersection  der  beiden 
Krümmungslinien  bestimmt ,  auf  welchen  er  liegt ,  oder ,  was  nach  der  schönen 
Bemerkung  von  Charles  Dupin  dasselbe  ist,  wenn  man  ihn  als  Intersection 
des  Ellipsoids  mit  den  beiden  durch  ihn  gehenden  Hyperboloiden  betrachtet, 
deren  Hauptschnitte  mit  denen  des  Ellipsoids  die  Brennpunkte  gemein  haben. 
Legendre  hat  zuerst  die  hierauf  bezüglichen  von  Monge  gegebenen  Formeln 
als  analytisches  Instrument  benutzt,  um  den  Inhalt  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
auf  die  Länge  von  Ellipsenbogen  zurückzuführen ,  wie  einst  Archimedes  den 
Inhalt  der  Kugel  -  Oberfläche  auf  die  Länge  der  Kreisperipherie  zurückgeführt 
hat*).  Früher  benutzte  schon  Euler  ähnliche,  aber  auf  die  Ebene  beschränkte 
Formeln  in  seiner  berühmten  Bestimmung  der  Bewegung  eines  nach  zwei  festen 
Centren  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  angezogenen  Punktes.  Denn  die  von 
ihm  gewählten  Variabein  kommen  nach  einer  Bemerkung  Legendres  darauf 
hina,us ,  den  angezogenen  Punkt  als  Durchschnitt  der  durch  ihn  gehenden  Ellipse 
und  Hyperbel  zu  bestimmen,  welche  die  beiden  Anziehungscentra  zu  gemein- 
schaftlichen Brennpunkten  haben. 

Man  kann  eine  andre  merkwürdige  Anwendung  der  oben  angegebenen 
Art,  die  Coordinaten  des  Punktes  eines  Ellipsoids  auszudrücken,  auf  die  Auf- 
gabe machen ,  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  so  auf  einer  Karte  abzubilden ,  dass 
die  unendlich  kleinen  Theile  ähnlich  bleiben.  In  dieser  Art  hat  Lambert  in 
seinen  Beiträgen  das  Problem  der  Kartenprojection  aufgefafst,  und  Lagrange 
hat  in  den  Schriften  dieser  Akademie  die  allgemeine  Lösung  für  alle  Rotations- 
flächen gegeben,  welche  Gauss  in  einer  von  der  Kopenhagener  Akademie 
gekrönten  und  in  S  c  h  u  m  a  c  h  e  r  s  astronomischen  Abhandlungen  abgedruckten 
Preisschrift  auf  alle  Flächen  ausgedehnt  hat.  Drückt  man  das  Element  einer 
auf  der  Fläche  gezeichneten  Curve  durch 

SlAdt^  -f  2Bdtdu-\-  Cdu^ 


*)  Ich  habe  im  achten  Bande  des  Cr  elleschen  Journals  gezeigt,  dass  man  zu  den  von  Legendre 
gefundenen  Resultaten  auch  auf  sehr  einfachem  und  elementarem  Wege  gelangen  kann ,  wenn  man  die 
Coordinaten  des  Punktes  eines  Ellipsoids  durch  die  beiden  Winkel  ausdrückt,  welche  die  Kichtung  der 
an  ihm  errichteten  Normale  bestimmen.  Eine  andre  hierzu  führende,  eben  so  neue  als  elegante  und 
umfassende  Methode  hat  neuerdings  Dirichlet  in  einer  in  der  Akademie  gelesenen  Abhandlung  angegeben. 
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aus,  WO  t  und  u  die  beiden  Variabein  sind,  durch  welche  man  einen  Punkt 
der  gegebenen  Fläche  bestimmt ,  so  hat  man  den  quadratischen  Ausdruck 

Ädt^  +  2Bdtdu-\-Cclu^ 
in  zwei  Factoren, 

Pdt-\-{Q-{-\/R)du    und    Pdt^{Q  —  \jE)du, 

zu  zerfallen.  Die  Lösung  des  Problems  hängt  dann  nach  der  \on  Gauss  gege- 
benen Theorie  von  der  Integration  der  Gleichung 

0  =  Pdt-\-{Q-\-sjR)du 

ab ,  in  welcher  P,  Q,  R  gegebene  Functionen  von  t  und  ?/  sind.  Für  Rota- 
tionsflächen läfst  sich  diese  Gleichung  immer  integriren,  und  man  kommt  dann 
auf  die  von  Lagrange  gegebenen  Formeln.  Ich  bemerke  noch,  was  man 
leicht  sieht,  dass  dasselbe  allgemein  für  conische  und  cylindrische  Flächen 
der  Fall  ist.  Wenn  man  daher  auch  alle  speciellen  Flächen  zweiter  Ordnung 
leicht  behandelt,  so  bietet  doch  die  Aufgabe  für  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  bei  der  gewöhnlichen  Wahl  der  Variabein  unübersteigliche  Hinder- 
nisse wegen  der  ungemein  complicirten  Form  der  zu  integrirenden  Differential- 
gleichung. Nimmt  man  aber  den  Ausdruck  des  Elements  einer  auf  einem 
Ellipsoid  befindlichen  Curve,  welchen  ich  im  achten  Bande  des  Crelleschen 
Journals  gegeben  habe ,  so  finden  sich  in  der  Differentialgleichung  die  Variabein 
von  selbst  separirt,  und  die  Aufgabe  ist  auf  blofse  Quadraturen  zurückgeführt, 
und  zwar  auch  hier  auf  Abelsche  Transcendenten. 

Man  kann  leicht  die  in  den  eben  angedeuteten  Problemen  auf  drei  Variable 
bezüglichen  Formeln  auf  jede  Zahl  von  Variabein  ausdehnen,  und  bekommt 
dann  merkwürdige  Amplificationen  wichtiger  Theoreme.  Auf  diese  Weise 
habe  ich  die  berühmte  von  Legendre  entdeckte  Relation  zwischen  den  voll- 
ständigen Integralen  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zweier  elliptischer  Inte- 
grale, deren  Moduln  Complemente  zu  einander  sind,  auf  alle  Ab  eischen 
Integrale  ausgedehnt.  Aber  dieselbe  Substitution  hat  mich  auf  das  Abelsche 
Theorem  selbst  geführt,  auf  einem  Wege  und  durch  Betrachtungen,  welche 
von  dem  von  Abel  eingeschlagenen  gänzlich  verschieden  sind ,  und  welche  von 
einem  mechanischen  Problem  ausgehen.  Die  von  Euler  gegebenen  Formeln 
für  die  Bahn  eines  von  zwei    festen  Centren    angezogenen   Punktes   enthalten 
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elliptische  Transcendenten.  Ist  die  eine  Masse  oder  beide  Null,  so  ist  die  Bahn 
eine  Ellipse  oder  gerade  Linie ,  also  ihre  Gleichung-  algebraisch.  Aber  durch 
das  Verschwinden  einer  oder  beider  Massen  liören  die  elliptischen  Integrale 
nicht  auf  elliptische  Integrale  zu  sein,  so  dass  man  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  oder  selbst  die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  durch  eine 
Gleichung  zwischen  elliptischen  Integralen  erhält.  Diese  Form  ist  nicht  ohne 
Interesse ;  denn  wir  haben  hier  für  die  elliptische  Bewegung  Formeln ,  die  nur 
eine  geringe  Änderung  erleiden,  wenn  noch  ein  zweites  anziehendes  Centrum 
hinzukommt.  Aber  abgesehen  hiervon,  sind  zwei  Methoden  gegeben,  das- 
selbe Problem  zu  behandeln ,  von  denen  die  eine  die  Lösung  in  transcendenter, 
die  andere  in  algebraischer  Form  darstellt,  oder  es  ist  eine  neue  Methode  ge- 
geben, das  Fundamentaltheorem  über  die  Addition  der  elliptischen  Integrale 
aufzufinden.  In  seiner  Behandlung  des  mechanischen  Problems  in  den  älteren 
Schriften  dieser  Akademie  hat  Euler  das  früher  von  ihm  gefundene  Funda- 
mentaltheorem nur  zur  Verificirung  der  für  die  speciellen  Fälle  gefundenen 
Formeln  benutzt.  Mir  schien  es  von  Wichtigkeit,  die  beiden  Methoden  mit 
einander  in  Verbindung  zu  setzen ,  welche  die  transcendente  und  die  algebraische 
Form  ergeben ,  um  so  direct  von  der  einen  auf  die  andre  zu  kommen.  Indem 
ich  die  für  zwei  Variable  angewandten  Formeln  auf  jede  Zahl  von  Variabein 
ausdehnte ,  was ,  wie  ich  bemerkt ,  mit  Leichtigkeit  geschieht ,  erhielt  ich  das 
Abel  sehe  Theorem,  und  zwar  in  einer  neuen,  merkwürdigen  und  fertigen 
Form.  Zugleich  ergab  sich  ein  einfacher  Weg ,  von  dem  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen,  wie  ich  dasselbe  früher  in  einer  Abhandlung  im  Cr  elle- 
schen Journal  über  die  Ab  eischen  Transcendenten  aufgestellt  habe,  durch  An- 
wendung passender  Multiplicationen  direct  zu  den  algebraischen  Integralen  zu 
gelangen,  was  mir  früher  wegen  der  grofsen  Complication  des  Gegenstandes 
wohl  wünschenswerth ,  aber  schwer  zu  erreichen  schien. 

Einer  der  tiefsinnigsten  Mathematiker ,  Herr  Lame,  Correspondent  die- 
ser Akademie ,  hat  neuerdings  die  hier  erwähnten  Substitutionen  auf  schwierige 
physikalische  Probleme  angewendet. 

18.  April    1839. 
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1. 
Proponantur  inter  n  variabiles    Xj,  Xg, 
tiones  difFerentiales  primi  ordinis : 


.  X„   atque  variabilem    t   aequa- 


(1) 


4- 
+ 


dK 


\lf{K) 


=  0, 


A,j  d  Ajj 

V/W 


-  =  0, 


V/W 


""-'dh 


+ 


X2   «X2 
V/W 

iX2'"^<?X2 


+  •••  + 


in — 2 


ttA^ 


VA^«) 
X»   ^x„ 


=  0, 

•      • 

=  0, 

=  dt, 


\  Slfih)    '    yjfih)    '         '    V/"(x.) 
designante  /(X)  functionem  quantitatis  X  ordinis  (2w  — 1)*\     Ponendo 

Njc  =  (A,  — XO(X,  — X2) . . .  (h  —  Xn), 
ubi  factor  evanescens    (X^  —  X^)    omittendus  est,    ex  aequationibus  (1.)  sequun- 
tur  hae : 

V/Üö  dh   _    V/W.  dK  _    V/W 

N2     '"'  dt 


(2-)  ^  = 


<ZXi 


Substituendo  enim  (2.)  aequationibus  (1.)  satisfieri  per  formulas  notas  algebraicas 
constat.  Formularum  (1 .)  sponte  habentur  integralia  transcendentia ;  earundem 
ut  inveniantur  integralia  algebraica,  antemittam  lemma  e  theoria  fractionum 
simplicium  petitum. 

2. 

Dedit  olim  ill.  Lagrange  in  Actis  Acad.  Berol.  a.  1792  huiusmodi  for- 
mulas pro  discerptione  fractionis  in  simplices,  quae  mutationem  non  subeant,  si 
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plures  denominatoris  factores  inter  se  aequales  exsistunt.  Quas  formulas  cum 
ill.  autor  sine  demonstratione  proposuisset ,  addita  demonstratione  tractavi  in 
commentatione    »Disquisitiones  anali/ticae  de  fractionibus  simplicibusu    (Berol.  1825 

ap.  Herbig).     Revocavi  eo  loco  propositionem  Lagrangianam  ad  hanc : 

^  (x) 
Fractione     ^       y  cuius  denominator  <p(a?)  factorem  x  —  a  continet,  in  fractiones 

simplices  resoluta,  eam  fractionum  simplicium  partem,  quae  ex  illo  factore  ortum 

ducit,  quotiescunque  eum  contineat  denominator  <^{x),   aequari  coefficienti  termini 

-T-  *w  evolutione  expressionis 

'■^(a.-{-h)(x  —  a  —  h) 

secundum  ascendentes  quantitatis  h  potestates  facta. 
Demonstrationem    simplicem    huius    propositionis   videas   in   comm.  cit.  §.  10. 
Eandem  propositionem  etiam  sie  exhibui  (1.  c.  §.  7)  : 

Si  summa  factoris  x  —  a  potestas,  per  quam  denominator  cp(a?)  dividi  potest,  est 

[x  —  a)"*  atque  ponitur 

(p(a;)  ix  —  af' 

aggregatum  fractionum   simplicium,    quarum   denominatores   fiunt  eius  factoris 
potestates j  aequatur  quantitati 

,m-i     na 


ö" 


X  —  a 


1.2...(m— 1)  öa»«-! 

Sit  <|>(X)  functio  ipsius  X  integra  rationalis  ac  proponatur  fractio 

m 

[(X-X,)(X-X2)...(X-A„)]'»' 
in  fractiones  simplices  resolvenda.      Secundum  propositionem  antecedentem  fit 
aggregatum  fractionum  simplicium  e  factore  X  —  X^  provenientium 


1.2...(m— 1)  öX; 


m — 1 

k 


Unde  totum  systema  fractionum  simplicium ,  in  quas  fractio  proposita  resolvitur, 
aequatur  aggregato 

i_ V  ivr  'x-xj 

1.2. ..(m~i)  ^  e}:r' 
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summatione  extensa  ad  indicis   k   valores    1,  2,  .  .  .  n.      Facta  evolutione  secun- 
dum  potestates  ipsius  X  descendentes ,  obtinemiis  hanc  propositionem : 

Evoluta    fractione      -p,^ — r-^y^ — V^^ — tt — r-c^r-     secundum    potestates    quan- 
titatis    X     descendentes y     coefßcientem    termini     ^  aequari  quantitati 

,_i    X^~  "^(h) 


d" 


m 


1.2...{m-l)  ^  öXr' 

Haec  propositio  valet  etiam ,  si  numeratoris  ^  {cc)  gradus  gradum  denominatoris 
superat ;  eo  enim  casu  fractionibus  simplicibus  accedit  functio  integra  rationalis 
qui  est  divisionis  quotiens;    e  functionis   integrae  rationalis  evolutione   autem 

potestates  negativae  -r^  provenire  nequeunt ,  unde  formula  antecedens  non  mu- 
tatur.  Si  denominatoris  gradus  numeratoris  gradum  superat  i  unitatibus,  evo- 
lutio  proposita  terminis  — ,  T2  ?  •  •  •  -wzr  ^^^^^-     Eo  igitur  casu  quantitates 


pro  ipsius  p  valoribus   1,  2,  . ..  i — 1   evanescunt.     Ad  sequentia  tantum  egemus 
formula ,  in  qua   i  =  2,p=l,  m  =  2.     Quam  suppeditat  sequens 

Lemma. 
Sit  ^(X)  functio  quantitatis  X  integra  rationalis  (2w — 2)*^*  gradus,  erit 

Hoc  lemmate  comprobato  ad  propositum  redeo. 

3. 
Sit  m  —  X  factor  functionis  /"(X)  quicunque,  unde,  posito 

^  =  m, 

m  —  A 
fit  ([^(X)  functio  rationalis  integra  (2w — 2)*^  gradus.     Sit  brevitatis  causa 
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erit  secundum  formulas  (2.)  §.  1 

\Jm—h  -^^ 

Unde,  rursus  diiFerentiando  et  substituendo  valores  quantitatum   Xj ,  Xg  etc.  e 
petitos.  obtinetur: 


summationis  signo  pertinente  ad  indicis  superscripti  valores  1,  2,  ...  n  omnes 
praeter  i  =■  k.     Fit  autem 

dh        ■     iVfc       ""  ^       aXj       '  ÖA,-  h—K    Nk 

Unde  e  (1.)  fit,  advocato  lemmate  demonstrato , 

^* 

Summa  duplex  in  formula  praecedente  pertinet  ad  omnes  valores  1,  2, ...  w,  quos 
uterque  index  i  et  A:  induere  potest,  exclusis  valoribus  aequalibus  i  =  k.  Si 
quantitati  sub  signo  duplici  summationis  collocatae  additur  altera  e  commutatione 
indicum  i  et  Ä:  proveniens ,  summatio  tantum  extendi  debet  ad  combinationes  di- 
versas  indicum  1,  2, ...  w^  ita  ut  e  positionibus  i  =  a,  A:  =  ß  et  i  =  ^,  k  =  a, 
altera  tantum  eligenda  sit.     Quod  si  de  summa  duplici  statuimus  atque  observa- 

mus.  fieri  ^^~~ .*  +  T~/  =  ^ »  expressio  antecedens  in  hanc  abit: 

ä   '^ 


^  iF     ^1      j ^2 I I ^ Y 

^Um— AJ*  "^  {m—\y  "^       '^{m—Ky\ 
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Pit  autem 

d 


SJm  —  Xi  dt 
Unde  aequatio  (2.)  in  hanc  abit: 

—( ^i I ^11 I I    '^»     ^ 

\m — Xi         m— Xa  ^  ^~K  / 

Ponatur 

(4.)  y  =  #M-Xi)(m-X2)...(/w-X„); 

si  insuper  fit  w  =  logy,  erit! 

dt^  ~  ^\\dt)'^  dt  y 

Fit  autem 

Y     ^^        1        ^^        I  I        '»      Y 

■^V>«  — Xi    ^  m— X2  ^   m  —  K  J 

linde  aequatio  (3.),  per  2  divisa,  in  hanc  abit: 

sive 

(5.)  -^-ö- 

Qua  formula  integrata  et  substitutis  valoribus ,  XJt  =     )^     ,  obtinetur  e  (4 .)  : 

(6.)      _2§  =  ,(,Ä^  +  ^-Ä-  +  ...+      ^m_)  =  Const 

Haec  formula  constitiiit  integrale  algebraicum  aequationum  difFerentialium  pro- 
positarum,  ex  eoque  obtinentur  2n  —  1  integralia  algebraica  pro  singulis  functio- 
nis  /"(X)  factoribus  linearibus  m  —  X.    Sufficit  autem  numerus  n  —  1   ad  relationes 
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algebraicas  inter  n  variabiles  X^,  Xg, . . .  X„  condendas.    Non  immorabor  hie  formulae 

Tonst   -  y  (     ^^^       -J-  _JS5L_  .  4.      VÄ>Ö      ^ 

e  theoremate  Abeliano  deducendae.  Quas  res  apud  cl.  Richelot  videas  in 
egregia  commentatione,  qua  Lagrangianam  integrationis  methodum  pro  w  =  2 
exhibitam  amplificatum  it  eiusque  methodi  adiumento  duo  integralia  algebraica 
pro  ipsius  n  valore  quocunque,  immo  pro  forma  functionis  /"(X)  generaliore  eruit. 
Et  forte  methodum  quoque  antecedentibus  a  me  usurpatam,  qua  cuncta  integralia 
algebraica  obtinentur,  pro  amplificatione  methodi  Lagrangianae  habere  placet. 
Si  ipsi  /"(X)  formam  tribuis  functionis  rationalis  integrae  2w*^  ordinis,  per 

substitutionem  obviam    X  =  — ^ — ;   problema  ad  eum  casum  revocas,  quo  /"(X) 

tan  tum  (2w  —  l)*^  ordinis  est.    lUo  casu  generaliore  non  amplius  evanescit  summa 


X 


sed  ea  summa,  cum  secundum  ea,  quae  §.  2.  demonstravi,  aequet  coefficientem 
termini  —  in  evolutione  quantitatis 

H>^) 

[(X-Xi)(X-X2)...(X-X„)P' 
aequalis  evadit  constanti  — c^    si  quidem  cX^*'  est  altissimus  functionis  ^(X)  ter- 
minus.     Hinc  aequatio  antecedentibus  inventa 

in  hanc  mutari  debet: 

VdiJ'^  df-    ~  ^^' 
unde  sequitur  aequatio  haec ; 

=  icy, 


dt^ 


quae  multiplicata  per  2  -^  et  integrata  suggerit : 

dt 


m=^' 


\cyy-\-o., 

designante  a  constantem  arbitrariam.  In  qua  formula  si  substituuntur  quan- 
titatum  y  et  -~-  valores  (4.)  et  (6.),  proveniunt  integralia  algebraica  formae 
functionis  /"(X)  generaliori  respondentia. 
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4. 

Coronidis  instar  hoc  addo.  Quicunque  sit  functionis  /*(X)  gradus,  si,  designante 
m  —  X  factorem  eius  quemcunque,  vocamus  (m)  coefficientem  termini  -y-  in  evo- 
lutione  quantitatis 

m  —  X 


[(X-Xi)(X-A2)...(X-X„)p' 
suggerit  analysis  antecedentibus  adhibita  formulam : 

Unde,  multiplicatione  per  y  facta,  prodit: 

-^+\y{m)  =  0. 

Sit  yi  altera  functio,  ipsius  /*(X)  factori  m^  —  X  respondens,  ita  ut  habeatur 

y  =  ^(wj— Ai)(m— X2)...  (w— X„),       yi  =  \l{m^— h)i^i—h) •  •  •  (»Wi— X„) , 
erit: 

unde: 

Cum  sit 

1  1  m — nii 


mi — X        m — X  [m — X)(mi — X)  ' 

aequabit    {mi)  —  [m]    coefficientem  termini  -r-  in  evolutione  quantitatis 


X 


(m  —  X)(wx — X) 


[(X-Xi)(X-X2)...(X-X„)p' 
multiplicatum  per  m  —  mj.     Quem  coefficientem  designo  per  (m,m^,  unde  fit 

atque  integratione  facta, 

Quae  docet  formula,  integrale    j yyi{m,mi)dt    valorem  obtinere  alyebraicum.      Sit 


74  DEMONSTRATIO  NOVA  THEOREMATIS   ABELIANI. 

ex.  gr.  functio    f{\)    gradus    (2w  +  l)*^    eiusque   summus   terminus    cX^**+^,    erit 
(jw,  Wj)  =  Cj  ideoque  substituendo  formulam  (6.)  §.  pr.  eruitur: 

2,,. r      v^(^i)       I )SM . ... , ygg 1. 

"~    yy^l(in  —  li)(mi—h)Ni  ^  {m  —  h){mi—h)N2  ^        ^  (m  — X,OK— X„)iVj 
Si  m  =  nii  atque 

aequatio  antecedens  in  hanc  abit: 

(3.)  c  I  (m  —  Ai)(m— X2) . . .  (m  —  kn)dt 

Convenit  ut  in  genere  novo  formulamm  exemplum  addere.     Sit  quod  est 
simplicissimum , 

nnde 

m  =  0,       c  =  1,       \lF{'k)  =  —SlT^', 
erunt  aeqiiationes  differentiales  propositae: 

dXi    ,    d\2         ^  dXi    ,    dl2  7, 

=     0,  —l=--\ 7=r    =    dt, 


e  quibus  secundum  (3.)  fieri  debet: 

\lh—\lh  2XjX2 


/ 


XiX^dt  ^  2AiA2" 


h—h  \Jh-\-^h  ' 

Aequationes  differentiales  propositae  suggerunt : 

1      ,      1     _  1      1      1 1/ 

designante  a  constantem  arbitrariam ;  unde ,  ponendo    -p=-  =  ^y  fit  : 

\X1X2 

a  =  -it'  +  itu,        Jhhdt  =  /^  =  ijj^ty   =  ^^- 

\      \  O  Q 

Fit  autem  VX, 4-^X3  =  -iWX.X^,     unde    ^^jf^j~j^  =  —^  =  -^T^^W 
ideoque 

\\l2dt  =    ,—  ^  %  ,  q.  d.  e. 

Regiom.   d.  5  Maii  1842. 
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ÜBER  DIE  ADDITIONSTHEOREME  DER  ABELSCHEN  INTEGRALE 
ZWEITER  UND  DRITTER  GATTUNG. 


1. 
Es  sei  JK  eine  gegebene  ganze  Function  von  x  vom  2w/*"  Grade, 

V  eine  ganze  Function  von  x  vom  n**^^  Grade ,  in  welcher  man  den  Coefficienten 
von  oß'"'  der  Einheit  gleich  setze ;  ferner  a  eine  Constante  und 

(2.)  xV^  —  a^R    =   f{x)    =    (X Xi)(x Xz)  .  . .  {X  —  X2n+l) 

Die  in  V  vorkommenden  Coefficienten  und  die  Gröfse  a  betrachte  man  als  un- 
abhängige Veränderliche ,  während  dagegen  die  Coefficienten  der  Function  R 
unverändert  bleiben  sollen.  Zwischen  den  ebenfalls  veränderlichen  2n-{-l  Wur- 
zeln der  Gleichung  (2.)  folgen  dann  aus  dem  Ab  eischen  Theorem  n  transcendente 
Gleichungen,  wodurch  n  Wurzeln  als  Functionen  der  übrigen  w  +  1  bestimmt 
werden.  Wenn  nämlich  m  einen  der  Werthe  0,  1,  2, . . .  n  —  1  annimmt  und  man 
die  Zeichen  der  Wurzelgröfse  unter  dem  Integralzeichen  gehörig  bestimmt,  so  wird 


/x'i'ax^  r   XI' ax^  r 

Slx.Rixi)  '^J  \/xoRu.)  ^J  \ 


=  0 


^XiR{Xi)         J   \IX2R{X2)  J    SJX2n^\R{X2n+l) 

Die  Anfangs-  und  Endgrenzen  der  Integrale  sind  die  beiden  Systeme  der  Wur- 
zeln zweier  Gleichungen  von  der  Form  (2.),  in  denen  sich  a  und  die  Coefficien- 
ten von   V  verändert  haben ,  während  die  Function  R  ungeändert  geblieben  ist. 
Entwickelt  man  den  Ausdruck 

(4.)  A  =  —=^\og^ ^ — ^-=- 

\lxR        SJx.V—aSlR 

nach  den  absteigenden  Potenzen  von  x, 

(5.)  A  =  ^lr  +  ^  +  -^+etc., 
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SO  findet  Abel  ferner  für  die  Werthe  von  m,  welche  >w  sind, 

Um  die  Entwickelungscoefficienten  A^.  durch  die  Coefficienten  von  f[x)  oder  die 
Gröfsen  x-^^  x^  etc.    und  durch  die  gegebenen  Coefficienten  von    i?    darzustellen, 
setze  ich  für  ^x.V  vermöge  (2.)  den  Ausdruck  \lf[x)-{-d'^Rf  wodurch  man 
(7.)  A  =  _^iog  VÄ^)T^  +  Wi^ 


SixR         Slf{x)  -\-a^R  —  a  SJR 

^-)    so  wird 

) 


erhält.     Setzt  man  y  =  ^J-—  j    so  wird 


\/l+«2  — M  Jn 


rt  Qi       3        ,  3.5        ,,       0.5.7       Q 


und  daher 

\lxJo  \lf\x)  +  öFR  ~  \Jxf{x)  3  \JxSlf(xf  "*"  4.5  *  sJxSlfixf  ^^' 
Aus  dieser  Formel  kann  man  zur  Bestimmung  von  A,  folgende  leichte  Regel  ableiten : 
)->Man  entwickle  den  Ausdruck  (\-\-hiZ-\-  &2^^H +  ^2«+i^^""^^)~^  nach  den  auf- 
steigenden Potenzen  von  z,  setze  in  dem  Coefficienten  von  z^  für  h^ ,  63  ^tc.  die 
Gröfsen  aj-f-ai,  a2-\-o.2  etc.,  entwickle  alle  Producte  und  Potenzen  dieser 
Binome  und  multiplicire  jeden   Tei'in,  der  den  Factor   af'a^'.  . .    enthält,  noch 

mit  -—■ j j ^- — ,  so  wird  der  Ausdruck,  welchen  man  erhält,  der  Werth 

2([^i4-tA2H — )-f  1 

von  4-A,-.« 
Auf  diese  Weise  findet  man 
^Ao  =  a, 

|Ai  =  — \{a\a-\-\a\a^)j 

3     /  a'  a^\ 

1A2  =  — K«2a  +  ia2a3)-f— —  (^a2.a  +  2aiai.  — +  a2.— J; 

(9-)      <  ,.  '     '.X   ,    3   ^ 


IA3  =  — Kasa  +  ^asa^)-}-  — (  aia2-«-h(aia2  +  «2ai)— -  +  aia2-—  ) 


2.4.6 
u.  s.  w. 

Man  hat  in  diesen  Formeln  die  auf  «2«+!  ^^^  ^2n-\-i   folgenden  Gröfsen  =  0  und 

o'2»»+i  =  1   zu  setzen.     Da  man  aus  (2.)  den  Werth 
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(10.)  a    =    \/— «2*2+1    =    \lxiX2...X2n+\ 

findet,  so  giebt  die  erste  der  Formeln  (9.)  die  einfache  Gleichung: 

rjqdxx  r   x^dx^       r    xl,^^dx^_^  

J    \IXiR{Xi)        J    \]X2n{X2)  J    V^2«+1-R(^2h+i) 

welche  für  w  =  1,  wenn  man  die  Zeichen  der  Quadratwurzeln  unter  dem  Inte- 
gralzeichen gehörig  bestimmt,  auf  die  bekannte  Additionsformel  der  zweiten 
Gattung  der  elliptischen  Functionen  zurückkommt. 

Man  erhält  dieselben  Formeln  (9.)  für  den  allgemeineren  Fall,  wenn  man 
noch  einen  Werth  x^nJ^i  hinzunimmt  und  wieder 

\/xiR{Xi)         J    \/x2R{X2)  J   \J X2n-\-iR{X2n+2) 

setzt.     Die  Gröfsen  a,  a^  ...ci2n+2  werden  dann  durch  die  Gleichung 

{x  —  xi){x—X2) . . .  {x  —  X2»+2)  =  a;2*'+2-päia;2"+i  -j-agic^w-ptv-^o^^a-"" 
bestimmt;    der   Ausdruck,    dessen    ( — ^-'f^    Potenz    m  "(entwickeln    ist,    wird 

In  den  Formeln  (9.),  welche  man  aus  der  Entwickelung  dieses  Ausdrucks  nach 
der  oben  angegebenen  Regel  ableitet,  hat  man  die  auf  a2n^2  ^^iid  ^2n+i  folgenden 
Gröfsen  «2*^+3,  03^+2  ^^c.  =  0  und  wieder  «gw+i  =  1  zu  setzen.  Die  Gröfse  a  wird 
hier  aber  durch  keine  so  einfache  Formel  wie  (10.)  bestimmt.  Die  Zahl  dieser 
Gröfsen  a,  mit  deren  Hülfe  man  die  Gröfsen  A,-  rational  durch  die  Werthe 
a?i,  ^2  etc.  darstellen  kann,  vermehrt  sich  bei  demselben  R  immer  um  eine, 
wenn  die  Zahl  der  Integrale,  welche  das  Aggregat  (6.)  bildeif,  um  zwei  zunimmt. 
Ich  bemerke  noch  5  dafs  man  für  A  statt  des  Ausdrucks  (4.)  eigentlich  die 
Differenz  zweier  solcher  Ausdrücke  zu  setzen  hätte ,  welche  den  beiden  Systemen 
der  Anfangs-  und  Endgrenzen  der  Integrale  entsprechen.  Es  reicht  aber  hin  in 
(6.)  eines  der  Integrale  und  in  (12.)  zwei  der  Integrale  von  o?  =  0  an  beginnen 
zu  lassen,  und  auch  in  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  man  ein' Aggregat  von 
2n-{-m  Integralen  betrachtet,  m  Integrale  von  der  Grenze  Ö  an  zu  nehmen, 
weil  dann  immer  die  abzuziehende  Function  A  verschwindet. 

2. 

Nach  Abel  findet  man  für  die  dritte  Gattung : 

(13.)    f ''^'  +  f ^"^^ + . .  •  +  f ^^'■+'  =  A(a), 
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wenn  A(a)  den  Werth  der  oben  (4.)  definirten  Function  A(a?)  für  x  =  a  bedeutet. 
Dieser  Werth  A(a)  kann,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will ,  durch  Einführung 
von  Gröfsen,  welche  von  neuen  transcendenten  Gleichungen  abhängen,  eine 
merkwürdige  Form  annehmen ,  welche  für  w  =  1  das  bekannte  Additionstheo- 
rem der  dritten  Gattung  der  elliptischen  Integrale  giebt. 

V 
Man  kann  die  Function  n      Grades   —  dadurch  bestimmen,  dass  sie  ver- 

a 

möge  (2.)  für  x  =^X],  x^,  ...  ^«+i  dieselben  Werthe  wie  die  gegebene  Function 
1/ —  annimmt.  Man  bestimme  jetzt  zwei  andre  ganze  Functionen  von  x  vom 
(yj_j_l]^««  Grade,  Y  und  Z,  durch  die  Bedingung,  dass  jede  von  ihnen  für  die 
Werthe   x  =^  x^,  x^^  ...  x^a.^    dieselben  Werthe  wie   oder  wie    SJxR {pe)   an- 

nehmen,  und  aufserdem  noch  für  x  =  a  die  Function  Y  den  Werth  -[-Va-R(a), 
die  Function  Z  den  Werth  —  SlaR  (a)  erhalten  soll.     Da  zufolge  dieser  Annahme 

—  V —  Y  und  —  V — Z  für  die  Werthe  x  =  Xi,  X2,  . .  •  ^„+1  verschwinden  müs- 
a  a  ^ 

sen,  so  erhält  man  diese  Functionen   Y  und  Z  sogleich  durch  die  Formeln 

a  (a  —  Xi){at.  —  iC2)...(a — a?M+i) 


a  (a  —  Xi)(a  —  X2)...{a  —  a;„+i)  ' 

wenn  man  wegen  der  letzten  Bedingung   die  Constanten    r   und   s    durch  die 
Gleichungen 

(15.)  r  =  -  F(a)  —  V^^^) ,       s  =  -F(a)-h\/«^) 

et  (l 

bestimmt.     Hier  ist   V{a)  der  Werth  von   V  für  x  =  a.  und  daher  zufolge  (4.) 

Nach  den  gemachten  Voraussetzungen  müssen  die  beiden  Ausdrücke    {2n-{-2f^^ 
Ordnung   Y^ — xR,  Z^ — xR  durch  das  Product 

{x Xi){X X2)  .  .  .  (x  —  Xn+i){x  —  a) 

theilbar  sein.     Man  setze  daher 

(17.)     r-'''  =  •■.(.-x,)(.-..)...(a.-x^,X--a)(.-„)(--».). ..(--«..), 
[Z^ — xR  =  Si{x  —  Xi){x — X2)'..(x — Xn+i){x — a){x  —  2i)(x  —  02) '•■{x  —  ^w). 

Da  die  Function  xR  weder  einen  constanten  Term  enthält  noch  die  Potenz  x'^**'^% 
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welche  die  höchste  Potenz  von  x  ist,  welche  in  den  Ausdrücken  (17.)  vorkommt, 
so  wird  man,  wenn  man  respective  in  den  Functionen  Y  und  Z  den  Coefiicienten 
von  oc.''^^  durch  den  constanten  Term  dividirt,  die  Quotienten 

{xx  X2...  XnJ^i .  a?/i  «/2  . . .  y^~  ^ ,         (xi  X2...  .-r^+i .  a^i  ^2  . . .  2n)~  * 
erhalten.    Die  Werthe  dieser  Quotienten  kann  man  aber  auch  andererseits  aus  den 

Gleichungen  (14.)  entnehmen,  wenn  man  bemerkt,  dass  in   —  F  der  Coefficient 

1  * 

von  a?"+^  den  Werth  —  hat  und  der  constante  Term  =  0  ist.    Durch  Versleichunir 

der  beiden  Werthe ,  welche  man  auf  diese  Weise  für  jeden  dieser  Quotienten 
erhält,  findet  man,  wenn  man  dieselben  noch  mit  XiO^z-  ■  -^t^i  multiplicirt , 


(18.) 


(_l)V^^^^---^-'i±  =  ^a-x,){oi-X2)...(a-x,^+,)^ 1, 

V  a?/i  «/2  •  • .  2/w  ^  ^  ar 

^  V   a0i^2---^n  as 


woraus 


(19.) 


I    1    / ■•  \M  i  /    X\X2-  ■  •  Xfi-\-\ 


_s   ^    \/aV(a)-{-a\jB(a)    ^    '~^^       ^   Vayi^2...y. 
>*  \/aV{a)  —  a\jR(a)  ^sni/  XiX^.-.Xn+i 


!  +  (■ 


-l)Vo 


C.^l  ^2  •  •  •  ^n 

folgt.     Hieraus  erhält  man  vermöge  (13.)  und  (16.) 


(20.)  A(a)  =  --±=-  log ■ '-'J^y^'--yn 

\aR{a)  1  '   (     If  i/  ^i^2-"^n+i 

'     ^  V     aSiS2--'Zn 

dx\  I     f  dX2  ,  I     C  dX2n+l 


dx^ 1  r a^2 I |_  r 

(a — x{)SjxiR(x{)      J  (a  —  X2)^X2li(x2)  J  (a- 


(a — Xi)SJxiR{xx)      J  {a  —  X2)\lx2R{x2)  J  (a— a;2«+i)\/a72,H-i-ß(^2n+i) 

Die  in  der  vorstehenden  Formel  vorkommenden  Hülfsgröfsen  j^j,  y^  etc. ;  z^,  Z2  etc., 
welche  aus  «Tj,  a^g,  • .  -  .^i^m+i,  a  vermittelst  der  Gleichungen  (17.)  bestimmt  wer- 
den, kann  man  aber  auch  nach  dem  Ab  eischen  Theorem  durch  transcendente 
Gleichungen  definiren  und  erhält  dann,  wenn  man  noch  «üj,  W2i  .  .  .  w^  für 
'^5(+2!  «^w+s!  •  •  •  •  "^2«+!  schreibt,  und  die  diesen  Variabein  entsprechenden  Inte- 
grale mit  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt ,  folgendes  Theorem : 

Theorem. 
y^Aus   n-{-2    gegebenen    Gröfsen    öe-y^  X2-,  .  .  .  <^,j+i,   o.    bestimme  man  drei 
Systeme  von  n  Gröfsen  w^ ,  1V2,  ...  w;„ ;  j/i ,  2/2 ?  •  -  •  VhI  ^\^  ^-i-i  •  •  •  ^».  (l^'^'ch  die 
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drei  Systeme  von  n  transcendenten  Gleichungen , 

wlldWn 


/iü\dw\  r    tv^dw^      ,  ,    C 

/xfdXi  C      X%dx^  .  r      Xn+ldXn+l 

\f^W)      J  \Jx9M(xo)       '"     J 


SJxiR{xx)       J  sJx^Rix^)  J  SJx,,j^xR{Xn^{) 

J  \lijiR{y,)      J  sJy^Riy^)  J  \/ynR{yn) 

=    r_^Ä__  ,    f    xl'dx2       ,    f    x':+idxn+i_  ,     r    o."'da 

/Z\dSx  r      ^2d£2  I  1      f      ^ndZn 

\/Jl'R{^        J    SlV^RlßS  '"        J    \l^nR{^n) 

_  r  xTdxi       r  xtdx2     r  x:+idx,+i       r  <tdo_^ 

~  J  SlxlR{Xi)       J  \/x^X2J        '  J  SJxn+iR{Xn+i)      J  \JaR{a) 

in  welchen  R{a;)  eine  gegebene  Function  von  x  vom  2w^^"  Grade  bedeutet  und  m 
jeden  der  n  Werthe  0,  1,  2,  ...  n  —  1  annehmen  kann.  Man  erhält  dann 
zwischen  den  Integralen  dritter  Gattung  folgende  Gleichung : 

/dwi  .    r dw2 I  I    f  diVn 

{a~Wi)\/wiRiWi)        J(0i  —  W2)Sjw2R{lV2}  J  {a—W„)\/tVnR{Wn) 

dxi ,    r  dx2  _| ,_  r dxn+i 

{rj.^Xi)\JxiR{Xi)  J   (a X2)\IX2R{X2)  J   (c. Xn+l)^OCn+iR{Xn+i) 

_i log  ymy-2...y^  „ 

\JaR{a)  ivu/  XiX2...Xn+i 


i+(-i)V- 


Man  sieht  aus  diesem  Theorem,  dass  die  Additionsformel  für  die  dritte 
Gattung  der  Abel  sehen  Integrale  dieselbe  Form  wie  bei  den  elliptischen  Inte- 
gralen annimmt.  Auch  in  diesem  Theorem,  so  wie  in  der  Formel  (13.),  muss 
man  im  Allgemeinen  von  dem  logarithmischen  Ausdrucke  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen einen  ähnlichen,  den  x\nfangsgrenzen  der  Integrale  entsprechenden, 
abziehen.  Aber  es  reicht  hin ,  eines  der  Integrale  von  o?  =  0  an  zu  nehmen, 
weil  in  diesem  Falle  der  Anfangswerth  von  a  und  mithin  auch  der  Anfangswerth 
von  A(a)  verschwindet. 

Berlin,  den  25.  August  1845. 
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NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  ABELIENNES. 


Soit  X.  une  fonction  rationnelle  et  entiere  de  o?  du  sixieme  degre,  et  nom- 
mons   Y  la  meme  fonction  de  1/ ;  soit  de  plus 

Determinons  deux  quantites  aj  et  y  en  fonetions  de  w  et  v  par  les  equations 
simultanees 

n{x)-\-n(y)  =  u,     n,{x)-{-n,{y)  =  v, 

j'ai  fait  voir  que  ce  sont  ces  fonetions  de  deux  variables , 

X  =  x(u,v),  y  =  K{^hf^)i 
qu'il  convient  d'introduire  dans  l'analyse  des  transcendantes  Abeliennes,  et 
qui  sont  analogues  aux  fonetions  trigonometriques  et  elliptiques.  Or  je  viens 
de  trouver,  que  ces  fonetions  de  deux  variables  se  composent  algehriquement  de 
fonetions  d^une  seule  variable.  En  effet,  nommons  x'  et  y'  les  valeurs  de  x  et 
de  y,  que  l'on  tire  des  deux  equations  transcendantes  simultanees ,  en  mettant 
V  =  0 ,  et  soient  x"  et  y"  celles  qui  repondent  ä  m  :=  0  ;  on  aura: 

n{x')  +n{y')  =  u,       n,{x)  +n,{y')  =  o, 

n{x")+ri{y")  =  0,  n,{x")-^rn,{y")  =  V, 

d'oü  il  suit, 

n{x')+n{y')  ^nix")^n{y")  =  w, 

lW)  +  n,{y')-\-n,{x")Jrn,{y")=  V. 

Mais ,  d'apres  le  theoreme  d' A  bei,  on  sait  exprimer  deux  quantites  x  et  y  en 
fonetions  algebriques  des  quatre  variables  x',  x",  y\  y",  de  maniere  que  Ton  a  les 
deux  equations 

u  =  n{x')+n{y')-^n{x")+n{y")  =  n{x)  +n(y), 
V  =  n,{x')+n,{y')+n,{x")+n,{y")  =  n,{x)-{-n,{y). 


86  NOTE  SUR  LES  PONCTIONS  ABELIENNES. 

Donc  les  deux  fonctions  x  Qi  y ,  determinees  par  les  equations  simultanees 

sollt  des  fonctions  algebriques  des  quatre  quantites  oc',x",  y'^y",  qui  ne  sont 
elles - memes  que  des  fonctions  d'une  seule  variable,  ou  en  d'aiitres  termes,  les 
deux  fonctions  de  deux  variables  X(m,  i;),  \{u,v)  s'expriment  algehriquement  par  les 
quatre  fonctions  d'une  seule  variable 

1(0,  v),  h{0,v). 

La  meme  remarque  s'applique  aux  transcendentes  Abeliennes,  dans  lesquelles 
la  fonction  X  est  d'un  degre  quelconque*). 


*)  Dans  un  memoire  publie  dans  le  vol.  27  du  Journal  de  M.  Grelle  page  185,  M.  Eisenstein 
s'est  mepris  sur  la  natura  des  fonctions  X(m,  v),  \{u,v),  faute  d'avoir  bien  saisi  le  principe  fondamental 
de  la  coexistence  des  periodes  relatives  aux  deux  arguments  u  et  v.  Le  memoire  ,,Sur  les  fonctions  ä 
deux  variables  et  ä  quatre  periodes"  tome  XIll  page  55*)  a  pose  les  vrais  principes  dans  cette  branche 
nouvelle  de  l'analyse. 

On  sait  que  la  fonction  x  =  sin  am  (u)  est  donnee  en  u  au  moyen  d'une  equation  lineaire,  A-\-£x  =  0, 
A  et  £  etant  des  fonctions  de  u  qui  ont  une  valeur  unique  et  finie  pour  chaque  valeur  finie,  reelle  ou 
imaginaire ,  de  l'argument  u.     D'une  maniere  analogue,  etant  donnees  les  deux  equations  etablies  ci-dessus, 

n{x)  +  n{r/)^u,        n,{x)-\-n,{y)  =  v, 

les  quantites  a;  et  y  se  trouvent  etre  les  deux  racines  d'une  equation  quadratique 

A  +  £t+Ct^  =  0, 

oü  Af  Bj  C  sont  des  fonctions  de  ti  et  v  qui  ont  une  valeur  unique  et  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies, 
reelles  ou  imaginaires,   des  deux  arguments  u  et  v.     C'est  lä  la  veritable  nature  des  fonctions  x  et  y.     Le 

caractere  de  la  fonction  sinam(?<)    etant  d'etre  un  quotient ,    M.  Eisenstein  dit  (pag.  190),    que, 

A 
par  analogie ,   dans  la  theorie  des  integrales  Abeliennes    il    faudrait   considerer    des   quotients  de  quotients. 

Mais  qu'est  ce  que  c'est  que  des  quotients  de  quotients?     C'est  tout  simplement  des  quotients. 

Dans  le  meme  memoire  M.  Eisenstein  a  considere  certains  produits  doublement  infinis,  que  l'on 

rencontre  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  et  qu'il  n'a  pas  reconnus  etre  du  nombre  de  ceux  qui 

prennent  des  valeurs  differentes  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  ränge  les  facteurs.     Ces  erreurs ,   ayant  ete 

reproduites  dans  un  autre  memoire  (page  285  du  meme  volume),    ont  ete  la  cause,    que  M.  Eisenstein 

y  a  etabli  des  formules  fautives  relatives  aux  fonctions  @{x).     Les  formules  exactes  ont  ete  donnees  depuis 

longtemps  dans  le  memoire  tome  IV  pag.  382**). 

Oct.  1845.  J. 

*)  Vol.  II  de   cette    edition,  pag.  25. 
**)  Vol.  I  de  cette  edition,  pag.  309  et  310. 
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EXTRAITS  DE  DEUX  LETTRES  DE  CH.  HERMrPE  A  C.  G.  J.  JACOBL 


I. 

Paris,  Janvier  1843. 

L'etuclo  de  votre  memoire  publie  dans  le  Journal  de  M.  Grelle  sous  le  titre: 
»De  functionibus  quadrupliciter  periodicis,  quibus  theoria  transcendentium  Abelia- 
narum  innititur« ,  m'a  conduit  pour  la  division  des  arguments  dans  ces  fonctions 
ä  un  tlieoreme  analogue  ä  celui  que  vous  avez  donne  dans  le  3^  volume  du 
meme*)  Journal,  pour  obtenir  l'expression  la  plus  simple  des  racines  des  equations 
traitees  par  Abel.  M.  Liouville  m'a  engage  ä  vous  ecrire  pour  vous  soumettre 
ce  travail;  oserais-je  esperer,  Monsieur,  que  vous  daignerez  l'accueillir  avec  toute 
l'indulgence  dont  il  a  besoin? 

Soit : 

J{x)  =  \lx{\  —  x){\—y.^x){\—X^x)ll—^'x); 

''  -  Jo  "  ^(^)      "'"^0      Ay)      ' 

f''{a-^'ii'x)dx        f!'irj:+[i'p)d.y 

Jo     ^0^)     "^^0     ^^y^     ' 

Faisons  pour  abreger : 

X,,  =  X^iim^nu' ) .         Vu  =  '^^liiiti^nu')  , 

ces  deux  quantites  soront  determinees  siniultanement  par  los  deux  racines  d'une 
equation  du  second  degre , 

Ux'  4-  U'x  +  U"  =  0 , 

dont  les  coefticients  soront  des  fonctions  rationnelles  de    Xj  y,  -^  ^^)'.   -^  Jj'-'   j'^i 


*)  Vol.  II.  de  cette  edition ,   pag.  2H. 
II.  12 
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trouve  qu'ils  etaient  de  la  forme  P-H  QJ{x)J{y),  oii  P  et  Q  sont  des  Ibnctions 
rationnelles  de  x  q\.  y ;  mais  cette  remarque  n'est  pas  essentielle  pour  ce  qui  suit. 
Je  partirai  de  ce  quL'  les  racines  simuliances  des  deux  equations 
(A.)  r.'  l  +  U\  +  U"  =  0 ,        f/i/f,  +  U'y,^  +  U"  =  0 

sont  donnees  par  les  formules : 

/         mii^^ -\- m  i2-{- m" ii\'—i -\- m'" i^       ,      ynii^~l-\-nii'2-\rni"H^—l  +^^'"'^4^ 
^  =  ^oV*+ '  ^+  ,,  ■  -        )^ 

en  attribuant  aux  nombres  entiers  m,  m,  m",  m"  les  valeurs   0.  1 .  2,  .  .  .  «  — 1 . 
Cela  pose,   soit  pour  abreger: 

et  desii>nons  par   f[x,y     une  fonction  rationnelle  symetrique  de    x  et  y^    et  par 
p,  q,  r,  s  quatre  radnes  de  l'equation  binome  ^"  :=  1 ,  je  dis  quon  aura : 
„-1    „-1   «-1  »-1  (  r     /        /  /'\  /        I      .      I'W\ 


0  0 


_  '^j._|-i^^(Xo(wM;Ww'))  +  C'^(^i(wW;Ww'))  +  D^(Ao(m(;WM'))^(Xj(»iM,  me')), 

Ä,  By  C,  D  designant  des  fonctions  rationnelles  de  \Jnu,nu'),  'k^[nu,  nu"). 

Le  premier  membre  peut  d'abord  se  ramener  ä  une  fonction  rationnelle  de 
\Ju,u).  X,  (w,  w').  En  effet,  d'apres  la  i)ropriete  fondamentale  des  fonctions 
Xq,  Xi,  un  terme  quclconque,  tel  que 

pourra  etre  exprime  rationnellement  en 

et  les  quantites  analogues  relatives  a  la  division  des  indic-es.     Or  on  trouve  aise- 
ment  ces  formules : 

qui  montrent  que  les  radicaux  carres  ^(Xo(MjW')),  J('Kiiu,u'))  pourront  s'expri- 
mer  rationnellement  en   \q{u,u'),  l.^[u,u);    car  en  faisant  disparaitre  les  irration- 
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nelles  des  equatioii.s  (^4.) ,  puis  los  differentiaiit  successivement  par  rapport  a  u 
et  u,  on  obtiendra  les  expressions  des  derivees  partielles  en  fonctions  rationnelles 
de  y^üiii,  u')    et   i^x[(h  '';• 

Representons  le  premier  membre  de  lequation  (J5.)  par  '^  u,u').  on  demon- 
trera  bien  aiseiuent  cjue: 

'      u^\j^j^h'i^j^k"i^\J^-\-]ri,  /,,;  \/: -1 +/•'/,' 4- //'.-y  irr +//",\ 

ti-\ ■ ,      n  -f-  — 1 3  ) 

n  n  J 

=  j>~''  <j~''''  '/•"''■"  s"''"'  cp  (ji,  u  ) , 
quels  que  soint  les  entiers  k,  k'^  k",  k'" . 

En  l'elevant  a  la  pnissanee  )i^,  on  obtient  donc  nne  fonction  rationnelle  de 
X^iiij  u).  Xi[Uj  ii) ,  qui  ne  change  point,  en  snbstituant  ä  ces  quantites  deux  autres 
qnelconques  des  racines  simnltanees  des  equations  proposees.  II  suit  de  la  et  de 
la  theorie  des  fonctions  symetriques  des  racines  d'un  Systeme  d'equations  ä  plu- 
sieurs  inconnues ,  que  cette  fonction  pourra  etre  determinee  rationnellement  par 
les  coefficients  des  equations  [A). 

J'observe  actuellement  qu'il  a  ete  introduit  les  quantites 

dXQ{nu,nu')  dX^lnu^nu')  dki(nu,nu')        dKi(nu,nu') 

du  du'  '  du  '  du' 

qu'on  pourra  eliminer  par  les  forniules  suivantes : 

■    '  vn  X- — y  ^  '        '     '   dit  x  —  y        '   '     ' 

()r,  une  fonction  rationnelle  quelconque  des  deux  radicaux  ^(Ao(m,m')),  ^(Xj(m^m')) 
peut  toujours  etre  mise  sous  la  forme 

a  4-  hj (Äo(«,  u' ))  +  ^^ (^1  ( w^  ^' ))  -f  e^ Q^^{u,  u' ))  J  (A, [u,  u' )) , 
ce  qui  aclieve  la  demonsü-ation  du  theorcme  enonce. 
En  supposant  successivement : 

/■(•^•;2/)  =  ■^■  +  2/.     et    tXx,y)  =  xy, 

on  aura  separement  par  une  somme  de  ii" — 1    radicaux  n^^  les  coefficients  d'une 

-equation  du  second  deij;re.   dont  les  racines  determineront  ünalement  celles  des 

tequations  proposees.     On  ])ourrait  aussi  faire  voir  qu'il  suffit  de  connaitre  Tun 

-d'eux.  Tautre  se  determinant  rationnellement  par  celui-la. 

12* 
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Pour  obtenir  la  division  des  indices,  soit 


u 


u 


■11  '  n 

,^   ki{ \/  ~1  +  k' h  +  ^" h  S/^  +  ^"'  h   _    1' 
n  71 

on  aura : 

^»  =  0,     y„  =  0, 
et  les  equations  ä  resoudre  seront : 

{C.)  U'=  0,     U"=  0; 

leurs  racines  seront  comprises  dans  les  formules : 

^  n  n  J 

(mix  V'— l  -f-  W ^2  +  r/i"«3 \/^  -f  w"'«4        w««/  V/^  +  >w' «^  +  ^"13  ^'—i -f-  m"'*4\ 
\  n  n  J 

en  attribuant  aux  nombres  entiers  m,  m  ,  m",  m'"  les  valeiirs  0,  1,  2,  .  . .  w  — 1. 
Mais  si  ToiL  siippose  le  iiombl-e"  ?i  premier,  011  verra  aisemeiit  qu'en  supposant 
successivement : 

(D.)   7i  =  iiV=^;-   :   j['=.ii\j:^.      -7:2  =  !xi,v-r 4-^2,     I2  =  i^iN^+h-, 

ig  =  [x^•lV^+■[x'^•2  +  ^3\/=:l,  i^  =  j,,-;y/ZT+ jx'/^  +  i^V^; 

on  pourra  leur  substituer  les  suivantes  : 

X  =  X  (ni~,m  —  ),         y  =  Ki(m~,m~), 
\     n         n  J  "^  '  V     n         n  J 


a;  =  Ao  (^m  — ;  wi  ~  Y        y  =  h  (ni  — ,  m  — ^ 

V       W  U    / 

.     /        ^4  ^4\  -     /        -^4  ^4 


n  71 

h         Il\  -    /      h         K 

—  ,7)1  —  ),         yy  =  Aj    m  — ;  w  — 
n  71  J  ^  \      n  71 

en  excluant  la  Solution  zero,   et  donnant  k  m,   \x.   jj/.   [x".   los   valeurs 

0,  I,  2,  ...  n— 1. 
Mais  comme  les  integrales  qui  entrent  dans  les  expressions  de  u  et   u'  ont 
ete  prises  ä  la  limite  inferieure  zero ,  on  a  : 
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d'oii  il  anive  que  les  ii' — 1    Solutions  des  equations  (C.)  sont  egales  dcux  a  deiix; 
et  il  suftira  de  prendre  dans  les  formiües  precedentcs    w  ^=  1.  2.  ...  \[ti  —  \). 

Soit  toiijours  fiJO,ij)  une  fonction  rationnelle  et  symetrique  de  oo  et  i/ ,  on 
etablira  d'abord ,  qu'en  designant  par  I  l'une  des  quantites  1^,  I^,  I^,  I^.  pur  /' 
la  quantite  correspondante  au  second  argument ,  l'expression 


A„  [  k  —  ;  k ) ;      All  Ic  -—  ;  Je 

n    '     n  /  \    u        n 


peut  se  ramener  quel  que  soit  le  nombre  entier   k,    u  une  fonction  rationnelle  de 


''An'  n  J 

,{ 

n      n  / 

Cela  resulte  de  ce  que  les  radicaux 

J 

K(..%Jj 

,     J 

L     \n      n  J _ 

s'expriment  eux-memes  rationnellement  en 

\n      n  J 

>     Ai( 

^n     n  J 

comme  il  est  facile  de  le  voir  d' apres  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut. 
Cela  pose,  l'expression 

011  /  est  un  entier  quelconque,  pourra  etre  ramenee  a  une  fonction  rationnelle 
et  symetrique  de  \  f      '  ~~ )  '  ^i (^  '  "~  ) "   ^^  j^  representerai,  pour  abreger,  par 
.  cp  (      .  —  h   et  qu'on  demontrera  aisement  jouir  de  la  propriete  que  : 


/       I' 

V ;  V  

n        n 


I      ]' 


li         H 


quel  que  soit  le  nombre  entier  v. 

Donc,  donnant  successivement  ä  /  et  I'  toutes  les  valeurs  corrcspondantes 
comprises  dans  les  formules  (D.) ,  on  pourra  (;oiistruire  une  equation  entierement 
rationnelle ,  qui  aura  pour  racines  les  valeurs  qui  en  resulteront  pour  la  fonction 


11  est  bien  facile  de  voir  que  son  degre  sera  le  nombre 

,     .,  ,     .,       w^ — 1 

l-{-)i  -j-n-  -j-  n-'  =  ; 
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ainsi.  reqiiation  de  degre    -^[?i^  —  1)    de  laquelle  depend  la  detoiminatiou  dune 
fonction  rationnelle  symetrique  de 

^■n  (  -— .  )'      >-\\     -  >  )  > 

\  11      n  y  V  u      n  J 

peut  etre  decomposeo  en  -  facteurs  du  degre  4-(w  —  \  .   au  moyen  des  racines 

d'une  equation  rationnelle  du  degre 

Les  equations  de  degre  i-(w  —  1)  sont  resolubles  par  radicaux.  Pour  le 
faire  voir  en  peu  de  mots .  soit  p  une  racine  primitive  par  rapport  au  nombre 
premier  n,  on  etablira  d'abord  que  leurs  racines  peuvent  etre  representees  par 
la  formule 

L     V'     n     '    n  /  V      ii  u 

en  sup])osant  k  =  \),  \ .  i,  .. .  ^>n  —  3  ;    et  si  Ton  considere  la  puissance  de  degre 
-^  (w  —  ] )   de  Texprcssion 

oü  6  est  une  racine  de  fj*^"~'^  —  j  =  0 ,  on  verra  qu'elle  peut  etre  ramenee  ü  une 
fonction  rationnelle  et  symetrique  de 


'^'K^'irJ'   '^'\n  'Try 


que  je  representerai.   pour  abreger,  par    'M — , — j.    et  qui  jouira,   comme  la 
fonction  cp,   de  la  pro])riete  que: 


o 


Des  lors  on  demontre  aisement  qu'on  ])eut  ti-ouver  une  fonction  rationnelle  F{x) 
teile,  que  pour  toutes  les  valeurs  de  /  et  I'  comprises  dans  les  formules  (D.], 
on  ait : 


'  \n      n  y  l'  \  n      n  y 


Or .  connaissant  la  fonction   6 .   on  sait  comment  en  deduire  toutes  les  racines  de 
l'equation  proposee. 
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Les  consid^rations  ])recedentes  semblent  pouvoir  s'appliquer  egalement 
aux  autrcs  classes  des  traiiscendantcs  nommees  generalcmcnt  par  Lcgondre 
fonctions  ultra  -  elli])tiqucs ;  il  est  facile  eii  effet  de  trouver  los  formulcs  sui- 
vantes.    Soit : 


J{x)    =  \lx{\—x){l—l\x)...{\—}:i^_^^x) 

hk{x)   =  o.h  +  %x-{-'iux-  H h  y:X" , 

(x)  <lx 


<p 


^  0 


posons 


J{x)    ' 
Uo  =    00 (^o)  +'h{^i)+ 'h M  • 

Ml  =  01  (^o)  4-  01  (^i)  H h  01  (■'-■.,) , 

Un  =  0«  (o^o)  -h  04-^0  H \-  0»(-«^») , 

et  soit : 

'^0  =  ^^o("o)  «1 :  •  •  •  M«) ,       a:i  =  Äi  [Uq,  u^,...  i/„) ,  . . .  a;„  =  Ä„  (w^,  «j , . . .  m„)  , 

on  aura : 

0«Q  O«!  OU-i  OU,i 

Les  fonctions    Ö    etant  du  degre   71^    on  trouve  aussi  quo  les  racines  de  l'equation 
du  n^  degre 

sont  les  w  fonctions,  cTq.  tTj,  .Ta.  . .  .  crfc_i,  ■2?;t+i  .  .  .  <r,. . 

En  chercliant  ä  determiner  directement  le  degre  des  equations  relatives  ä 
la  division  des  arguments  dans  les  fonctions  X,  j'ai  ete  conduit  a  cette  remarque, 
que  rdquation  algebrique  correspondante  ä  l'equation  transcendante 

0K)+'^K)+0('^-2)+---  +  0W  =  U.0(^) 

a  ses  coefficients  rationnels  en  <r_,    quel  que  soit  le  nombre   entier  |ji;    mais  voici 
quelque  cliosc  de  plus  etendu. 
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Considerez  la  transccndaute 


J 


\U 


^F{xf 

oü  Fix)  est  im  polynome  entier  du  degre  m,  O(^)  un  autr  ])olynome  d'un  degre 
<:,m.~ — 1.  8i  Ton  supposc  n  et  m  premiers  entre  oux,  et  si  Ton  fait 
V  =  \[m  —  \n  —  1  ! .  011  sait  qiie  la  somme  d'un  nombre  quelconque  \x  de  pareilles 
integrales  relatives  aux  variables  oc,ij,  z  etc.  est  reductible  ä  une  somme  com- 
posee  de  v  termes  seulement,  dont  les  arguments  ao,  o.^,  ...  a,_i  sont  deter- 
minees  par  les  racines  d'une  equation  du  degre  v,  dont  les  coeflicients  sont 
rationnels  en 

x,.y,z....,    yFjx.),     \/F{i/),     yi\F)etü. 

Or,  si  l'on  fait   x  ^^i/  =  z  =  ■  •  -,    l'equation  correspondante  a  l'equation 
transcendante 


pi)(x)dx     f'''b(x)dx        _^r^-'Hx)dx  ^r 


fi(x)dx 


aura  tous  ses  coefficients  rationnels  en  x. 


II. 

raiis,   Aoüt  1844. 

La  boiite  avec  laquelle  vous  avcz  accueilli  mes  premieres  recherches  sur 
les  fonctions  Abeliennes,  m'engage  ä  vous  ecrire  une  seconde  fois,  pour  vous 
soumettre  quelques  nouveaux  resultats  auxquels  j'ai  ete  conduit  par  l'etude  de 
vos  ouvrages,  en  essayant  d'etendre  aux  transcendantes  plus  generales,  les  prin- 
cipales  theories  des  fonctions  elliptiques.  Mon  travail  m'a  amene  naturellement, 
ä  rechercher  la  demonstration  de  quelques  uns  des  theoremes  que  vous  avez 
enonces  dans  le  Journal  de  M.  Cr  eile;  c'est  aussi,  Monsieur,  ce  dont  je  vous 
demanderai  la  permission  de  vous  entretenir  d'abord;  je  m'occuperai  surtout  de 

l'cxpression  de  sinam(MjX;  par  sin  am  (-^,  Xj,  si  importante  pour  la  theorie  des 
fonctions  elliptiques;  mais  je  ne  sais  si  j'aurai  veritablement  rencontre  les  prin- 
cipes  qui  vous  ont  conduit  a  ce  beau  theoreme. 
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En  suivant  vos  Rotations,  je  nommerai   H{x),  0{pc)    les  deux  fonctions  qui 
donnent 

,  ^  1       H{x) 

sin  am  (.r    =  ^=r'  : 

et  qui  satisfoiit  aux  conditions: 

(1.)         e{x  +  2iK')  =  -r^^"^''''^6)(:r),     H[x  +  2iK')  =  -e'^^'^'''^  H{x), 
e{x^2K)     =  6)(*0,  H{x-^2K)     =  —H{x); 

et  voici  d'abord  une  remarque  sur  laquelle  je  me  fonderai  principalement.     Soit 
<J5  {x)  une  fonction  definie  par  l'equation 

(2.)  0(Ä;  +  2iÄ")  =  —  6"^^''"*"'''^0(ä;) 

et  par  la  condition  de  periodicite 

(3.)  ^{x^uq  =  <P(x), 

on  trouvera  qu'en  supposant 

4-QO  inx 

—  00 

les  coefficients  se  determinent  de  la  maniere  suivante: 

de  Sorte  qu'en  employant  les  fonctions  H  et  0^  on  a 

0{x)  =  ÄH{x)-j-JB&{x). 
Cela  pose,  soit  n  un  nombre  premier,  p  un  entier  compris  entre    0    et 

n  —  1 ,  faisons  a  =  e       "     et  considerons  la  somme 

nommons  (^(a?)  le  numerateur  et  ^o^^^)  1^^  denominateur ,  savoir: 

on  deduit  sans  peine  de  la  propriete  fondamentale  des  0,  qui  est  exprimee  par 
l'egalite  (1.),  la  condition 

Mx-^2iK')  =  -.      "    ^    '^,{x), 
II.  13 
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et  il  est  clair  qii'on  a 

Or  ces   deux  equations  peuvent  etre  ramenees  aiix  equations  (2.)  et  (3.)    de  la 
maniere  suivante.     Soit  ^^ix)  une  fonction  detinie  parles  deux  conditions 

'^{x-\-2iK[)  =  — e    ^1  ""  '  '  cp(a;)    et    'j^{x-\-4:Ki)  =  'f(a;), 
on  aura  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  tout-ä-riieure : 

en  designant  par  H^  et  ©^  les  fonctions  H  et  S ,  dans  lesquelles  K  et  K'  seraient 


supposes  devenus   K^  et  K[ ;  posons  ensuite   n  ^  =  ~ ,  et  faisons   x  =    ^— .  z, 

j\.  iL  JL 


Kt         K'.       j.  n  ■  nKi 

il  viendra,  comme  on  le  voit  facilement: 

"^ KIT ^^  +      )y  =  — e    "^       ? y~- ^) 

et 

Or  ces  equations  fönt  voir  qu'on  aura: 

et  comme  la  fonction  <?o  est  paire ,  il  faut  faire  ^  -=  0   et  il  vient  : 

Je  passe  actuellement  au  numerateur  designe  par  0ix).     On  etablit  imme- 
diatement,   qu'il  satisfait  encore  ä  l'equation 

,      ,  —  n  —  te+zÄ    )    ■ 

(4.)  (p{x  +  2iK')  =  —e      ^  0(x), 

et  on  peut  meme  observer  que  cliaciin  des  n  produits  dont  la  somme  le  compose, 
la  veriiie  isolement.     On  troiive  ensuite  en  designant  par  j  un  nombre  entier : 

Si  donc  je  pose 

-2p '^ 

^F{x)  =  c       ^  tli{x), 
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j'aurai : 

D'ailleurs  de  l'equatioii  fondamentale  (4.)  on  tirera: 

—  w — (.'c+/-A')4-4;' . 

et  en  mettaiit  sc  —  \p ä  la  place  de  x ,   et  faisant  pour  plus  de  clarte 

on  en  deduit: 

Ainsi  par  cette  transformation  nous  sommes  entierement  ramenes  a  l'equation  (4.). 
Mais  on  a  la  condition  de  periodicite : 

donc ,  en  raisonnant  comme  plus  haut ,  il  viendra : 

Faisons  pour  la  suite  ^^  =  ^,  nous  aurons  le  theoreme  exprime  par  l'egalite: 

f        4:K\                    f        SK\  ,           ,         ,  .         ^     ,    Mn~l)K\ 
sin  am  (x)  +  a  sin  am  [x  -\ J  +  a^  sin  am  [x  +  -^J  -{ h  a"-i  sm  am  [x  -\ J 


2p- 


,„    4ft(i  +  4^i^)  +  B0/^  +  4,lS 


A" 


M^  ^   n    /   ^  \M    '     "■    n 


J'observe  que  le  premier  membre  change  de  signe  en  augmentant  ^  de  2ii; 
Ic  nombre  n  etant  impair,  il  en  est  de  meme  de  la  fonction  H^(^-^j\  d'ailleurs 
0fl\  ne  change  pas;  ainsi  il  faut  faire  5  =  0,  et  il  vient: 

.  sin  am  {x )  -]-  '■/  sin  am  ( .^'  +  " —  )  +  •  •  •  +  ''•""^  ^'^^  ^^  V^' 


A-^+ n J 


=  Const.  c    ''   •  ,      -r -=  Const.  sin  am  (    , ,  -^  ip  — 7^\ 


13 


* 
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Je  substitue  maintenant  aiix  fonctions   Q   ä  periode  reelle,  les  fonctions 
analogues 

ä  la  periode  imaginaire  AiK';  on  trouve : 

de  Sorte  qu'ä  un  facteur  constant  pres ,  l'expression 

oü  l'exponentielle  e"'  ^    a  disparu ;  ainsi  il  vient : 


se  transforme  en  la  suivante : 


2p- 


sinam(Ä;)-|-asinamf  a;-| -) -\ —  •  -f  cx"-isinamf  ic-| — — j 


=  Constsinam 


Pour  determiner  la  constante,  je  multiplie  les  deux  membres  par  oo  —  iK', 
puls  je  fais  x  =  iK';  en  nommant  x,  Xj  les  modules  des  fonctions  K,K^,  le  terme 

sin  am  [oo)    qu'il  y  a  seul  lieu  de  considerer  dans  le  premier  membre ,  donne   — 

dans  le  second  il  suffit  d'avoir  la  valeiir  de  la  derivee  de  ^i(^)    pour   x  =  iK' . 
Or  on  obtient  sans  peine  pour  resultat : 


M 

ainsi  on  a  l'eoalite : 


"ö' 


—  =  Const.sinaml  -^irA-^P — -  ) 


o  fiK'    ,    ,    iK:\ 
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et  on  en  tire  apres  quelques  transformations  faciles: 

Const.    =    -^rr- 
Mv. 


Nous  voici  de  la  sortc  parvenus  au  theoreme  exprime  par  l'egalite : 
-~ —  sin  am  [x)  -\-  a  sm  am  (  a;  -| ]  +  •••  +  '■'■      siQ  am  (  a;  -| — ^ —  j 


Je  n'ai  plus  maintenant ,  qu'ä  vous  emprunter ,  Monsieur ,  la  methode  par 
laquelle  vous  etablissez  les  proprietes  si  remarquables  de  la  fonction 

En  formant  le  produit 

on  aura  ^{x-i-  ip— — J  =  'H'^)'  ®^  ^^  ®^  deduit  la  formule  suivante: 

^.(0)^.(g  +  4i.f) 

f1i:[l-.;sin^a.(|.)sin-an,(^)].-1i:[l-.;sin-ao.(4,fl)si,^an.(i^)])^ 

de  laquelle  decoule  ainsi  la  demonstration    de  votre  theoreme  sur  l'expression 
algebrique  de  sin  am  (^)  par  sinamf-r— j. 

La  methode  precedente  est  fondee  principalement  sur  ce  caractere  digne 
de  toute  notre  attention  de  la  fonction  sin  am  (,2?) ,  d'etre  exprimable  par  le  quo- 
tient  de  deux  fonctions  developpables  en  series,  toujours  convergentes ,  et  qui 
restent  les  memes ,  ou  ne  fönt  qu'acquerir  un  facteur  commun ,  en  augmentant 
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rargument  de  certaines  quantites  constantes.  Tel  est  le  lieii  si  simple,  par 
lequel  se  trouve  rattache  aux  notions  analytiques  elementaires  l'ensemble  des 
proprietes  caracteristiques  de  la  nouvelle  transcendante,  qui  ont  leur  source  dans 
le  principe  de  la  double  periode.  Mais  il  est  important  d'abord  d'observer  dans 
toute  fonction  rationnelle  de  sin  am  (o?)  l'analogie  des  fonctions  qni  jouent  les 
roles  de  numerateur  et  de  denominateur  avec  les  fonctions  H  et  0.  A  cet  eifet, 
je  considere  la  fonction  homogene  d'un  degre  quelconque  n : 

(P{x)  =  Air{x)  +  BW"' {x) G{x)  -\ h  I^H{x)  &'-\x)  +  W\x) . 

On  trouve  bien  facilement ,  d'apres  chaque  terme  en  particulier : 

<I^{x-\-2iK')  =  (-lfe''^'"'^''"^^{x)i 
on  a  d'ailleurs: 

(I^{x^iK)  =  fP{x)', 

ainsi  dans  ce  cas  general,  l'expression  analytique  du  caractere  de  la  double 
periodicite  se  presente  sous  la  meme  forme  que  pour  la  fonction  sin  am  (,^'). 
Introduisons  aussi  la  fonction   H'[x)  S[oe)  —  Hixi&'ia;:^    qui  represente  le  nume- 

rateur  de  la  derivee  de        ^  ^  \    en  la  designant  un  instant  par   x('^)'    on  aura 

&  \X) 

Sans  peine: 

in 

■/SX  +  2K)  =  —/ix),         y{x-^2iK')  =  <~  ^"■"^"  ^y^x). 
De  la  resulte  que  la  fonction  suivante ; 

(a.)     n{x)  =  AH\x)  +  BH"--'  {x)  0{x)  H (-  LH{x)  &'-\x)  +  ie\x) 

+  [H'{x)  0{x)  —  H{x)  e\x)-]lA'W~\x)  +  B'H''-\x)  &{x)  -] \-  re"~\x)] 

donnera  encore 

—  n-—{x-\-iK') 

n{x-\-uc)  =  n{x),      ii{x^2iK')  =  (— i)"c    "       n{x). 

Mais  on  ne  peut  pas  satisfaire  ä  ces  deux  equations  par  une  Solution  plus 
generale  que  la  fonction  definie  par  l'equation  (a.)  qui  renferme  'In  constantes 
arbitraires.     Supposons  en  effet: 

+00  inx 

H{x)  =   2^^a„,e   2A-^ 

—  00 

la  seconde  equation  donnera  facilement : 
d'oü  : 
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k  etant  un  nombre  entier  positif  ou  negatif.  ()n  voit  par  lä,  que  tous  les  coeffi- 
cients  s'obtiendront  au  moyen  des  quantites  a^,  a^,. .  .«2„-i  q^i  restent  arbitraires. 
Si  ä  la  condition  rf(oc-{-AK)  =  //.r)  on  substitue  la  condition  plus  particuliere 
n{x-{-lK)  =  — //(t^),  tous  les  coefficients  ä  indices  pairs  devront  etre  nuls,  ce 
qui  reduira  ä  moitie  le  nombre  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  je  considere  l'expression 

sm  am  ix) .  i'  (sm-^am  ix)) — — ^^ —  /(sin -am [xy) , 

oü  F[jo)  et  f[jc)  designent  deux  fonctions  entieres,  l'une  du  degre  m,  l'autre  du 

1       Il(x') 
degre  m  —  1;  je  remplace  sin  am  (o?)  par  — =-•— ^^^.  le  numerateur 

n^x)-f^Ax)        j^-   ec^yHx     e\x)J      sj^  0^)  ^V7'0^;| 

verifiera  les  deux  equations : 

n{x-^2K)  =  -//(^),      n{x-\-2iK')  =  ~,~''"'^'^'^'^'^'''"'  n{x) 

independamment  des  valeurs  des  coefficients  au  nombre  de  2m +  1  qu'il  ren- 
ferme ;  il  en  representera  donc  la  Solution  la  plus  generale.  Mais  d'une  autre 
part,  je  considere  le  produit  des  1m-\-\   facteurs 

H{x  +  «,) .  £r(^  +  «2) . . .  H{x  +  a,j  .  H{x  +  a,^^^^^) : 

il  satisfait  evidemment  ä  la  premiere  des  equations  precedentes ,  et  on  voit  sans 
peine  qu'il  veriüera  la  seconde,  en  assujettissant  les  constantes  a,.  «,, . . .  a,  .  a., 
ä  la  seule  condition 

a,  +  «o  +  •  ■  •  +  «.,    +  (I,    , ,  =  2iK, 

1     I        2     I  I        2111    '        2(»-|-I  ,J -'-^ ) 

j  etant  un  nombre  entier  quelconque.  En  introduisant  un  facteur  constant ,  on 
aura  une  nouvelle  expression  de  la  Solution  generale,,  dont  la  comparaison  avec 
la  premiere  donne  le  theoreme  exprime  par  Tegalite  : 

^  \  T^/  •  9          ^^       d.B'mam(x)  „,  .  „ 
sin  am  {x)  F{^m^  am  [x]) — !^A  /-(sin^ am  {x)) 

==  Tonst    ^(^  +  ^i)^(^  +  ^g---g(^  +  ^.„,H-i) 

Ainsi  nous  ohtenons  sous  la  forme  trouvee par  Abel  les proprietes  fondamentales  des 
fonctions  eUiptiques  relatives  ä  hiddition  des  arguments. 
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Dans  le  cas  le  plus  simple ,   celui  de  m  ^r  i .   on  aura : 

sin  am  (ä;)  {ßm^2im{x)-\-A)--B = — ^  =  Const. — ~ - \ r_. 

dx  e\x) 

Les  coefficients  A,  B  dependent  des  quantites  a^  et  a^  au  moyen  des  deux  equa- 
tions  qui  expriment  que  le  premier  membre  s'annule  pour    .v  =  —  a^,  x  =^  —  a^. 
Si  l'on  suppose  a^  =  —  «35  on  trouvera 

-B  =  0.         A  =  — sm^am(«j), 
ce  qui  donnera: 

H{x)  H{x  +  ftj)  Hix  —  a^) 


sinam(Ä;)[sin^am(Ä;)  — sin^am(aj)]  =  Const. 
sin''' am  (a:)  —  sin^am(aj)  =  Const. 


G\x) 
et  par  suite: 

H{x  -f-  «j)  H{x  —  «j) 


e\x) 
log  [sin2am(;r)  —  sin^am  (a, )]  =  const.  -f  log  H{x  -\-a^)-\-  log  H{x  —a^)  —  2  log  0{x) . 

Cette  derniere  equation  conduit  ä  la  theorie  des  fonctions  de    3™^   espece,  en 
difFerentiant  par  rapport  ä  «j ,  et  integrant  par  rapport  ä  x. 
Mais  je  reprends  les  deux  equations 

'"^  (  4-7'') 

ji{x-\-4:iq  =  n(x),      n(x-{-2iK')  =  (—lyr''^      u{x), 

dont  la  Solution  generale  est  donnee  par  l'expression 

n{x)  =  AH'\x)  +  BH"-\x)  G(x)  H \-  I&\x) 

+  lH'{x)  0(x) -  H{x)  e'(x)]  [A'H>'-^\x)  -j-  B'H"-%x)  0{x)~j 1-  /'6>«-2(^)] . 

2t-T 

En  faisant  a  =  e      "et 

*W  =  /7(^)  +  a//(ä:  +  ^)  +  ,.^/7(:.  +  ^)+...+cc«->/?(^+ifül±^), 

on  aura  toujours  la  seconde  equation : 

fp{x-\-2iK')  =  {—l)"c~"^^"'^'''^(p{x), 
mais  de  plus : 

Posant  donc 

_     iiix 

yy(x)  =  c  ^^(P{x), 
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il  viendra : 

Je  mets  ä  la  place  du  facteur  ( — 1)"^  ^"''^^  ©t  je  fais 

W,(x)  =   'Pix  +  (t±)Ä  _  P.  iE')  ■ 
j'obtiendrai  par  lä  les  deux  equations 

On  aurait  pu  faire  plus  generalement : 

^  ^  V     '  w  n  J 

V  designant  un  nombre  impair  quelconque,  et  on  serait  arrive  aux  memes  con- 
ditions.     En  faisant 

Jl  _  J^ 
M  ~    K  ' 

on  trouvera,  comme  je  Tai  dejä  etabli,  que  le  nombre  n  soit  impair  ou  pair: 
Nous  voici  donc  parvenus  au  theoreme  exprime  par  l'egalite  suivante : 

=«  '1«-^>(.jir+ 3 ;+*®'ly+ m )\- 

Sans  m'arreter  a  la  determination  des  constantes  a,  h,  il  est  clair  qu'en 
rempla9ant  a  successivement  par  toutes  les  racines  de  l'equation  binome  «t?**  =  1, 
ou  en  faisant  /?  =  0,  1,2,...??,  —  1,  on  aura  un  Systeme  de  n  equations  lineaires 
qui  donneront: 

Cette  nouvelle  expression  de  la  fonction  //(jx)  conduit  au  developpement  en 
Serie  de  toute  fonction  rationnelle  de  sinam(,r)  et  de  sa  derivee.  f  J'ai  remarque 
ä  ce  Sujet,  qu'en  cherchant  le  developpement  de  la  fonction 

II  14 
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d'apres  celiii  de 

011  arrivait  au  resultat  suivant : 

1 

La  fonction  e^^^'  H[x)  donne  de  meme : 

0 

La  theorie  de  la  transformation  decoule  bien  simplement  des  memes  prin- 
cipes.  Considerez  en  efFet ,  la  somme  ou  la  somme  des  produits  deux  ä  deux, 
trois  ä  trois  etc. ,  ou  le  produit  des  n  fonctions  {^  etant  impair) : 

Soit  ^x[(io)  le  numerateur,  ^oW  le  denominateur :  pour  l'une  et  pour  l'autre  de 
ces    deux  fonctions  on  trouve  les  conditions : 

desquelles  il  resulte : 

Or  la  fonction  0i(a;t)  sera  paire  ou  impaire  selon  qu'elle  sera  relative  a  une 
somme  de  produits  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre  impair  de  fonctions.  Dans 
le  premier  cas  on  devra  faire  J.^  =  0 ,  dans  le  second ,  B^  =  0;  d'ailleurs 
pour  0o{x)  on  a  toujours  Aq  =^  0.  De  lä  resulte  que  la  somme  des  produits 
2ä2,   4ä4,...w  —  1  k  n — 1    des  quantites 


H{x) 
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est  constante,    et   qu'elles   peuvent  etre   considerees   comme   les   racines   d'une 
equation  du  n^^  degre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  du  premier  degre  de 

On  en  conclut  l'expression  connue  de  cette  derniere  fonction  par  une  fonctioii 
rationnelle  de  l'une  quelconque  des  quantites  precedentes  etc.     Toutes  ces  pro- 

prietes  speciales  ä  la  fonction  ä  double  periode      J\     ,    decoulent  immediate- 

ment,  comme   on  le   voit,  de    l'equation  de   definition   des  fonctions    H  et    & 

simplement  periodiques;   on    peut   meme    remarquer   la  grande   extension   que 

re9oit  le  developpement  en  produit  infini  de  sin  am  (jc) ,  qui  a  ete  obtenu  la  pre- 

miere  fois  comme  consequence   des  formules  de    transformation ,  au  moyen  de 

l'egalite  obtenue  plus  haut ,  savoir ; 

/  N  -E^/  •  2       ,   .\       d.8mam{x)  ..  .  „       /   xn 
sinam(it;)  i'  (sin'' am  (a;)) ,  f{sm^sim{x)) 

_  ^  H{x  -f  ai)  H{x -|-  «2)  ■  •  •  Ii{oc  -\-  a2w+i) 


Jusqu'ä  present,  je  n'ose  point  encore  esperer,  Monsieur,  d'appliquer  avec 
succes  la  methode  precedente  ä  l'analyse  des  fonctions  de  deux  variables  ä  quatre 
periodes  simultanees;  ce  sera  donc  sous  un  autre  point  de  vue,  que  je  vais 
essayer  de  lier  en  quelques  points,  par  des  resultats  analogues,  la  theorie  des 
fonctions  Abeliennes  et  des  fonctions  elliptiques.  iVinsi  je  prendrai  les  fonctions 
de  3°^^  espece,  et  sous  la  forme  suivante: 

fU  J{a)         J{h)  X     2dx      /  J{a)         J{h)  \    2dy\  , 
J  \\x  —  a^  X  —  h  )    Jx       \y  —  a       y — h  )    Jy)'' 

l'integrale  etant  assujettie  ä  s'evanouir,  lorsqu'on  fait  ä  la  fois  a?=  0,  y  =  0^ 
^{oc)  representant  la  racine  carree  du  polynome  fiX^^'p20c^-\-'i^zC^-\-pii,oo'^-\-'p^3^- 
Je  la  designerai  par  Iliuj  «?,  a,  p  ,  lorsqu'on  y  aura  fait  les  substitutions 

X  =  \{u,i)),         y  =  \{u,v), 

les  nouvelles  variables  u  Qi  v  etant  comme  a  l'ordinaire : 

_    C^  dx         r^   dy  _    r^  xdx        C^  ydy 

14* 
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et  de  meme   «:=Xo^a,  ß),   6^Xi(a,  ß).     On  aura  alors  les  expressions  suivantes 
des  coefficients  differentiels : 

1     dn  J{a)'  J(b) 


2      öy  (a — a;)(a  —  y)        (b  —  x)(b — y) 

J'introduirai  pareillement  les   variables    a  et  v    dans   les  fonctions  de  seconde 

espece ,   savoir : 

f/x^dx        y^dy\  f/x^dx        y^dy\^ 

J  K  J{x)  "^  J{y)  J    ^'  J\  Jix)  "^  J{^y)r 

elles  deviendront  respectivement : 

Cela  pose ,  la  premiere  etant  designee  pour  un  instant  par  [u,  v\,  et  la  seconde 

par  (w,v)2  5  je  ferai 

E^  {u,  v)  =  2p^  {u,  v\  +  S^i.  {u,  v\    et    E^  {u,  v)  =  p^  {u,  v\ ; 

on  aura  alors  le  theoreme  exprime  par  l'egalite  suivante : 

(1.)    II{u,  V,  a,  ß)  —  y/(a,  ß,  u,  v)  =  i^gC^ü— ßw)  +  ^E^  (u,  v)  +  ^E,{u,  v)  —  uE^  (a,  ß)  -  vE^ (a,  ß) , 

de  laquelle  se  tirent  les  valeurs  des  fonctions  completes.  Prenons  en  effet  pour 
M  et  V  deux  demi  -  periodes  simultanees  i^jj  les  valeurs  correspondantes  de  iV 
et  y  donneront  J{x)  =  0  ,  J(j/)  ==  0  ;   ainsi  Ton  aura : 

On  remarque  sur  cette  expression  un  singulier  genre  de  discontinuite  de  la 
fonction  11.  En  efFet,  les  arguments  u,  v  etant  quelconques,  il  est  hors  de 
doute  qu'on  peut,  sans  alterer  sa  valeur,  ajouter  les  periodes  simultanees  aux 
arguments  a,  ß;  mais  si  Ton  suppose  u=^i,  v=j,  la  fonction  deviendra  uni- 
quement  periodique  pour  ces  indices ;  c'est  ce  qu'on  verifie  aisement  sur  la  valeur 
precedente. 

L'egalite  (l.)  peut  etre  transformee  en  une  autre  plus  simple.     Posons 
Z^iuyv)  =  E^(u,v)  —  Au — Bv,        Z^{u,v)  =  E^{u,v) — A'u — B'v 
et  determinons  A,  B,  Ä,  B'  par  les  conditions 

Ai-\-Bj  ==  E^(i,j),        Ai'^Bj   =  ^1  (*',/), 
Äi-\-B'j  =  E^,j),        A'i'^B'j'  =  E^^ii'J), 
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i'j  j'  designant  deux  autres  demi-periodes  simultanees.     Faisons  en  outre 

0  {U,  V,  7.  ß)  =  n{ii,  V,  a,  ß)  -|-  wZj (a,  ß)  +  vZ^{rj.,  ß)  —  c{rxv  —  ßw) , 
c  etant  une  constante  dont  la  valeur  est  (;  =  p,2-\-B — Ä,  il  vicndra: 

(2.)  <P{u,  V,  rj.^  ß)  —  0 (a,  ß,  u,v)  =  —  c{av  —  [iu) . 

Dans  le  theoreme  exprime  ])ar  cctte  ei>alite,  la  fonction  0,  commc  il  aise  de  le 
Yoir,  jouira  de  la  propriete  que 

<?(w-f-  2i,  V  -f  2j,  7.,  ß)   =    ^{ih  V,  ri^  ß)  , 
$(m  +  2i',  V  +  2/,  a,  ß)  =  0(w,  V,  rj.,  ß) ; 

ainsi  on  obtiendrait  une  fonction  separement  periodique  en  u  et  en  v^  en  prenant 

2I>V  QN  rf/^***  +  «'^  jU-\-j'v  ^\ 

^P{u,v,rx,^)  =   0^^ i- -,         ^^       ,  a,  ßj- 

Peilt -etre  cela  conduira  - 1  -  il  ä  un  develof)pement  de  la  fonction  sP"  de  la  forme 

V/,        ^(»m+>ro)V'— 1 

J'ai  remarque  ä  ce  sujet  que,  le  theoreme  d'Abel  permettant  d'exprimer  alge- 
briquement 

/  m  -)-  i'v      ju  -\-  j'v  \  /  w  +  i'v      ju  -\-fv  \ 

''Vir'  TZ        J  ^Vtt  ■jt/' 

a;u  moyen  de 

,    /  in      ju\       ,   { iu      ju\       ,     .    f  i'v      i'v  \       .   f  i'v      i'v  \ 

on  obtenait  im  nouveau  genre  de  reduction  des  fonctions  de  deux  variables  ä 
des  fonctions  algebriques  de  fonctions  d'une  variable,  parfaitement  analogue  ä 
celui  que  vous  m'avez  fait,  Monsieur,  l'honneur  de  m'ecrire;  mais  ce  cas  parti- 
culier ,  auquel  j'ai  et^  ainsi  amene ,  ne  m'a  point  semble  moins  difficile  ä  traiter 
que  le  cas  general. 

Quoiqu'il  en  soit,  le  theoreme  d'Abel  donnera  poiir  l'addition  des  argu- 
ments  dans  la  fonction  //  l'egalite : 

Iliu  +  m',  V  +  V,  0..  ß)  =  n{u,  v,  a,  ß)  -f-  /7(^t^  v',  a,  ß)  -f-  log/'(^«,  v,  u' ,  v',  a,  ß) ; 
et  on  aura  de  meme: 

(3.)        0(w  +  «*''  '^  +  ^'y  ^)  ß)  =  ^  (**'  '^>  ^'j  ß)  +  ^  {^'>  '^'>  «5  ß)  +  log"/'(w,  V,  u'f  v',  a,  ß) . 
L'egalite  (2.),  au  moyen  de  laquelle  on  peut  faire  Fechange  simultane  des  argu- 
ments  Uy  v  et  a,  ß ,  nous  donnera  le  theoreme  correspondant : 

<P{a,  ß,  ^t -f-  u',  v-\-v')  =   0(a,  ß,  u,  v)  +  0(ct,  ß.  u',  v')  -j-  log /'(«*,  v,  u',  v',  a,  ß) , 
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auquel  on  pourrait  arriver  aussi  par  une  voie  directe.  Cela  pose,  je  mets  dans 
requation  (3.),  a  la  place  de  u,  u ,  v,  v',  respectivement,  i-\-Uy  i-]-u'jj-\-v,j-{-v'; 
il  viendra: 

0  (m  -f  u'-\-  2i ,  V  -|-  v'-\-  2} ,  o..  '^) 
=   ^{ti-\-  i,  V  +/.  a.  |3)  +  0 (m'+  i,  v'-\rj,  o..  [i)  +  log  f{u  -^i,v  +;,  ti'-\-  i,  v'-]-j,  a,  ß) , 

ou  bien : 

^  {u -\- u' ,  V -\-  v',  a,  ß) 
=   ^{u-\-h  V  +i,  a.  ,3)  +  0(w'+  i,  v'-{-j,  ri.  ß)  +  log/'(?f  +  r,  v  -\-j,  m'+  i,  v'-\-j,  a.  ß)  . 

Cela  etant,  je  fais:   a  =  u  —  u'^  [i  =  v  —  v',  ce  qui  donne  : 

^{u-\-u',v-\-v',u  —  u',v  —  v') 
=  fp(^i-\-i,v-\-j,u — u',v  —  v')-{-  4*{u'-\-i,v'-\-j,  u  —  u',v  —  v') 
-\-  ]ogf{ti  -{-i,v  -\-j,  u'-\-  i,  v'-\-j,  u—u',  V — v') . 

Je  change  ensuite  u^  v'  en  — u',  — v'.  Comme  la  fonction  0  change  de  signe 
avec  les  deux  arguments  Uj  v,  le  terme  0( — u'-{-iy  — v'-{-jy  . ..)  pourra  s'ecrire 
—  ^{u  —  iyv' — jj...);  et  en  ajoutant  aux  .deux  premiers  arguments  leurs  pe- 
riodes  2i,  1j,  — (p(7i-{-i,  v'-\-j,  . . .),  de  sorte  qu'il  viendra: 

$iu  —  u',  V  —  v',  u -\- u!,  v-\-v') 
=  ^{u  ~\-i,v  -\-j,  u  +  m'j  v-{-v')  —  4>{u'-\-  i ,  v'-\-'j ,  u  -\-  u',  v-\-v') 
+  log f\u -\-i,v-\-j,i  —  u,  j  —  v',  u -\- u',  v-\-v'). 

En  ajoutant  membre  ä  membre  les  deux  dernieres  egalites,  et  developpant  dans 
le  second  membre  par  le  theoreme  sur  l'addition  des  deux  derniers  arguments, 
il  viendra: 

^{u-^ii'jV-^-v',  u  —  u',  V — v')4-  0(w  —  u',  v  —  v',  u-\-u',  v-\-v') 
=  2^{u-\-i,  v-\-j,  u,  v)—24>{u'-{-i,  v'-\-j,  u,  v')  -\- fonct. log^ 

Enfin ,  si  Ton  applique  au  premier  membre  le  theoreme 

0  {u,  V,  a.  ß)  —  0  (a.  ß.  M, «;)  =  —  c  (w  —  ßtt) , 
on  obtiendra  Tegalite 

^{u  -f-  u',  V  -\-  v',  U  —  11,  V  — v' ) 
=  0  (w  +  i  ,<  v  +i,  u  ,v)  —  $  {u'-\~  i,  v'-{-  j,  u',  v')  —  c  {iiv' —  ii'v)  -\-  une  fonct.  logarithmique, 

par  laquelle  la  reduction  des  fonctions  elliptiques  de  3™*^  espece  est  etendue  aux 
fonetions  Abeliennes. 

Mais  j'ai  entrevu  un  autre  genre  de  demonstration ,  fonde  sur  des  conside- 
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rations  toutes  difterentes,  et  dont  je  vais  essayer  de  donner  l'idee  en  l'appliquant 
aux  fonctioiis  elliptiques. 

8oit ,  cornme  ä  l'ordinaire  : 


posons 

dx 

Q  {x  —  a)  J{x) 


J  e\     \X  et)  • 


on  trouvera  facilement : 

et  en  differentiant  de  nouveau  par  rapport  ä  a : 

da  '  Jq    Jx        (x  —  a)^        a^ 

D'ailleurs  on  a  immediatement : 


,,  ,     d^  J(a)  ^\^^^^  dxJ  J{a) 


dx  x  —  a  dx  {x  —  a)^  '       ' 

on  en  conclut  cette  equation : 

En  prenant  pour  variables  independantes  les  arguments  ^  et  a  des  fonctions 

X  =  sin  am  (^),         a  =  sin  am  (a), 

et  mettant  ^(am(a))  au  Heu  de  ^(sin  am  (a  )  = -^^^^^^ ,  il  viendra: 

^  '  da 

^^^           ^'^        o  2r   ■         .  N  ./       ,  ^^   ,     ^(am(a)) 
-^2-  =  -^^^ 2x^ ^  sin  am  (a)  ^(am  (a))  +  -^  ^ 


Soit 

E{a)  =   l    sin2am(a)rfa    et  z  ==  —-^-^^Eirj)— ( -^'^''^---\-ll■ 
JQ  J  sinam(a)    '      ' 

on  aura 

-^  =  -^,     donc  u  =  F{rj.-\-^)J^flrj.—  i). 
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Considerons  donc  l'^galite : 

Jq    smam(e)  — smam(a)  ^  ^  '  J  smam(a)  v     i    y  i  /v 

En  faisant  E  =  0  .  on  a 

on  trouverait  de  meme  pour  a  ==  0 : 

donc 

F(r,)J^f(a)  =  F(a)  +  /-(-a)     ou     f{a)  =  /-(-a). 

Je  m'arrete  un  instant  ä  cette  remarque ;  car ,  sans  aller  plus  loin ,  on  peut 
tirer  de  lä  les  theoremes  fondamentaux  des  fonctions  elliptiqiies.  En  effet,  en 
difFerentiant  par  rapport  ä  ^ ,  il  vient : 

^am(a))__        _  _  F'(a-\-^,)-ria-^). 

sinam(£;— smam(a)  ^  ^  v     i    /      /   v         / 

Faisant    successivement      ^  =z  a^-\-ay    ^  =  £C  —  a     et   retranchant ,    on    obtient 

l'egalite 

J(sim  (a)) ^(am(a)) 

sin  am  {x-\-a)  —  sin  am  (a)        sinam(ri!  —  a)  —  sin  am  (a) 

=  F'(o-+x  +  a)  —  F'{a-\-x—a)—f'(a  —  x  —  a)-\-f'(a  —  x-{-a). 

Or  la  fonction  f'{ai)  etant  impaire ,  on  voit  immediatement  que  le  second  membre 
est  symetrique  par  rapport  a  o?  et  a :   on  aura  donc : 

^(am(a))  ^(am(a))  

sin  am  {x-\-ä)  —  sin  am  (a)        sin  am  (x  —  a)  —  sin  am  (a) 

^(am(a;))  J{3im{x)) 

sin  am  (</.  -\-a)  —  sin  am  {x)        sin  am  (a  —  a)  —  sin  am  {x) 

De  lä  se  tire  le  theoreme  d' Eni  er  sur  l'addition   des  fonctions  elliptiques.     Soit 
en  effet  a  =  0  ,  on  aura : 


sin  am  {x  -{-  a)        sin  am  {x  —  a) 

J{2im{x))  J(&m(x))  2sinam(a)-J(am(ic)) 

sin  am  (a) — sinam(Ä;)        sin  am  (a)  +  sin  am  (a;)  sin^am(a)  —  sin^am(a;)  ' 
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et  permutant  x  et  a: 

1,1  2  8inam(a;)^(am(a)) 

^m2im{x-\-a)        sin  am  (a; — a)        "  sin''' am  (a?)  —  sin^am(a)  ' 

donc,  en  ajoutant  membre  ä  membre: 

1  sinam(a;)z/(am(a))  —  sinam(a)^(am(ic)) 

sin  am  (ic -j- a)  sin^am(a;)  —  sin''' am  (a)  ' 

ce  qui  se  ramene  sans  difficulte  ä  la  formule  connue.  De  la  meme  source  on 
tire  encore  le  theoreme  sur  l'addition  des  arguments  dans  la  fonction  de  3®  espece, 
en  operant  ainsi  que  je  Tai  fait  dans  une  lettre  adressee  ä  M.  Liouville,  im- 
primee  dejä  dans  les  Comptes  -  rendus ,  et  qui  paraitra  de  nouveau  dans  le 
prochain  numero  du  Journal  de  mathematiques.  II  ne  serait  pas  difficile  d'arriver 
ä  la  forme  que  vous  prenez  ordinairement ,  Monsieur,  pour  les  fonctions  de 
troisieme  espece ;  il  sufiirait  pour  cela  de  partir  de  la  formule  suivante ,  qu'on 
demontrerait  comme  precedemment ;  savoir,  i  etant  une  quelconque  des  quantites, 
qui  donnent  sin  am  {u  -\-  i)  =  sin  am  [u  —  i): 

^(am(a  +  ^))  ^(am(7.-[-0) 

^mBm{x-\-a)  —  sinam(a-f-*)         sinam(a: — a)  —  sinam(a-|-i)  ^ 

Jiüixa  {x-\-i))  J{2iai{x-\-i)) 

sinam(a-)-a)  —  sin  am  (i*? -|- i )         8inam(a  —  a), — sinam(a;-]-i) 

et  de  prendre  i  tel,  que  -; ttt-  =  0. 

^  ^        sinam(«) 

Mais  je  reviens  ä  l'egalite: 

Jq    sin  am  (E)  — sin  am  (a)  J  sin  am  (a) 

Changeons  a  en  — a,  puis  retranchons  membre  ä  membre,  il  viendra: 

■  1 


2sinam(a)^(am(a)).de        2^,^^^^^  =  FiaJr^)^f{a-^)-F{l~a)-fi-^-a)^ 


'q     sin^am(^) — sin''' am  (a) 

Le  second  membre  pourra  encore  evidemment  etre  represente  par  F[a-\-Z)-j-f{a — 6), 
et  puisque  le  premier  s'annule  pour  ^  =  0,  et  a  =  0,  par  F{^-\-a)  —  F[^  —  a), 
F  etant  une  fonction  paire.  Pour  la  determiner,  difFerentions  par  rapport  ä  ^; 
puis  faisons  ^  =  0  .  il  viendra : 

^  '  sm^^amCa) 

II.  15 
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d'oü,  en  posant  Z{a)  =  j  E{a)da: 

F{a)  =  — ^logsiü=^am(a)  —  x^Z{a)-^ 
il  vient  donc  cette  eiJ:alite : 


•^  0 


2  sin  am  (a)  ^(am  {a)).d^ 
sin^am(E) — sin''^ani(a) 


de  laquelle  se  conclut  sans  peine  tout  le  reste  de  cette  recherche. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  JACOBI  ADRESSEE  A  HERMITE. 


Berlin,  le  6.  aoüt  1845. 

».  .  .  Les  principes  dont  vous  partez  pour  parvenir  aux  formules  de  la 
transformation  inverse  que  j'ai  publiees  sans  demonstratio!!  dans  le  Journal  de 
M.  Grelle,  sont  precisement  les  memes  qui  d'abord  m'ont  conduit  a  ces  for- 
mules. Ensuite,  j'avais  fait  une  espece  de  tour  de  force  en  prouvant  ces  formules 
par  la  Substitution  meme  des  expressions  si  compliquees  de  radicaux  faite  dans 
l'equation  differentielle  ä  laquelle  elles  doivent  satisfaire.  Pour  mieux  faire  saisir 
l'esprit  de  cette  derniere  demonstration  en  quelque  sorte  synthetique,  j'ai  com- 
mence  par  publier  une  application  de  la  meme  methode  ä  la  demonstration  des 
formules  de  la  transformation  directe,  dans  un  memoire  imprime  dans  le  Journal 
de  M.  Grelle,  tome  VI,  pages397  et  suivantes*).  Plus  tard,  je  suis  parvenu 
ä  une  troisieme  demonstration  qui  repose  entierement  sur  la  decomposition  de 

—-SktK—  en  fractions  simples,  pour  laquelle  j'ai  etabli  les  formules  dans  une 
de  mes  le^ons  donnees  ä  l'universite  de  Koenigsberg. 

»Quant  aux  formules  de  developpement  du  produit 

H(x -\- Gl) II{x -{- a2) .  . .  H(x-{-an), 
oü 

ßi  +  «2  -f-  •  — h  ««  =  SjÄ", 
et  des  fonctions  homogenes  de  H{aj)  et  0{x),  je  les  avais  d'abord,  comme  vous, 
deduites  des  proprietes  analytiques  et  caracteristiques  des  fonctions  H{a:)  et  ©{x), 
et  j'y  ai  fait  allusion  dans  le  Journal  de  M.  Grelle,  tome  XXVI,  pagelOS**). 


*)  Tome  1.  de  cette  edition,  pag.  319. 
**  1  Tome  1.  de  cette  edition ,  pag.  356. 
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Depuis ,  j'ai  remarque  que  Ton  peut  parvenir  aux  memes  formules  par  la  con- 
sideration  elementaire  et  algebrique,  qu'etant  mis 

Vi  =  ^1  +  ^;         ^2  =  ^2  +  ^'     ®*<^- 
ä  chaque  Solution  des  deux  equations 

^1  "r^2 "1    *  * '    I  '^M  ^^  Pf        -^1  ~r  ^2 "T  *  ■  •  ~r ^n  =^  ^f 
repond  une  Solution  des  deux  autres  equations 

yl+yl-] \-yl  =  ^--^  +  ^*(|:+0' 

yi-\-y2-\ h2/„  =  a-\-nh. 

On  mettra  pour  a  les  nombres  0,  1,  2,  ...,  n  —  1,  et  pour  b  tous  les  nombres, 
depuis   — 00  jusqu'ä  +oo. 

»Mais  ce  qui  auparavant  ne  m'est  jamais  venu  dans  l'esprit,  c'est  votre 
idee  ingenieuse  et  tres-originale  de  faire  ressortir  de  ces  memes  principes  le  theo- 
reme  d'Abel,  tant  qu'il  s'applique  aux  fonctions  elliptiques.  Ne  pensez-vous 
pas  consacrer  un  memoire  particulier  ä  cette  matiere  qui  se  detache  tres-bien  des 
autres  questions? 

»En  cherchant  ä  tirer  la  transformation  directe  des  proprietes  des  fonctions 
@,  Sans  faire  usage  de  leur  decomposition  en  facteurs  infinis,  vous  avez  pense 
savamment  aux  cas  plus  generaux ,  oü  probablement  l'on  se  doit  resigner  ä  l'im- 
possibilite  d'une  decomposition  en  facteurs. 

»Dans  mes  le^ons  universitaires  de  Koenigsberg,  moi  aussi  j'ai  eu  cou- 
tume  de  partir  des  fonctions    0.     Dans  ces  le9ons ,  en  multipliant  quatre  series 

00 
—00 

pour  differentes  valeurs  de  a;,  et  en  transformant  les  exposants  par  la  formule 

j'ai  obtenu  tout  de  suite  une  formule  de  laquelle  decoulent,  comme  cas  particu- 
liers  et  sans  le  moindre  calcul,  les  expressions  fractionnaires  des  fonctions  ellip- 
tiques, les  theoremes  sur  l'addition  des  trois  especes,  et  plusieurs  centaines  de 
formules  interessantes  auxquelles  on  ne  saurait  arriver  que  par  un  calcul  alge- 
brique fatigant.  Dans  un  des  premiers  volumes  du  Journal  de  M.  Grelle,  j'ai 
donne  des  formules  d'addition  et  de  transformation  conjointes ,  ressortantes  de  la 
multiplication  seulement    de  deux    0.      Ces.  formules  fönt  voir  que  l'on  peut 
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arriver  par  deux  transformations  successives ,  non  -  seulement  ä  la  miiltiplication, 
mais  encore  aux  formules  de  l'addition. 

»Dans  les  memes  le9ons ,  j'ai  examine  l'ensemble  des  differentes  formes  que 
peut  prendre  ime  meme  fonction  S.  En  faisant  iisage  de  la  methode  employee 
par  Lagrange  pour  la  reduction  des  formes  quadratiques,  j'ai  trouve  le  fait  ana- 
lytiqne  reraarquable  que ,  q  etant  une  quantite  imaginaire  quelconque ,  on  peut 
toujours,  et  par  la  seule  multiplication  par  une  quantite  de  la  forme  e*"^,  ramener 
la  fonction  &  ä  une  autre  oü  le  module  de  q, .  ce  mot  pris  dans  le  sens  de 
M.  Cauchy,  soit  <e~"'^* .  C'est  une  limite  precise,  c'est  ä  dire  qu'etant  prise 
une  quantite  inferieure,  il  y  aura  toujours  des  cas,  oü  le  module  de  q  dans  toutes 
les  formes  que  pourrait  prendre  la  fonction  @  restera  superieure  ä  cette  quantite. 

»L'addition  des  parametres  dans  la  troisieme  espece  des  integrales  abelien- 
nes  et  l'echange  des  parametres  avec  les  amplitudes  me  sont  bien  connus.  II 
y  a  douze  annees  environ  que  je  les  ai  communiques  ä  deux  de  mes  eleves, 
M.  Richelot,  de  Koenigsberg,  et  M.  Senff,  ä  present  professeur  de  mathema- 
tiques  pres  l'universite  de  Dorpat,  et  qui  etudiait  ä  Koenigsberg  lorsque  je  trouvai 
ces  formules.  J'avais  d'abord  prouve  l'addition  des  parametres,  independam- 
ment,  par  la  seule  diiferentiation  de 

sjR  —  UsJx' 
U  et  R  etant  deux  fonctions  de  Vordre  tn  et  2m.    Puis  je  Tai  deduite  de  l'echange 
mutuel  des  parametres  et  amplitudes,  qui  se  trouve  aisement  en  remplagant  la 
somme  des  deux  integrales  simples 

r       \JrxR[a).dx     _\    f'^     \lxR{x).da 
'J 0    {x  —  a)SjxR{x)       J 0    {x  —  a)\JaR(a) 
par  la  double  integrale 

dxda  r        1         fd.xR{x)        d.rxR(a)\        aR(a)  —  xR(x)-\ 


r  r  dxda  r        l         /d.xR{x)       d.aR(ay\ 

J  J  \I^M^)\J^Mx)  iK^  —  o)  V       dx  da       J^ 


\laR{a)\JxR{x)lK^  —  '^)^       dx  do.       J   '  {x—'o)^       J 

oü  Ton  prouve  sans  peine  que  la  fonction  de  x  et  de  a,  placee  entre  les  grands 
crochets,  est  entiere.  Depuis,  j'ai  appris  par  les  Oeuvres  posthumes  d'Abel, 
quelle  est  la  generalisation  dont  ces  theoremes  sont  susceptibles. 

»Feuilletant  mes  anciens  papiers,  j'y  ai  trouve  la  demonstration  de  quelques 
theoremes  par  lesquels  on  donne  aux  formules  d'addition  des  integrales  abeliennes 
de  la  seconde  et  de  la  troisieme  espece  une  forme  analogue  ä  celle  sous  laquelle 
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les  formiiles  d'addition  des  integrales  elliptiques  de  ia  seconde  et  de  la  troisieme 
espece  ont  ete  presentees  par  Legen dre,  ce  qui  contribue  ä  rendre  de  plus  en 
plus  parfaite  l'analogie  entre  les  fonctions  abeliennes  et  elliptiques*). 

Permettez-moi  d'aj outer  une  construction  geometrique  de  la  transformation 
dite  de  Landen,  la  premiere  qui  ait    ete   connue  des   fonctions    elliptiques. 


A         0      K  B 

Soit  AB  le  diametre  d'un  cercle :  si  l'on  mene  d'un  point  P  du  cercle  la  droite 
PK  au  centre  K,  1' angle  PKB  est  double  de  PAß;  mais  si  l'on  mene  la  droite 
ä  un  autre  point  fixe  O  du  diametre ,  on  obtient  l'angle  dans  lequel  par  la  trans- 
formation de  Landen  se  change  Tamplitude  PAB   d'une  integrale  elliptique 

dont  le  complement  du  module  est  =5^,  le  module  transforme  etant  -=r-T .     En 

±>0  KA 

effet  soit  R  le  rayon  du  cercle ,  KO  =  a,  PAB  =  [3 ,  POB  =  cp ;  variant 
P  en  P',  on  aura  dans  le  triangle  iniiniment  petit  POP', 

PP'BinPP'O  =  OP  sin  POP'; 


donc 


or 


donc 


2Rd^ .  cos  KPO  =  OP.d^,       -^  =  -W-  \j>n  '•> 
'  ^         OP  R  cos  KPO  ' 

OP^  =  jB2-|_a2-L2Pacos2ß  =  (P  +  a)2cos2ß  + (i2  —  a)2  sin^ß, 
BHos^KPO  =  R''—R'sm^KPO  =  R^— a^  sin^ '!^ ; 

2c?ß  _  d'!^ 


V(i2  +  a)^cos=^ß-|-(^— a)2sin^3  \J  R' cos' '!^ -{- {R'' —  a^)  äin"^ 'b 

On  a,   en  meme  temps, 

.    ^   _    J.P.sinß    _  2PsiDßcosß       

siny  —         Qp        —    ^(^  _|_  (j)2  cos^  ß  +  (P  —  a)^sln^ ' 

ce  qui  est  la  Substitution  de  Landen. 

»Je  suis  aussi  parvenu  ä  etendre  au  theoreme  d'Abel  ma  construction  de 
l'addition  des  fonctions   elliptiques.     Dans   cette  derniere,    la  corde    PQ   d'un 


*)  La  demonstration  de  ces  theoremes  a  ete  publiee  des  l'envoi  de    cette  lettre  dans  le  Journal  de 
M.  Grelle  Vol.  XXX,  pag.  121.  (Tome  II.  pag.  75  d.  c.  ed.) 
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cercle   touche   constamment  un   autre   cercle.      Soit    T    le  point   d'intersection 

de  deux  positions  consecutives  (PQ,  P'Q)  de  la  droite;  les  deux  angles  QQ'T  et 
P'P  T  etant  egaux  d'apres  une  propriete  du  cercle ,  on  aura  — --  =  ^~ ,  ou 
bien,  les  arcs  PP',  QQ'  etant  infiniment  petits, 

PP'  ^  QQ' 
FT  QT  ' 

ce  qui  est  l'equation  differentielle ,  dont  par  la  construction  de  la  droite  inscrite 
ä  Tun  et  circonscrite  ä  l'autre  cercle  on  trouve  l'integrale  complete  et  algebrique, 
la  meme  qui  a  ete  donnee  par  Euler.  A  present,  je  suppose  qu'une  corde  C 
d'une  courbe  I  du  it^'^^  degre  touche  constamment  une  autre  courbe  II.  Soient  P 
un  point  d'intersection  de  la  corde  mobile  avec  la  courbe  I,  et  ds  =  \[dai^-\-dif^ 
l'element  de  la  courbe  I  dans  ce  point,  T  le  point  de  contact  de  la  corde  C  avec 
la  courbe  II;  si  f{Xjy)  =  0  est  l'equation  de  la  courbe  I,  je  demontre,  par  des 
considerations  mixtes  de  geometrie  et  d'algebre,  la  formule  generale 


-V(fJ+(fJ 


=  0, 


dy 

^{x^y)  etant  une  fonction  entiere  quelconque  de  o?  et  y  de  l'ordre  n — 2,  et  la 
somme  s'etendant  aux  n  points  d'intersection,  le  signe  du  radical  etant  -f-  ou  — , 
Selon  que  ces  points  sont  de  Tun  ou  de  l'autre  cote  de  T.  Supposons  en 
particulier  que  la  courbe  I  rentre  [dans  ces  courbes  pour  les  points  desquelles 
on  peut  exprimer  o?  et  y  par  des  fractions  dont  les  numerateurs  et  le  de- 
nominateur    commun   sont   des   fonctions    entieres  d'une   troisieme   variable    t, 

{V  =  -^,  y  =  -}-.  '^i  '^i-,  '^2  etant  du  w'""^  degre,  ce  qui  meme  pourra  toujours  se 
faire  pour  les  courbes  du  premier  et  du  second  degre.  Faisant  usage  de  divers 
theoremes  etablis  dans  mon  memoire  sur  l'elimination  (Journal  de  M.  Grelle, 
tome  XV),  je  trouve  que,  [3(^)  etant  une  fonction  quelconque  de  t  du  [n  —  2)**'"* 
degre,  on  aura: 

ß(0  ^^  _        'A^>y)ds 


v/(l)+(^^' 


dyJ 
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^[x,y)  etant,  comme  ci-dessus,  du  [n — 2)'*""  degre.     On  aura  donc. 

^   T.PT     "~ 

Soit  la  courbe  II  un  cercle  ayant  pour  equation  ^^-j-y^  =  l ;  on  aura 
donc 

les  w  integrales  etant  prises  entre  les  limites  correspondantes  aux  intersections 
de  la  courbe  I  avec  deux  tangentes  quelconques  du  cercle.  Soit  f[t)  une  fonction 
donnee  du  [Ip)'^  degre,  prenons  trois  fonctions  entieres  de  t  quelconques, 
*F[t),  üj  Ti,  respectivement  du  (jo  — 2)'%  [n—pY^',  n'^'  degre,  döterminons 
deux  autres  fonctions  du  w*''"*  degre,  x  et  Xg,  au  moyen  de  la  formule 

et  supposons  enfin,  que  dans  requation-somme  trouvee  on  ait  ^it)  =  ü^{t)  et 
que  les  limites  des  integrales  correspondent  aux  intersections  de  la  courbe  I  avec 
les  deux  tangentes  du  cercle  paralleles  ä  Taxe  des  x,  on  aura  l'equation-somme 


^J     KlfW) 


0, 


V/IO 
les  limites  des  n  integrales  etant  les  racines  de  l'equation 

ce  qui  est  le  theoreme  d'Abel.  Mais  la  forme  sous  laquelle  ce  theoreme  se 
presente ,  d' apres  la  construction  precedente ,  ne  semble  pas  depourvue  d'intöret. 
Comme  je  n'ai  etudie  avec  soin  que  les  integrales  qui  ont  sous  le  signe  une  racine 
carree,  je  ne  saurais  dire  si  la  formule  generale  dont  je  suis  parti  en  prenant 
deux  courbes  quelconques  I  et  II,  comporte  la  meme  generalite  que  le  theoreme 
g^neral  d'Abel.  Par  vos  travaux  sur  ce  theoreme  pris  dans  toute  sa  generalite, 
vous  serez  mieux  que  moi  ä  meme  d'en  juger. 

»Ne  soyez  pas  fache,  monsieur,  si  quelques  -  unes  de  vos  decouvertes  se 
sont  rencontrees  avec  mes  anciennes  recherches.  Comme  vous  diites  commencer 
par  oü  je  finis ,  il  y  a  necessairement  une  petite  sphere  de  contact.  Dans  la  suite, 
si  vous  m'honorez  de  vos  Communications,  je  n'aurai  qu'ä  apprendre.  .  ,  .« 
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ÜBER  DIE  VERTAUSCHUNG  VON  PARAMETER  UND  ARGUMENT 
BEI  DER  DRITTEN  GATTUNG  DER  ABELSCHEN  UND  HÖHERN 

TRANSCENDENTEN. 


1. 
Unter  den  hinterlassenen  Arbeiten  Abels  finden  sich  zwei  kleine  Aufsätze, 
der  9^®  und  10*^  im  2*^*^  Bande  seiner  gesammelten  Werke,  in  welchen  die  Sätze, 
welche  Legend re  über  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  der 
dritten  Gattung  der  elliptischen  Integrale  gefunden  hat,  zu  einer  grofsen  Allge- 
meinheit erhoben  sind.  Ich  will  hier  diese  Arbeiten  Abels  reproduciren ,  um 
sie  durch  eine  etwas  abweichende  Darstellung  vielleicht  in  ein  besseres  Licht  zu 
setzen. 

In  der  ersten  der  beiden  Abhandlungen,  welche  den  Titel  führt:  nSur  une 
propriete  remarquable  d'une  classe  tres  etendue  de  fonctions  transcendantes^^  (S.  54  — 57 
am  angef.  ().),  beweist  Abel  ein  Theorem,  welches  mit  dem  folgenden  über- 
einkommt : 

»Es  sei   f[oc)  eine  ganze  rationale  Function  von  oc;   es  seien  f^{cc)    und  f^ix) 
zwei  beliebige  andere  ganze  rationale  Functionen  von  x,  deren  Summe 

Hx)+f,{x)  = 

man  setze  ferner 


so  wird 


d\o^'^{x)    ^   f^{x)  d\o^^{x)    ^   f^{x) 

dx  f{x)   '  dx         ~    f\x) 

ein  Aggregat  von  Producten  von  der  Form 

dx 


^       frx'^da.     fx'U 

^'"'VIM'J  VC 


'li  {rj)      J     cp  {x) 

WO  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und  die  Gröfsen   C„. ,,  Constanten  sind.« 
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Der  vorgelegte  Ausdruck ,  welchen  ich  mit 

/dx  I  clo. 

bezeichnen  will,  kann  folgendermafsen  dargestellt  werden: 

E  =      ff(^'^^S?{^)    [        1      \    'fi^)dadx 
JJ\        da  X  —  a  J  {x  —  a)cp(a?) 

d\o^'^{x)    .        \      \    <\>{x)d'y.dx 


-m 


dx  -a  —  X  J  {a  —  ^)<]>(a) 

oder  da  in  Folge  der  Gleichungen,  durch  welche  die  Functionen  cp(a?)  und  (j;(a?) 

definirt  wurden ,  ihr  Product 

<p(a;)^(a:)  =  f{x) 
wird,  durch  die  Formel: 

^-  JJ    (x-ay'!^{a)^(x)    "^^^"^      JJ    ia-x)moi)^{x)    '^'''^ 

JJ  {x  —  ay'!^{a)(^{x) 

df(x) 
Setzt  man     'J^  '  — /i(<r)    für  ^2^?    '^^  wird  der  Zähler   des   Bruchs   unter  dem 

doppelten  Integralzeichen: 

/•(a)-/(^)-(a-:r)^4-(^-«)[A(«)-/'x(^)]. 

Dieser  Ausdruck  geht,  wie  man  sogleich  sieht,  durch  [pc  —  a)^  auf.    Ich  will  den 
Quotient,  welcher  eine  ganze  rationale  Function  der  Gröfsen  x  und  a  ist,  mit 

vp      ,,„,.  _    /•(a)-/-(^)  +  (^-a)[/i(a)+/-2(a^)] 

Z-Uv«^     ^       —  {x  —  rjf 

bezeichnen,  wo  die  Gröfsen  C,„.„    von  a  und  x  unabhängige  Constanten  sind. 
Durch  Su 
Werth  in 


Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks    verwandelt  sich   der  für    TI   gefundene 


„ y  „       r  a"'da     f  x^^dx 


was  der  zu  beweisende  Satz  ist. 

Entwickelt  man  die  Brüche  -. — -^-{^j        ^  '    nach  absteigenden  Potenzen 

{x — ay       X  —  a  ^ 

von  X,  so  wird  C^„  der  Coefficient  von  a'"cr"  in  dieser  Entwickelung ,  da  aus 
den  beiden  andern  Termen  des  für  2C„j„a'"a?"  angegebenen  Ausdrucks  nur  ne- 
gative Potenzen  von  x  hervorgehen.     Setzt  man 

fix)  =  Va^o;',      f,ix)  =  l4^x^,      fix)  =.  c-\-lj~-iaf^-\-af)x<+^, 
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WO  c  eine  Constante  ist ,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise ; 

n  —      ~(^^^  +  l)    /    (m-i-«+l)     ,        (m-|-«+l)  V     .        (w+u+1) 

m-j-w-|-2^  '  ^12 

Über  die  Grenzen  der  Integration  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Damit,  wie  gesetzt  worden, 

cp(a) 

da 


y(g-)     I  X  —  a 

X  —  a        J  da 


sei,  mufs  das  Integral  von  einem  solchen  Werthe  von  a  an  genommen  werden, 
für  welchen  ^(a)  verschwindet,  und  ebenso  mufs  in  der  Gleichung 


■/ 


■H^)   _  I  '^"c— X  ,^^, 


a — X        J  dx 

das  Integral  von  einem  solchen  Werthe  von  x  an  genommen  werden,  für  wel- 
chen (J>  [x]  verschwindet.  Aufserdem  aber  dürfen  die  Intervalle ,  über  welche  in 
Bezug  auf  a  und  x  integrirt  wird ,  keinen  Werth  mit  einander  gemein  haben, 
oder  es  darf  kein  Werth ,  den  a  während  der  Integration  annehmen  kann ,  mit 
einem  Werthe ,  den  x  während  der  Integration  annehmen  kann ,  zusammenfal- 
len, weil  die  Vertauschung  der  Ordnung  der  Integration,  welche  den  obigen 
Betrachtungen  zu  Grunde  liegt ,  nur  dann  allgemein  zulässig  ist ,  wenn  |die  zu 
integrirende  Function  nicht  in  diesen  Intervallen  unendlich  wird. 
Es  sei 

f{x)  =  {x  —  7.i)"^  {x  —  a^Y^  {x  —  a^f^ ..., 
wo  |JLi,  [I2?  H-s  etc.  ganze  positive  Zahlen  sind;  man  erhält  dann: 

fi(oo)-\-f2{x)   ^     df\x)     ^  }xi V±__j^ V^ I    g^^ 

f{x)  f\x)  dx  X  —  ai  "'    X  —  a2        X  —  «3 

Man  kann  daher,  wenn 

für  die  Differentialquotienten  von  log9(,2?)  und  \o^^[x)  folgende  Ausdrücke  setzen: 

dx  f{x)  X  —  ai    '    a?  —  a-i        X  —  «3    '         '  "*"     ' 

3 =  Tr~v  = •  +  etc.  —  U . 

dx  fix)  X  —  Oll        rr  — a2        ä; — aa    ' 
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Die  Function  U  kann  hier  eine  beliebige  'ganze  rationale  Function  von  x  sein, 
und  aufserdem  noch  für  die  verschiedenen  Werthe  von  i  Aggregate  von  Brüchen 
von  der  Form 


enthalten.  Dieses  ist  die  allgemeinste  Annahme,  unter  welcher  die  Functionen 
fAx)  und  f<i{x)  ganze  Functionen  bleiben  und  ihre  Summe  =  'j-  wird.  Die 
Function  fJJdx  wird  daher  immer  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene 
Function  von  x,  deren  Nenner  nur  die  Factoren  x  —  a^  hat,  und  jeden  in  einer 
niedrigem  Potenz,  als  in  der  ihn  f{x)  enthält.  Es  werden  demnach  in  dem 
aufgestellten  Theorem  die  allgemeinsten  Formen,  welche  cp(a?)  und  ^{oß)  anneh- 
men können. 

rp  {x)  =  e^  (x  —  a,y^  {X  —  rj.,y-^  (x  —  a^f^ ..., 

i^[x)  :=  e" ^ (x  —  aiY' {x  —  o-of^ix  —  o-sf' . . ., 
■yyro    Bi  +  Yi-    ß2  +  T2  ®^*^-    ganze  positive  Zahlen    sind,  die  Null  ausgeschlossen, 
und  P  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Function,  deren  Nenner  nur  die 
Potenzen  von  x  —  aj,  x  —  Og  etc.    als  Factoren  enthält,  und  zwar  jedes   x  —  a 
höchstens  in  die  (ß.-fY,  — 1)*^  Potenz  erhoben. 

Hieraus  ergiebt  sich  das  folgende  Theorem. 

T  h  e  o  r  e  m  I. 

»Es  sei 

cp  {x)  =  c^  (x  —  ai)^'  {x  —  as)''^  (x  —  «3)'*'  •  •  . , 
(];  (x)  =  e~-^(x  —  aiY^  (x  —  (/.2)^''  (x  —  7.3)^3 .  ,  .  ^ 
wo    ßi  +  Yi ,  %-\-  72  etc.    ganze  positive  Zahlen  sind ,  die  Null  ausgeschlos- 
sen, und 

P_  Q  

(^x—a^y^+'\-\x—a2y.+r.-~\x  —  asy^+'-'--  •  ' 
WO   Q  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  von   x   ist;  es  seien  ferner 
d^^  und  af  die  Coefficienten  von  x'  in  den  ganzen  rationalen  Functionen 


so  wird 


!/  (x)  — V —     und     z>  (x) 

dx  '  dx 

da. 


/dx  f 

{x  —  rj.)r^{x)         '^   V   {a  —  x)^(a.) 
sr  f      n-\-l         (m+n+i)  m-^l        (m+»i+i)A  fo.'"drj.     C x^dx 

^  V  m  +  7J  +  2     -^  m  -f- «  +  2    1  Jj    ^ (a )"  '  J   '^{ 


(x) 
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WO  die  Integrationen  in  Bezug  auf  a  und  a?  von  solchen  Anfangsgrenzen 
an  zu  nehmen  sind ,  für  welche  cp(a)  und  (|;(^)  verschwinden.« 
Die  von  Abel  (S.  56  a.a.O. oben)  hinzugefügte  Beschränkung,  dafs  die  Ex- 
ponenten ßi,  Yi  etc.  positiv  und  kleiner  als  1  sein  müssen,  ist  nicht  für  alle  we- 
sentlich nothwendig.  Wäre  dies  der  Fall,  so  könnte,  wie  aus  dem  Vorigen  erhellt, 
niemals  P  eine  gebrochene  Function  sein,  wie  doch  Abel  annimmt.  Soll  in 
dem  vorstehenden  Theorem  <^{ic)  dieselbe  Function  wie  cp(a?)  sein,  so  wird  es 
die  Quadratwurzel  einer  ganzen  rationalen  Function,  cp(,r)  =  t];(:i?)  =  \f{x). 
In  diesem  Falle  mufs  immer  P  verschwinden.     Setzt  man  für  denselben  Fall 

wo  ^bi  der  Coefficient  von  ai'  in  /"i/r)  ist,  so  wird  "* 

Cm,  n  =  ,n  —  m)  6„+«+2  5     al^o     C»,  „,  =  0 . 

2. 

Ich  komme  jetzt  zu  der  grofsen  Ausdehnung,  welche  Abel  dem  schon 
so  allgemeinen  Theorem,  welches  im  Vorigen  bewiesen  worden,  gegeben  hat 
(s.  Abh.  10.  des  2^®^  Theiles  seiner  Werke  S.  58— 65).  Zu  dem  näheren  Ver- 
ständnifs  dieser  Ausdehnung  ist  es  nöthig,  einige  Sätze  über  lineare  Differential- 
gleichungen voranzuschicken. 

Hat  man  einen  Ausdruck 

Ay+Anj'+Aoy" \-Antf-h 

wo  v^'^  =  — ^  und  A,  A,  etc.  Functionen  von  x  sind ,  so  entspricht  ihm  immer 

ein  anderer 

Bz^ Biz'+  ^2 ^"  •  •  •  +  5«^^"^ 
in  der  Art,  dafs  für  unbestimmte  Functionen  y  und  z  der  Ausdruck 

ein  vollständiges  Differential  wird.     Diese  Bedingung  erfordert  die  Gleichung 

mittelst  welcher  der  zweite  Ausdruck  aus  dem  gegebenen  bestimmt  wird,  und 
durch  dieselbe  Bedingung  wird  auch  auf  ganz  ähnliche  hxt  der  gegebene  Aus- 
druck aus  dem  zweiten  mittelst  der  Gleichung 

Ay+A,y'+A.J'...+A,t^^^  =  -By+^^ __^...+ _^^ 
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bestimmt.     Ich  werde  mit  [y\  und  [y\  die  Ausdrücke 

d.B.y 
dx 

^    ,,             ,      ,    d.ÄiV        d'^.A^y         ,    d*\Any 
lyl  =  By+B,y'+B..y"---+B..y^^'^  =  -Äy+-^ dP'^- " '±"^7^ 

bezeichnen,  und  das  Integral 

setzen.     Wenn  man  in  den  Functionen  A,  Ä^  etc.,  B.  B^  etc.   für  die  unabhän- 
o-io-e  Variable  x  eine  andere  einführt  und  nach  dieser  differentiirt ,  so  werde  ich 
dieselbe  den  Klammern  oben  rechts  beifügen. 
Wenn  z  eine  Lösung  der  Gleichung 

W2  =  0, 
y  eine  beliebige  Function  ist,  so  folgt  aus  der  vorstehenden  Formel, 

fs[_y\dx  =  [^,^], 

und  ebenso,  wenn  y  eine  Lösung  der  Gleichung 

z  aber  eine  beliebige  Function  ist, 

fyis\dx  =  ly,s\. 
Wenn  y  und  z  gleichzeitig  Lösungen  der  Gleichungen 

iy\  =  0,     Wo  =  0 

sind ,  so  wird  [y,  z]  einer  Constanten  gleich. 

Es  seien  A,  A^  etc.  ganze  rationale  Functionen  von  x,  so  werden  auch 
B,  Bi  etc.  ganze  rationale  Functionen  von  x  sein.  Nennt  man  51,  5li  etc.  die 
Functionen  von  a,  welche  aus  Ay  A^  erhalten  werden,  wenn  man  a  für  x 
substituirt,  und  setzt 

A  —  %         ^     A^—%x         .p  A  — St.         -p 

./;  —  7.  X  —  7.  X  —  7. 

SO  werden   P,  Pi  etc.    ganze  rationale  Functionen  der  beiden  Gröfsen   x  und  a. 
Substituirt  man  in 

LJJ2  -  J^         ^rjf.  ^^2  —         ^^n 

für  ?/  den  Bruch  ,  und  setzt  statt  der  Differentiationen  von  nach  x 

^  X  —  a  X  —  a 

die  nach  a,  abwechselnd  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  so  erhält  man 


LX  —  7.  J2  La.'  —  a  J 


^"^  _  P  I  i^  _  ü^ . . .  +  ÜÄ 

1  dx  dx^  ~  dx*" 
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1 


^^)     r    1    -!(") 
+  

2         LX — aJi 


eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  a.     Icli  will  diese  ganze  rationale  Function 
von  X  und  a  mit   U  bezeichnen.     Setzt  man 

it     vi))) 


SO  wird 
(1.) 

Ist 


(hj 


Lx  —  a 


(") 


+ 


-X  —  a  U 


(X) 


X  —  a 


+n«.%+(=y^». 


wo  m  und  jt>  nur  ganze  positive  Werthe  annehmen,  so  ergiebt  sich  C,„     aus  (l.) 
auf  doppelte  Art ,  nämlich    als  Coefficient  von  oo^  in  dem  Ausdrucke 

^-('»  +  l)^  +  ('»+l)('»  +  2)jf|ä  — ■  +  (m+l)(».  +  2)...(,«+„)^=[^-,.-.j^, 

oder  als  Coefficient  von  a'"  in  dem  Ausdrucke 


.P+1 


Die  Identität  dieser  beiden  für    C„j  ^,   gefundenen  Darstellungen  folgt  auch  un- 

*)  Setzt  man 

{p  +  \){p^2)...{p  +  i)  (m  +  l)(m  +  2)...(mfO 

(v  +  l)(.  +  2)...iv  +  0      '"^    (v+l)(v  +  2)...  (.-f-0  ^'-^»^ 

wo  V  =  in  ■\-p-\-\,  so  führt  die  Vergleichung  der  beiden  obigen  Bestimmungen  von  C'„,      auf  die  Gleichun» 


dx  dx'^ 


dx" 


=  0, 


welche  man  mittelst  der  bekannten  Formel 


1    v+1         *    (v+l)(v  +  2)         '    (v+lKv  +  2)(v  +  3)  •"-    (v+l)(v  +  2}...  (>*  +  /t") 


wo   Ä;.. 


A(^--l)...(^-»-f  1) 
1.2...« 


ein  vollständiges  Differential. 
II. 


_  {p-i-l)ip  +  2)...{p  +  k) 
(v+l)(v  +  2)...(v  +  Ä)  ' 

,    veriiicirt.     Es  wird  daher  der  Ausdruck. 

Mi/  +  M,  y'+  M^y"  . . .  +  Mn y(") 


17 
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mittelbar  aus  der  Betrachtung,  dass  in 

als   dem  Differential  des  Ausdrucks    [a)~''~\  ^~'"~^] ,    welcher  aus  blofsen  Poten- 
zen von  cc  besteht,  der  Term  —  nicht  vorkommen  kann. 

X 

Ich  multiplicire  die  Gleichung  (i.)  mit 

doLclx 

wo  — ^r-  und     ,  -  ,     respective  Lösungen  der  Gleichungen 

(j>{x)  ^j;(a)  r  6  6 

r  1   y^)  _  r  1  !('')  _ 

sein  sollen ,  und  integrire  nach  a  und  oj.     Man  erhält  aber  zufolge  der  obigen 
Formeln : 


und  daher 


rr    1    y^)  dx  _  r  i     _J__T^ 

J  Ix  —  aJ2    <p(ic)  L<p(a;)  '  X  —  aJ 

J   La  —  a;Ji    '}(a)  La  —  x^  'K^) -^ 


rr_J_        1      Y'^  da  fr      1 L_T"^_^  =   ffJJdoi 

^  '^       J   l^(x)'  x  —  a\     ^{a)       J  la  —  x'  '!^{a)i     cp(^)  JJ^!^{rx)r^ 


'.dx 

In  der  Formel  (2.)  sind  die  beiden  Ausdrücke  [y^z]  so  beschaffen,  dass  y 
eine  Lösung  der  Gleichung  [y]^  =  0'  oder  z  eine  Lösung  der  Gleichung  [z]^  =  0 
ist.     Für  diese  Fälle  kann  man  Folgendes  bemerken. 

Es  seien  y^,  y^^  ...  j/„  die  n  Lösungen  der  Gleichung  \_y\-=  0,  und 
Zx^  z^,-,  '  .  '  z^  die  n  Lösungen  der  Gleichung  \z\^  z=;  o ,  so  sind  die  nn  Ausdrücke 
fe  ^ft]  Constanten  gleich.  Da  man  für  z-^^  z.^,^  .  .  .  z,^  beliebige  lineare  Functio- 
nen derselben,  deren  Coefficienten  constant  sind,  einführen  kann,  so  kann  man 
sich  diese  constanten  Coefficienten  so  bestimmt  denken,  dass  die  Ausdrücke 

{.Vi^  ^J  =  1 , 
dagegen,  wenn  ^  und  k  verschieden  sind,  die  Ausdrücke 

iVv^^  =  0 
sind.    Mittelst  dieser  Bedingungen  sind  für  gegebene  Lösungen  ^i,  y^,  •  ■  -y^  die 
Lösungen  z^^  z^^  . . .  2;,,,    und  umgekehrt  für  gegebene  Lösungen   z^^  z^^  . . .  z^  die 
Lösungen  y^^y^-,  •  •  -y,,  vollkommen  bestimmt.    Hat  man  nämlich  für  eine  belie- 
bige Function  z  die  n  Gleichungen 
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welches  n  lineare  Gleichungen  zwischen  z,  z. 


z      =    z 
z"     =    s 


_^(«-l)^^0'-lV^^_5,(«-lV^^ 


.  2;^"  '^  sind ,   so  folgt : 


+^lr-^>^\.; 


indem  man  sogleich  sieht,  dass  durch  die  Substitution  dieser  Werthe  den  n 
'Gleichungen  Genüge  geschieht.  Eben  so  erhält  man  für  eine  beliebige  Function 
y  aus  den  n  Gleichungen 

ly,s{\  =  5i,      ly,S2]  =  52,     . 


die  Werthe 


y    =    yiS\  +  1hS2  + 
y'   =   y'isx  +  3^2*2  + 


ly,sn']  =  s„ 
~\~  yn  5«  > 

+  y'n^n 


y 


y'ih  +  2/2  52  +•  •  •  +  y'nS,,, 


y'''-'^=y'r\+yV\+  •  •  •  +yi'-'K' 

Setzt  man  in   ?•,•  =  [^,-,  ;2;]    für   2;    die  Function  von    £Cy    welche  durch  das 


Integral 


^   _      r drj. 

gegeben  ist,  und  — -—-^=zy.^  so  folgt  aus  (2.): 

C\         1     l^^)  drx  C\     1  1    Y«)     ,     ,    ffyiUdadx 


und  daher 


^f''-,+4\+---+4"^  =  [^"■''^]*°+'""' 


wenn  man 


zii,  ^  ,f)  fiA^^^f  fiJ^ + . . . +.(0  r^!^, 

^  J  a  —  X         ^  J   0.  —  X  "7   a  —  X 


dx 


setzt.      Man    erliält    daher   durch  die   im  Vorhergehenden    zur   Auflösung  der 
Gleichungen 


[?/p^]    =    ^'i-,  [?/2'^]    =    *'2' 


r^^n'^] 


17 
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gegebenen  Formeln  für  die  Functionen  Zj  z,  .  .  .  z^"'~^^  die  Werthe 

Man  setze  in  dieser  Gleichung  für  -— ^  nach  und  nach  Ci,  C2;  •  •  •  C„,  wo  Ci 
dieselbe  Function  von  a  sei,  die  %  von  o?  ist.  Man  bezeichne  ferner  die  der 
Lösung  -— -  =  Ci  entsprechenden  Werthe  von   V'^'^  mit   V[f\  so  hat  man: 

Setzt  man  hierin  für  k  die  Werthe  1,  2,  .  .  .  /z_,  so  erhält  man  n  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  Gröfsen 

.^        dZ^        d^Z^)  '    d*^-^Z('^ 

'        dn.    '  da'    '     '   '   '        da»--'    ' 

und  nach  den  obigen  Auflösungsformeln,  wenn  u,  dieselbe  Function  von  a  be- 
deutet, welche  y,  von  x  ist, 

Es  ist  aber 

da* 
ferner 


u«7(')4-ufFi'> f-«^^'^^^''^  =  SuWF^'^  =  llo^'')2(0  ffcvMdadx, 

11'22  'hj!  0        9  3       ^^     I   I  '5"^" 

wo  für  die  beiden  Indices  ^  und  Ä  die  AVerthe   1,  2,  ...  w  zu  setzen  sind.     Man 
erhält  daher  folgendes  Theorem. 

Theorem. 
»Es  seien   A,  A^^  ...  A„  und  B,  B^^  .  .  .  B^,  ganze  rationale  Functionen 
von  oß,  welche  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass,  wenn  man 
durch  die  oberen  Accente  die  Difl^erentialquotienten  bezeichnet,  für  zwei 
beliebige  Functionen  y  und  z  der  Ausdruck 

z[Ay+Aiy'+A2y"-  ■  •  -^Äny^^'^\-{-y{B2-{-Bi^'-\-B.2^"-  -  •  -f-^n^^j 
ein  vollständiges  Differential  wird ;  es  seien 


Vi,    2/2>  •  ••  y» 

c 
Ay+A,y'-{-A2y" h^n^/'"^ 


die  n.  von  einander  unabhängigen  Lösungen  der  Gleichung 
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und 

die  von  ihnen  abhängigen  Lösungen  der  Gleichung 

Bs-^-Bxs'-^B^z" yB^^'")  =  0, 

welche  man,  was  immer  möglich  ist,  so  bestimmt,  dass  das  für  unbestimmte 
Functionen  y  und  z  und  ohne  Hinzufügung  einer  willkürlichen  Constante 
dargestellte  Integral  des  Ausdrucks 

z\Ay-^A^y'^...\^y\Bz^Bxz^...\ 
verschwindet,  wenn  man  y=-yi  und  z  =  z^,  oder  =  1  wird,  wenn  man  y^^y.y 
z  =  Zi  setzt ;   es  sei  ferner  C™  „  der  Coefficient  von  —  in  dem  Ausdrucke 

—  ä;-'»-i  \  Ay  -\-Ax  y' ^An  y^*"^  \ , 

wenn  y  =  .^"^"S  oder ,  was  dasselbe  ist ,  in  dem  Ausdrucke 

x-v-^\By^-B,y'-..+B,,t-)\, 
wenn  y  =  oo~"'~^  gesetzt  wird ;  es  seien  endlich 

die  Functionen  von  a,  in  welche  sich 

Vx^    2/2'     •  •  •  2/,p      ^v     h^     ••  •  ^n 
verwandeln ,  wenn  man  a  für  x  substituirt ,  so  wird : 

^^  n  J  (a-^y+^  +^2  J  (,._^.yH-i  +  •  •  •  +^nj  ^a-xy+\\ 

WO  in  der  mit  S  bezeichneten  vierfachen  Summe  g  und  h  die  Werthe 
1,  2,  ...  w  erhalten,  m  und  p  alle  Werthe,  für  welche  sich  in  einer  oder 
in  mehreren  von  den  Functionen  x~^~^Ai  ein  Term  x""^  findet,  und  die 
Accente  i  und  k,  welche  die  Ordnung  der  Differentiale  anzeigen,  beliebig 
angenommene  Zahlen  aus  der  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  w  —  1  sind.« 
Die  im  vorstehenden  Theorem  gegebene  Formel  umfasst  nn  Gleichungen, 
welche  man  aus  der  Combination  aller  Werthe  von  i  mit  allen  Werthen  von  k 

erhält.     Man  kann  mittelst  derselben  die  nn  Gröfsen    /  ,    ^'  f.. , ,    linear  durch 

J   {x — a)^+i 

- — "'   ^^, , ,     ausdrücken   und  umgekehrt.      Für   w  =  1    erhält 
man  den  §.  \ .  entwickelten  Satz. 
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Wenn  die  Differentialgleichung 

Äy-{-Äiy' hA«/('"^  =  0 

die  besondere  Form 

hat,  welche  ich  in  meinen  Untersuchungen  über  die  Kriterien  des  Maximum  und 
Minimum  bei  den  isoperimetrischen  Problemen  betrachtet  habe,  wird  die  Differen- 
tialgleichung 

mit  ihr  identisch,  oder  es  wird 

B  =  —A,     Bi  =  —^1,     ^2=  —Ä2,     ...     Bh=  —An. 

Man  kann  diese  linearen  Differentialgleichungen  als  solche  bezeichnen,  bei 
denen  jede  Lösung  zugleich  ein  Factor,  welcher  sie  integrabel  macht,  und  jeder 
solcher  Factor  eine  ihrer  Lösungen  ist.  Sie  nehmen  für  eine  gerade  Ordnung 
immer  die  obige  Form  an ;  für  eine  ungerade  Ordnung  kann  man  dieselben  pas- 
send so  darstellen : 

,         ^^■•^J-+ dS + de? +etc.  =  0. 

Bei  der  Integration  dieser  Differentialgleichungen  bietet  sich  der  merkwürdige 
Umstand  dar,  dass  durch  eine  bekannt  gewordene  Lösung  sich  ihre  Ordnung  um 
swei  Einheiten  verringern  läfst,  und  die  übrigen  Lösungen  sich  je  nach  der  wei- 
tern Verringerung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung,  die  sich  durch  sie 
erreichen  läfst,  unterscheiden.  Man  kann  ihre  Lösungen  y^.  y^^  .  •  -  yn  immer 
so  bestimmen,  dass  die  aus  denselben  auf  die  oben  angegebene  Weise  abgelei- 
teten Lösungen  z^^  z<i,^  .  .  .  z^,  mit  ihnen  übereinkommen ,  so  dass 

^1  =  Vx^    ^2  =  2/2;   •  •  •  ^„  =  y,- 

Um  das  aufgestellte  allgemeine  Theorem  in  ein  vollständiges  Licht  zu 
setzen,  und  insbesondere  die  Anfangsgrenzen  der  Integrale  zu  bestimmen  und 
die  nothwendigen  Beschränkungen  des  Theorems  anzugeben ,  ist  es  nöthig .  den 
Charakter  der  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen ,  deren  Coefficien- 
ten  ganze  rationale  Functionen  der  Variablen  sind,  näher  zu  ergründen,  wofür, 
wenn  man  die  zweite  Ordnung  überschreitet,  noch  wenig  von  den  Mathemati- 
kern geschehen  ist. 

13.  Mai  1846. 
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ÜBER   EINE   NEUE   METHODE   ZUR  INTEGRATION   DER 

HYPERELLIPTISCHEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  UND  ÜBER  DIE 

RATIONALE  FORM  IHRER  VOLLSTÄNDIGEN  ALGEBRAISCHEN 

INTEGRALGLEICHUNGEN. 


Ich  werde  das  System  der  DifFerentialgleicliiingen 
dxi       ,       dX2      _.  _.       dxn       


V^i        \/X2  \/x,. 

X\dxi     I     X2dx2     I  I     XfidXf, 


oc-y     W'3/j      UO2     aoc^  00..     cioc^ 

in  welchem  X^,  Xg.  ...  X„  dieselben  ganzen  Functionen  2?i^^°  Grades  respective 
von  den  Variabein  x^.  x^^  •  •  •  <^„  sind ,  und  n  >  2  ist ,  mit  dem  Namen  eines 
Systems  hyperelliptischer  Differentialgleichungen  bezeichnen.  Man  weils,  dass  sie 
durch  rein  algebraische  Gleichungen  vollständig  integrirt  werden  können. 
Wenn  Xj  und  Xg  vom  4^^"  Grade  sind,  hat  Euler  gefunden,  dass  das  alge- 
braische Integral  der  Gleichung 

dx\  dx2     


\/Xi         SJX2 
eine  Gleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  den  beiden  Gröfsen 

Xi  -\-  X2    und    Xi  X2 
ist.    Die  algebraischen  Integralgleichungen  eines  Systems  hyperelliptischer  Diffe- 
rentialgleichungen hat  man  noch   nicht  in  rationaler  Form  dargestellt,  dürfte 
II.  18 
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auch  dazu  von  den  bekannten  Formeln  aus  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Regeln  zur  Fortschaffung  der  Wurzelgröfsen  nur  mit  Mühe  gelangen ,  insbeson- 
dere wenn  man  eine  solche  rationale  Form  der  Gleichungen  zu  erlangen  wünscht, 
welche  die  Gewifsheit  gewährt,  dass  sie  durch  keine  Combination  derselben 
vereinfacht  werden  kann.  Ich  habe  daher  eine  neue  Integrationsmethode  er- 
sonnen, welche  direct  zu  den  rationalen  algebraischen  Integralgleichungen  eines 
Systems  hyperelliptischer  Differentialgleichungen,  und  zwar  in  ihrer  einfachsten 
Form  führt.  Das  von  Euler  gefundene  Resultat  wird  hierdurch  verallgemei- 
nert. Ich  linde  nämlich,  dass  das  System  von  n  —  1  rationalen  Gleichungen, 
durch  welche  das  oben  aufgestellte  System  hyperelliptischer  Differentialgleichun- 
gen vollständig  integrirt  wird, 

aus   einer   Gleichung  zweiten   Grades    zwischen   der   Summe    der    Gröfsen 
^1 ,  <i72  5  •  '  '  x,^  und  der  Summe  ihrer  Amben  und  aus    n  —  2    andern  Glei- 
chungen besteht ,  mittelst  welcher  durch  diese  beiden  Gröfsen  die  Summe 
der  Temen,  Quaternen  etc.  und  das  Product  der  Variabein  linear  ausge- 
drückt werden. 
Ist   X   die   Function   unter   dem  Wurzelzeichen,    wenn  man    x    die   Variable 
nennt,    so   muss  zur  Bildung  dieser  Gleichungen  die  Function    X    durch  die 
Form  8'^ — RT  dargestellt  werden,  wo  R,  Sj  T  ganze  Functionen  von  oj  vom 
w^®^  Grade  sind.      Die  hierbei  willkürlich  anzunehmenden  constanten  Gröfsen 
geben,  wie  bei  Euler,  die  willkürlichen  Constanten,  mit  denen  die  rationalen 
Integralgleichungen  behaftet  sind. 
Ich  betrachte  die  Gleichung 

Ri/-^2Sy  +  T=  0, 

wo  R,  S,  T  ganze  Functionen  von  x  vom  n^^^  Grade  sind.  Dieselbe  Gleichung, 
nach  X  geordnet,  sei 

(2.)  Yx»  —  YxX-^  +  Y2X-'- ±Yn  =  Ry'-{-2Sy+T  =  0, 

wo  Y,  Yi,  .  .  Yn  ganze  Functionen  von  y  vom  2*^^^  Grade  sind.  Durch  Diffe- 
rentiation dieser  Gleichung  erhält  man: 


dx  2dy 


Ry  +  S  ^  wr^c«-!  — (w— l)ria;"-2H +r„_i 

Nennt  man 

Xi  j    X2 )    •    •    •    <^n 


0. 
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die  n  Werthe,  welche  x  für  ein  gegebenes  y  annimmt,  und  i?,.,  8i,  T,-  die 
durch  Substitution  von  x  i=  x^  aus  jR^  i^,  T  erhaltenen  Ausdrücke ,  so  kann 
man  dieser  Differentialgleichung  die  Form 

dxj 2äy ^  ^ 

\JS^—B  T  ^(^'-  —  ^l)(^'  —  X2)...  {Xi  —  Xn) 

'      /  i     i 

geben,  wo  im  Nenner  des  zweiten  Gliedes  der  verschwindende  Factor  Xi  —  x^ 
auszulassen  ist.  Ist  P,  eine  rationale  Function  von  x^,  und  dehnt  man  die  Sum- 
men auf  die  n  Werthe  von  i  aus ,  so  erhält  man  hieraus : 


\ISf-R,T, 


+  Qdy  =  0, 


wo  die  Gröfse 


Q  =  ^T 


Y  ^   {Xi  —  Xi){Xi  —  X2)  .  .  .  {Xi  —  Xn) 

mittelst  der  Gleichung  (2.)  eine  rationale  Function  von  y  wird.  Ist  insbesondere 
P,-  eine  ganze  Potenz  von  x^y  deren  Exponent  kleiner  als  n  —  1  ist,  so  ver- 
schwindet Q.  Man  erhält  in  diesem  Fall  das  oben  aufgestellte  System  hyper- 
elliptischer Differentialgleichungen  (l.),  wenn  man  auf  irgend  eine  Weise  drei 
ganze  Functionen  R,  S,  T  vom  n^^^  Grade  so  bestimmt ,  dass 

S^—RT=  X 
wird. 

Setzt  man 

{X  —  Xi){x  —  X2)...ix  —  X„)    =   X*'  —  UiX''-'^-\-U2X''-^—-  •  •  ±  W„ ; 

WO  Ui  die  Summe  der  Gröfsen  x^,  X2,  ...  x,,  und  Wg ,  %  etc.  die  Summe  ihrer 
Amben,  Temen  u.  s.w.  bedeutet,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (2.): 

,     .  Yi  Y2  J-n 

(3.)  Ml    =    ^>         W2   =    -y''       •    '    '       ^n    =    Y~' 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  y 
eine  Gleichung  zweiter  Ordnung-  zwischen  u^  und  Wg  •     Denn  die  sechs  Gröfsen 

Y\       Y\,,       Y\2:       Y'ul,       Y^UrU2,       Y'uI 
werden  ganzen  Functionen  von  y  vom  4*^°  Grade  gleich,  welche  aus  5  Termen 
bestehen .  und  man  kann  daher ,  wenn  man  diese  sechs  Gleichungen  mit  con- 
stanten  Factoren  a,  ß  etc.  multiplicirt  und  addirt,  eine  Gleichung  von  der  Form 
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erhalten.  Man  kann  ferner,  wenn  F,„  eine  der  Functionen  Fg,  Y^.  .  .  .  Y„  ist, 
Y  als  einen  linearen  homogenen  Ausdruck  von    Y^,  Fo ,  Y,^  darstellen , 

-i     =    ^''•m  J^l  -r  ^m  J-2  "T  V-iii  ^ni  ) 

WO  v.„,,  X,„^  (i,„,  Constanten  sind,  wodurch  man  zwischen  je  drei  Gröfsen  2<i,  u^^  u^ 
eine  Gleichung  von  der  Form 

erhält.  Es  findet  daher  zwischen  den  Gröfsen  u^^  u^,  .  .  .  u^  eine  Anzahl  von 
n  —  1  Gleichungen  statt,  von  denen  eine  von  der  zweiten  Ordnung  ist  und  die 
andern  linear  sind.  Man  sieht  zu  gleicher  Zeit ,  dass  es  unmöglich  ist ,  diese 
Gleichungen,  insofern  man  sie  als  Gleichungen  zwischen  den  in  den  vorgelegten 
Differentialgleichungen  (1.)  enthaltenen  Variabein  betrachtet,  in  eine  einfachere 
Form  zu  bringen. 

In  den  Ausdrücken  von  R,  S,  T  kann  man  einen  Coefficienten  ;=  1  setzen; 
aufserdem  aber  kann  man  immer  noch  drei  Coefficienten  beliebig  annehmen, 
ohne   dass    hierdurch    die    Allgemeinheit   der  Integralgleichungen    beschränkt 

wird.     Setzt  man  nämlich  — ^— ^ —    statt  y ,  wo  m,  n.  p.  q  beliebige  Constanten 

sind,  welche  die  Gleichung  ?nq  —  np  =  i  erfüllen,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (2.)  in 

R'y'-^2S'y-i-T'=  0, 
wo 

R'  =  m^R-\-2mpS-]-p''T,         T  =  n''Ii-{-2nqS-\-q'T, 

S'  =  mnR-]-{mqi-np)S-{-pqT,        S'S'—R'T'  =  SS—RT. 
Man  kann  daher  die  Constanten  m,  n,p,  q    z.  B.  so  bestimmen,  dass  in  S  zwei 
Coefficienten    =  0    werden,   und    ein    dritter   einen    gegebenen    Werth    erhält. 
Hierdurch  reducirt  sich  die  Zahl  der   in  den   Integralgleichungen  enthaltenen 
Constanten  auf 

3  («  +  !)  — 4  =  3w— 1. 

Die  Zahl  der  in  den  Differentialgleichungen  vorkommenden  Constanten  ist  aber 
nur  2ny  weil  dies  die  Anzahl  der  Coefficienten  von  X  ist,  wenn  man  einen 
derselben  =  1  setzt.  Da  sich  aus  den  angegebenen  n  —  1  Gleichungen  zwischen 
den  Gröfsen  u^,  Wg  ?  •  •  •  ^*n  durch  Einführung  der  Gröfse  i/  die  Gleichungen 
(3.),  und  aus  diesen  durch  die  obigen  Betrachtungen  die  Differentialgleichun- 
gen (l.)  ergeben,  welche  n  —  1   Constanten  weniger  als  die  zwischen  den  Gröfsen 
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Ml,  Mg 5  •  •  •  ^.(  aufgestellten  Gleichungen  enthalten,  so  sind  die  letztern  die  voll- 
ständigen Integralgleichungen  des  aufgestellten  Systems  Differentialgleichun- 
gen (1.). 

Um  die  gegebene  Function  X  durch  die  Form  >S'  —  RT  darzustellen, 
könnte  man  alle  Coefficienten  in  >S^  willkürlich  annehmen,  und  hätte  dann  nur 
ß^ — X  in  zwei  Factoren  R  und  T  vom  n^^^  Grade  zu  zerfallen.  Dies  erfor- 
dert aber  die  Auflösung  höherer  Gleichungen.  Man  wird  mit  Ausziehung  von 
Quadratwurzeln  ausreichen,  wenn  man  folgendermafsen  verfährt. 

Man  bestimme,  etwa  durch  die  sogenannte  Lagrangesche  Interpolations- 
formel, eine  ganze  Function  S  vom  in  —  l)^^"^  Grade,  welche  für  n  willkürlich 
angenommene  Werthe  von  x, 

dieselben  Werthe  annimmt,  wie  die  irrationale  Function  \/X.  Nennt  man 
diese  Function  Sj  so  verschwindet  SS  —  X  für  diese  n  Werthe  von  x  und 
muss  also  durch 

T  =  f{x  —  ai){x — «2)  •  •  •  {x — a„) 

theilbar  sein,  wo  f  ein  constanter  Factor  ist.  Nennt  man  den  Quotienten  R, 
so  sind  R,  S,  T  die  verlangten  Functionen. 

Man  könnte  die  Function  S  auch  vom  n^^^'^  Grade  annehmen  und  noch 
die  Bedingung  hinzufügen ,  dass  sie  für  einen  neuen  Werth  x  =  a  einen  be- 
stimmten Werth  erhalten  solle.  Nähme  man  für  letzteren  wieder  den  Werth 
von  V  X  für  x  =  a,  so  würde  man  noch  von  R  einen  linearen  Factor ,  nämlich 
X — a,  kennen. 

Für  1/  =  0  reduciren  sich  die  Werthe  von  Xi,  X2,  .  .  .  x^,  auf  <«i,  «3,  ...  a„. 
Man  erhält  also,  wenn  man  die  Functionen  R,  S,  T  auf  die  angegebene  Art 
bestimmt  hat,  die  n  —  1    transcendenten  Gleichungen : 

wo  m  jeden  der  Werthe  0,  1,  2 ,  ...  w —  2  annehmen  kann. 

Die  Zeichen  sämmtlicher  Wurzelgröfsen  Vx,  werden  durch  den  Werth 
der  einen  Gröfse  y  mittelst  der  Gleichung 

KiV  +  Si  =  \/X 
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bestimmt.     Man  hat  daher  für  zwei  der  Variabein  jc^  und  aj^^ 

durch  welche  Gleichung  die  Wurzelgröfsen  von  einander  abhängen.  Wenn  y 
von  0  an  sich  continuirlich  ändert,  so  werden  auch  die  Gröfsen  VX,-  respective 
von  ^Ai  an  sich  continuirlich  ändern ,  wenn  man  A^  den  Werth  von  X  für 
oc  =  tti  nennt.  Das  Zeichen  jeder  Wurzelgröfse  VX,  wird  daher  auch  aus  dem 
Zeichen  von  VA  durch  die  Bedingung  der  Continuität  bestimmt. 

Man  setze  jetzt  U^X.  für  X.,  wo  ü  eine  ganze  Function  von  x  von  der 
j^ten  Ordnung  bedeutet.  Es  seien  ferner  R,  S,  T  ganze  Functionen  von  x  von 
der  {n-\-pf^^  Ordnung,  welche  die  Gleichung 

S^  —  RT  =  Ü^'X 

erfüllen ,  und  .^i ,  .^a ,  ...  x^^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Ry'-^2Sy-\-T  =  0, 

die  einem  Werthe  von  i/  entsprechen.    Man  erhält  dann  die  Differentialgleichung 

dxj  2dp ^ ^  ^ 

Ui\/Xi       Y{Xi—Xi)(Xi—X2) . . .  {Xi—x,^p)  ' 

wo  Y  der  Coefficient  von  o?*"^^  in  der  zwischen  x  und  ^  aufgestellten  Gleichung 
und  Ui  der  Werth  von  ZJ  für  a;  =  o?,  ist.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung 
mit  xfUi,  wo  m  wieder  die  Werthe  0,  1,  2,  .  .  .  n  —  2  annehmen  kann,  und 
summirt  für  alle  n-{-p  Werthe  von  i,  so  erliält  man,  indem  man  dem  m  seine 
w  —  1  Werthe  giebt,  folgendes  System  von  ?i  —  1  Differentialgleichungen 
zwischen  den  n-\-p  Variabein  a?i ,  0^2 ,  ...  x„^p : 

i        dxi  dX2  ,  dXn+p         ^ 


VXi                     V-X2                                        \/Xn+p 
X\  (a/X\        .        X2  U1X2         I  I      i^'n-j-jp  aXfi-^p     - 

(3.)  <;   \]x^  "^  ~vS~  v%^p        ' 

Xi     dXi  ^^  X2    dx2  x^^p(ix^^_^p   

Ry^-\-2Sy-^T  =  Yx»+P  —  Yj  x^^+p-^  +  Y^  x''+p~^  —  •  •  •  ±  Y^+p 


Setzt  man 
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und  nennt  Ui,  %,  u^  etc.  die  Summe  der  n-\-p  Variabein  ^i,  .Vg?  •  •  •  ^,^p,  die 
Summe  ihrer  Amben,  Temen  etc.,  so  erhält  man: 

±1  J-2  J-u-\-p 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  Elimination  von  1/  die  algebraischen  Integral- 
gleichungen des  Systems  der  Gleichungen  (3.),  nämlich  eine  Gleichung  zweiter 
Ordnung  zwischen  Ui  und  ^3  und  andere  n  -\-p  —  2  Gleichungen ,  welche 
W3,  M4,  .  .  .  w„+^  durch  Ui  und  Mg  linear  bestimmen.     Setzt  man 

T  =  f{x — ai){x  —  «2)  •  •  •  (^  —  ciu+p), 
wo  f  eine  Constante  ist  und  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Integralgleichun- 
gen zu  beeinträchtigen,  für  p-\-l  der  Gröfsen  %,  «35  •  ••  <^n+p  bestimmte  Werthe 
annehmen  kann ,  so  wird  5^  eine  ganze  Function  [n  -{-pf^^  Ordnung ,  die ,  wenn 
man  für  aj  die  n-{-p  Werthe  %,  »35  •  •  •  ^«+i>  setzt,  dieselben  Werthe  wie  die 
Function  Ü\/X  hat.  Es  wird  dann  S^ — U^X  durch  T  theilbar,  und  der  Quo- 
tient wird  die  Function  R.  Die  mit  den  algebraischen  Integralgleichungen 
identischen  transcendenten  werden 


Ja,    's/W       Ja,    's/W  Ja,+p  \/ Xn+p 


(^^n+p     


'~n-{-p 

so  dass  man  auch  auf  diesem  neuen  Wege  die  Addition  auf  eine  beliebige  Zahl 
von  Variabein  ausdehnen  kann. 

Wenn  man  wieder  die  Zahl  der  Variabein  auf  n  beschränkt  und  zwischen 
Ui  und  v,2  eine  beliebige  Gleichung  zweiten  Grades  annimmt,  so  enthält  diese 
5  Constanten;  wenn  man  ferner  W3,  %,  .  .  .  u^  auf  beliebige  Art  linear  durch 
Wi  und  M2  ausdrückt,  so  enthält  jede  Gleichung,  durch  welche  dieses  geschieht, 
drei  Constanten.  Die  Zahl  aller  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Constan- 
ten ist  daher  5-f-3(w  —  2)  =  dn  —  1  oder  gleich  der  Zahl  der  in  den  Differen- 
tialgleichungen vorkommenden  Constanten  (der  Coefficienten  von  Xy  wenn  man 
einen  derselben  =  1  setzt)  plus  der  Zahl  der  willkürlichen  Constanten,  welche 
die  vollständigen  Integralgleichungen  enthalten  müssen.  Da  man  nun  gezeigt 
hat,  dass  letztere  immer  in  die  angegebene  Form  gebracht  werden  können,  so 
folgt  umgekehrt,  dass  jedes  System  algebraischer  Gleichungen  von  der  angege- 
benen Form  immer  das  System  vollständiger  Integralgleichungen  von  einem 
System  hyperelliptischer  Differentialgleichungen  (1.)  ist,  wenn  man  die  Coeffi- 
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eienten  der  Function  X  unter  dem  Wurzelzeichen  durch  die  Constanten  der 
algebraischen  Gleichungen  gehörig  bestimmt.  Wenn  man  aber  die  angegebene 
Form  der  rationalen  algebraischen  Integralgleichungen  für  n  -\-p  Variable  an- 
wenden will,  so  können  hier  nicht  mehr  alle  Constanten  der  Gleichungen  belie- 
big angenommen  werden. 

Man  kann  das  gefundene  Theorem  auch  folgendermafsen  darstellen  : 
Setzt  man 

f{x)    -=    (&^"  4-  &i  a;«-»  +  Ö2^«-2 \-  hnY 

—  {ax''-\-  «1  ic"-! -\-  a2X»-^ ...  4-  a^y  ^ 
so  werden  die  Differentialgleichungen 

dXi  dX2  .  dXn         

I        ,  i~z;      r        I     *       '  ~1        .  I  „,      -r  '-'  1 


V/'(^i)        s/fM  \Jf{x,o 

XidXi  X2dX2  X„dXn 


V/"(^l)  \IfW)  \lt\Xn) 

xldx^  xldx^  xldx^^ 


\lf\x,)  \lf{X2)  ^   Sjf{x„) 

x'^-^dx^        xl-^dx2    ,  ,    x'^r^dx.. 


vollständig  integrirt,  wenn  man  für  x^,  X2.  . . .  x,,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ax''  +  «1  x>'-^  4-  a2  x''-^  -I [-  a„ 

=  {bx"-{-biX>'-^-\-b2X*'-^-\ h^Jcoscp 

+  (ca;"  +  Ci  a;«-i  +  Caa;"-^  -\ 1-  c«)  sin  cp 

setzty  wo  9  mew  veränderlichen  Winkel  bedeutet. 

Den  14.  Juli  184  6. 


NOTIZ   ÜBER   A.  GÖPEL 


VON 


C.  G.  J.  JACOBL 


Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  35.  p.  313  —  317. 
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Herr  Adolph  Göpel,  Doctor  der  Philosophie  und  einer  der  Beamten 
der  hiesigen  Königlichen  Bibliothek ,  ist  wenige  Wochen ,  nachdem  er  im  März 
d.  J.  die  wichtige  Abhandlung*^)  »Theoriae  transcendentium  Ahelianarum  primi 
ordinis  adumbratio  levis^^  zum  Druck  übergeben,  einer  kurzen,  aber  schmerzlichen 
Krankheit  erlegen.  In  den  Stunden,  welche  ihm  sein  Amt  frei  liess,  widmete 
er  sich  tiefen  mathematischen  Speculationen.  Die  einzige  Erholung  von  diesen 
fand  er  in  der  Musik,  in  welcher  er  es  bis  zu  einer  bedeutenden  Fertigkeit 
gebracht  hatte.  In  stiller  Zurückgezogenheit  scheint  er  selbst  den  Umgang  mit 
den  Gelehrten  seines  Faches  vermieden  zu  haben,  die  erst  nach  seinem  Tode 
erfuhren,  welch'  ein  bedeutendes  Talent  unter  ihnen  gelebt  hatte.  Ich  habe 
ihn  nie  gesehen. 

Seine  Jugenderlebnisse  erzählt  Göpel  selbst  in  dem  seiner  Doctoraldisser- 
tation  angehängten  Curriculum  Vitae.  Sein  Vater,  aus  Sachsen  gebürtig,  war 
Musiklehrer  in  Rostock ,  wo  er  im  September  1812  geboren  wurde.  Ein  müt- 
terlicher Oheim,  der  englischer  Consul  in  Corsica  war,  nahm  ihn  in  seinem 
zehnten  Jahre  mit  sich  nach  Italien.  Dort  während  eines  wechselnden  Aufent- 
haltes in  mehreren  Städten  machte  es  sich  dieser  Oheim  zum  angelegentlichen 
Geschäft,  seinen  jungen  Verwandten  in  den  Anfangsgründen  der  Wissenschaf- 
ten selbst  zu  unterrichten.  Einen  längeren  Aufenthalt  in  Pisa  während  der 
beiden  Winter  von  1825  und  1826  benutzte  der  junge  Göpel,  um  an  der  dor- 


*)  (Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,   Bd.  35.   p  277. 
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tigen  Universität  den  Vorlesungen  der  Professoren  Pieraccioli,  Poletti, 
Gerbi  und  Gatteschi  über  Algebra  und  Differentialrechnung,  Statik  und 
analytische  Mechanik ,  theoretische  und  Experimentalphysik  beizuwohnen.  Im 
Jahre  182 7  kehrte  er  nach  seiner  Vaterstadt  Rostock  zurück,  und  besuchte  hier- 
auf noch  zwei  Jahre  die  erste  Classe  des  dortigen  Gymnasiums ,  von  wo  er  die 
Berliner  Universität  bezog.  Er  ergriff  mit  Eifer  die  ihm  hier  gebotene  Gele- 
genheit einer  mannichfachen  Ausbildung,  und  hörte  aufser  mathematischen, 
physikalischen  und  chemischen  auch  noch  philosophische ,  philologische ,  histo- 
rische und  ästhetische  Vorlesungen.  Tieferen  mathematischen  Studien  wandte 
er  sich  erst  nach  Beendigung  seiner  Universitätszeit  zu ,  und  wurde ,  wie  viele 
von  denen,  welche  zur  rein  mathematischen  Speculation  berufen  sind,  zunächst 
von  der  höheren  Zahlenlehre  angezogen.  In  seiner  zur  Erwerbung  des  Doctor- 
grades  an  der  Berliner  Universität  im  März  1835  vertheidigten  Dissertation  »De 
aequationihus  secundi  gradus  indeterminatisa ,  welche  etwa  1^  Bogen  umfafst,  legte 
er  eine  Probe  dieser  arithmetischen  Studien  ab,  welche  von  grofsem  Scharfsinn 
zeugte  und  seine  Fähigkeit  zu  tiefen  Forschungen  bekundete.  Da  diese  merk- 
würdige Dissertation  nicht  in  den  Handelsverkehr  gekommen  ist,  will  ich  hier 
einige  der  hauptsächlichsten  darin  enthaltenen  Resultate  mittheilen. 

Wenn  man  die  Quadratwurzel  einer  Primzahl  Ä  von  der  Form  'in-{-l 
in  einen  Kettenbruch  verwandelt,  so  enthält,  wie  bekannt,  die  symmetrische 
Periode  der  Nenner  zwei  gleiche  mittlere  Terme.  Sind  die  diesen  entsprechen- 
den vollständigen  Quotienten 

\IÄ+i        slÄ-\-r 

B      '  B'       ' 

so  hat  Legendr e  gezeigt,  dass 

B  =  B',         A  =  I'I'-^BB, 

und  dass  man  daher  auf  diese  Weise  durch  die  Verwandlung  der  Quadratwurzel 
der  Primzahl  A  in  einen  Kettenbruch  ihre  Zerfällung  in  zwei  Quadrate  erhält. 
Dieses  schöne  Resultat  war  bisher  einzig  in  seiner  Art  geblieben.  Durch  tiefer 
eingehende  Betrachtungen  zeigt  nun  hier  Göpel,  wie  man  auch ,  wenn  A  eine 
Primzahl  von  der  Form  4w.-|-3  oder  ihr  Doppeltes  ist,  die  Zerfällung  von  A 
in  die  Form  cp^  +  2c{;^  durch  die  Entwickelung  von  ^A  in  einen  Kettenbruch 
findet.     Ist  nämlich  A  eine  Primzahl  von  der  Form    8w-j-  3    oder  ihr  Doppeltes y  so 
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kommt  man  hei  der  Entwickelung  von  \A  in  einen  Kettenbruch  immer  auf  drei  auf- 
einander folgende  vollständige  Quotienten 

yz+jQ         \lA-\-I        slA-^r 

DO       '  j)      '  j)'       > 

in  welchen  D  entweder  =  -^D^  oder  ^D'  oder  -^{D^-{-D')  ist,  und  es  wird  in  den 
beiden  ersten  Fällen 

A  =  r+2D\ 
im  dritten 

A  =  \{I-I'f-^2B''  =  ^^^{B'-I)'f^2B\ 

wo  I — /'  immer  durch  2,  If — D'  durch  4  aufgeht.  Wenn  dagegen  A  eine 
Primzahl  von  der  Form  8w  -|-  7  oder  ihr  Doppeltes  ist,  so  tvird  man  bei  der  Ver- 
wandlung von  \A  in  einen  Kettenbruch  immer  auf  zwei  aufeinander  folgende  voll- 
ständige Quotienten 


kommen j  für  welche 
ist,  und  diese  ergeben 


B^      '  B 

B-^B'  =  21 
A  =  2I^—1{B~B')\ 


wo  D  —  D^  immer  gerade  ist. 

Ich  habe  mit  Hülfe  der  De  gen  sehen  Tafel  die  folgende  Tabelle  ange- 
fertigt, welche  anzeigt,  für  welche  Primzahlen  von  der  Form  8w  +  3  oder 
Doppelte  von  solchen  die  drei  von  Göpel  unterschiedenen  Fälle, 

B  =  iD»,      B  =  iZ)',      B  =  },{B'-{-B') 
eintreten. 

B  =  iD*^:    3.    6.    11.    22.   38.   43.   59.   83.  131.  139.  179.  211.  214.  227.  262.  278.  283. 

326.   379.  419.  443.   467.  491.  502.  547.  619.  659.  683.  694.  739.  787.  811. 

827.   838.  971.   998. 
B  =  \B':     67.     86.    118.    307.   331.  358.  422.  523.  563.  566.  571.  614.  643.  662.  691. 

859.  934.  947. 
B  =  A(D«+D'):      19.     107.    134.    163.    166.    251.    347.    454.    499.    587.  758.  883.  886. 
907.  982. 
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Ls  ist  kurjrb«;'!  zu  bf.rrHirkc^ri ,  dam  w(:tn^^Uml*  in  den  ln<;r  bcHra« jhl«it<in 
Zahlen  unter  JOOO  der  er«te  Fall  bedeutend  Oberwiegt.  indem  unter  den  «iO 
Zahlen  ':J0  dem  er»t<^n.  1*»  dem  zweit^^n,  it)  dem  dritten  Falle  angehören.  Ftlr 
die  Primzahlen  von  der  Foirn  Hn-\-1  und  ihre  Doppelten  «ind  in  ähnlicher  Art 
die  Fälle  zu  imter»cbeiden ,  in  welchen  V>D  oder  D>IJ^. 

Nach  dieser  ersten  Arbeit  hat  OOp«  1  jj.«  einem  /y«)tiaunM^  \on  12  Jalinii 
nichtf  veröffentlicht,  auf«er  in  fi^m  Jahren  m4'i — ih  mehrere  kleine,  mit  <iei»»t 
verfaJfote,  wenn  gleich  weniger  bedeutende  Aufsätze,  welche  er  bei  Gelegenheit 
der  Correctur  einer  in  Oreifswald  von  Grunert  herau«gegebenen  mathemati- 
schen Zeitschrift  niederschrieb,      in  einem  derselben  beweist  er .  dass  wenn  in 

euur  Gleuhun^  (— ^~)  =  I^-k-^Q»  VfO  -t,  >/.  //.  n.  P,  Q  fjnnz*:  Zah/ftt  hf^deufcfi, 
der  JSenner  p  von  1  verschieden  üf,  und  x,  y ,  yy  kfAn'ti  yfirncAnist'haffhihcn  'J'hetler 
haben,  immer  p  =  2 .  w  =  3  oder  ein  VtelfacheH  von  'i ,  ot?  ungerade  und  y  von  der 
Form  H«-}-y  mn  mm«.  Mit  der  Handhabung  der  synthetischen  Methoden 
Steiners  zeigt  er  sich  in  mehreren  dieser  Aufsätze  vollkommen  vertraut.  Ks 
iit  All  rermuthen,  dass  sich  nocb  andere  grof^ere  unpublicirte,  mehr  oder  minder 
ausgearbeitete  Abhandluni^en  in  seinem  Nachlass  finden  werden,  Die  von  ihm 
kurz  vor  seinem  Tode  beendigte  oben  angefOhrte  Abhandlung  behandelt  ein«*n 
hohen  und  abstracten  Theil  der  Armlysis,  und  giebt  die  J/o;<ung  eine»  der  bedeu- 
tendsten Probleme .  welches  sich  die  gegenwärtige  Mathematik  gestellt  hat.  die 
umgekehrten  F'unctionen  der  ersU?n  Classe  der  Abel  sehen  Integrale  wirklich 
darzustellen.  Durch  eine  glückliche  Divination  verallgemeinert  er  auf  natur- 
geraäfse  Art  die  einfachen  Reihen  6>,  auf  welche  ich  die  c?lliptiscben  Functionen 
ÄurGckgeföhrt  habe,  und  ffndet.  flass  diese  verallgemeinerten  Ueihen  die  CoOffi- 
cienten  der  quadratischen  Gleichung  geben,  deren  beide  ^^'urzeln  in  meiner 
Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  die  simultanen  limkehrungäfunctionen 
zweier  Integralsummen  sind.  Das  einfache  Mittel,  dessen  er  sich  hiuzu  bedient, 
ift  die  Multiplifiati on  zweier  von  den  verall^iemeinerten  Jleihen,  wie  ich  ein 
ähnliches  YerfAhren  fttr  die  Functionen  ^  selbst  im  a^"  Jiand'^  des  mathemati- 
(»chen  Journals  p.fJU 5*)  angegeben  habe.      Meisterhaft  iüt  die  Art.  wie  er  die 


*}  Ji'J-  J-  dJe*e»  AmfäW,  \i.-ltil. 
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Differentialgleichungen ,  welche  er  findet ,  ungeschreckt  von  ihrer  Complication, 
durch  eine  passende  Substitution  in  die  verlangte  Form  der  von  mir  aufgestellten 
Systeme  der  hyperelliptischen  Differentialgleichungen  bringt,  und  hierdurch  das 
gestellte  Problem  vollständig  erledigt.  Aber  Göpel  war  nicht  der  einzige, 
welcher  sich  mit  Glück  mit  diesem  schönen  Probleme  beschäftigt  hat.  Eine 
andere,  umfangreichere  Arbeit,  welche,  wie  ich  glaube,  seit  dem  October  v.  J. 
einer  berühmten  Akademie  vorliegt,  und  deren  wesentlicher  Inhalt  mir  von 
ihrem  Verfasser  und  von  mir  auch  einigen  geehrten  Freunden  seit  3  Jahren  be- 
reits mitgetheilt  worden  ist,  geht  von  derselben  glücklichen  Divination  aus, 
und  führt,  wenn  auch  auf  verschiedenem,  vielleicht  leichterem  Weu-e  zu  den- 
selben Resultaten. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  die  von  Göpel  angestellten  Betrachtungen  über 
die  zweiten  Differentiale  seiner  Functionen,  welche  für  den  jetzigen  Zweck  der 
Abhandlung  übei-flüssig  sind,  so  wie  seine  ausdrücklichen  Worte  p.  297  >;quas 
ad  secundam  speciem  nostrarum  functionum  facere  infra  \-idebis"  und  p.  29  8 
»Quam  infra  ad  tertiam  speciem  functionum  quadrupliciter  periodicarum  perti- 
nere  \-idebis«  auf  weitere ,  noch  in  der  Abhandlung  selbst  auszuführende  Unter- 
suchungen deuten ,  die  man  aber  in  derselben  mit  Bedauern  vermifst.  Melleicht 
finden  sich  dieselben  in  des  Autors  Papieren,  die  vielleicht  auch  das  gewagt 
scheinende  Wort  rechtfertigen,  dass  eine  ähnliche  Methode  sich  auf  alle  Transcen- 
denten  erstrecke,  welche  aus  der  Integration  algebraischer  Gröfsen  entstehen. 
Auch  dürfte  schon  nicht  so  ganz  unbedenklich,  wie  der  Verfasser  meint,  die 
Ausdehnung  auf  die  Integrale  erscheinen,  in  denen  die  unter  dem  Quadratwur- 
zelzeichen befindliche  Function  den  secJisten  Grad  übersteigt ,  da  bei  ihnen  die 
Anzahl  der  in  den  Reihen  enthaltenen  Constanten  nicht  mehr,  wie  bei  den 
elliptischen  und  den  Abel  sehen  Integralen  der  ersten  Classe ,  mit  der  Anzahl 
der  Moduln  übereinstimmt. 

Wenn  auch  nicht  in  der  ersten  Jugendblüthe,  wie  G  a  1  o  i  s  und  Abel,  so 
hat  doch  auch  hier  viel  zu  früh  und  mitten  in  der  Arbeit  der  Tod  ein  bedeuten- 
des Talent  hinweggerafft.  Freuen  wir  uns ,  dass  uns  von  demselben  wenigstens 
ein  schönes  und  dauerndes  Denkmal  hinterblieben  ist.  Bei  der  Gewohnheit  der 
Deutschen,  ihre  Arbeiten  überreif  werden  zu  lassen,  und  ihrer  Scheu,  mit  ihren 
besten  Gedanken  hervorzutreten .  wären  wir  leicht  um  die  Früchte  der  Arbeit 
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Göpels  gekommen,  wenn  ihn  nicht  ein  von  Hrn.  Hermite  an  mich  gerich- 
teter Brief,  wie  in  der  Einleitung  der  Abhandlung  angedeutet  ist,  zu  ihrer 
Bekanntmachung  bewogen  hätte;  oder  es  hat  ein  dunkles  Vorgefühl,  das  uns 
aus  den  Worten  »quum  magis  quam  optabam  festinandum  fuisset«  anspricht,  ihn 
zur  Eile  ermahnt. 

Berlin,   d.  22.  Sept.  1847. 
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ÜBER  DIE  UNJVnTTELBARE  VERIFICATION  EINER 
FÜNDAMENTALFORMEL  DER  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN 

FUNCTIONEN. 


In  meinen  ))Fundamentis  novisa  habe  ich  die  Reihe 

;Sf   =    1— (^(^  +  ^-l)  +  g4(_^2^^2)_^^9(^3_^^3)_|_    etc. 

dem  Producte  unendlich  vieler  Factoren 

77"=  {l—q^)(^i—g^)(i—cf) . . .  (i—q^)(i—(f^)(i—q^^) . . .  (i_^^-i)(i_23^-i)(l_ ^5^1) . . . 

gleich  gefunden.  Wenn  man  die  Logarithmen  dieser  beiden  einander  gleichen 
Ausdrücke  8  und  11  nach  q  oder  nach  z  differentiirt ,  die  aus  dem  Product  II 
hervorgehenden  Brüche  entwickelt ,  und  dann  mit  der  Reihe  8  multiplicirt ,  so 
mufs  man  auf  identische  Gleichungen 

(\\  ^  —  c  ^log-^^  öS  __  ^  a log 77 

^  '^  dq  ~^  dq      '        ds  ds 

kommen.     Man  kann  diese  Identitäten  auf  folgende  Art  erweisen. 


Setzt  man 


ölog77  _  ,  aiog77 


so  erhält  man  durch  Substitution  des  Ausdrucks  von  Fl: 

^  -     i-q2   -i-     i_^4     +     i_^6     i-  etc. 

R  ^  _^^  +  _^!^  +_^!f__+  etc. 
1 — qs  \  —  q^s      '      1 — q^s      ' 

1 — q^-'^        1 — ^^^-^        1 — q^z-^ 

20 
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Durch  die  Entwickelung  der  zur  Rechten  befindlichen  Brüche  erhält  man : 
(2.)  P  =  22t];(w)g2»»  _f-  ll2)qP"^i^"'  +  ■^""0 

(3.)  B  =  ^lc(P'"{z'"'—z-'"') 

(Ml 

wo 

m  alle  ganzen  Zahlen  von   1   bis  oo, 

p    alle  ungeraden  Zahlen  von  1   bis  oo, 

^{rri)  die  Factorensumme  von  m 
bedeutet.     Bezeichnet  man  noch  mit 

i  alle  ganzen  Zahlen  von  — oo  bis  +°o? 
so  wird 

(4.)  S  =  2(— ly^^v. 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  (2.),  (3.),  (4.)  in  die  Gleichungen 

(5.)  -*f  =  «^.         -^f  =  «^' 

welche  aus  (l.)  folgen,  so  erhält  man: 


Um  in  diesen  beiden  Formeln  die  allgemeinen  Glieder  der  Summen  rechter 
Hand  auf  die  Form 

(—lyfQiS'    und    i—iyg^'ZiS!' 

zu  bringen,  wo  Q,  und  Z^  die  Gröfse  z  nicht  enthalten  sollen,  hat  man  in  den 
dreifachen  Summen  i — m  oder  i-\-m  für  *  zu  setzen,  wodurch  man 

(7.)                 Q     =    22tl>(m)32m_|_VV(^_iy„^j^w(M+p-20_j_Vy(_ljm^(^m(,«+ij+^^^^ 
(8.)  Z    =    22  ( l\m  qm{>n+p-2i) VV /__-[^\m^m(»4+iJ+20 

erhält.  Es  ist  daher,  um  die  Gleichungen  (6.)  zu  beweisen,  aus  welchen  die 
Gleichungen  (5.)  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen  (1.)  folgen,  nöthig 
und  ausreichend ,  zu  zeigen ,  dass  die  Größen  Q,  und  Z^  für  jeden  Werth  von  i 
von  q  unabhängig  sind,  und  respective  die  einfachen  Werthe  — ii,  — i  annehmen. 
Dieses  geschieht  durch  folgende  Betrachtungen. 

In  den  Ausdrücken  der  Gröfsen   Q,-  und  Z^  bedeutet  m  jede  ganze  positive 
Zahl,  die  Null  nicht  inbegrifien;  jt?  jede  positive  ungerade  Zahl;  i  dagegen  eine 
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bestimmte  positive  oder  negative  Zahl,  die  Null  mit  inbegriffen ;  es  reicht  aber  hin, 
wie  im  Folgenden  geschehen  soll ,  i  positiv  oder  gleich  Null  anzunehmen ,  da, 
wenn  man  — i  für  i  setzt,  Q,  unverändert  bleibt  und  Z^  sich  in  — Z^  verwandelt. 
Bedeutet  jetzt  tc  alle  positiven  und  negativen  ungeraden  Zahlen  von  — (2i  —  l) 
bis  ii  —  1,  so  nimmt  p  alle  Werthe  der  Zahlen  2i-\-iz  und  4i--hjo  an.  Man  hat 
daher : 

V V  ^ iynpqm{m-\-'p-2i)  _|_  V^  / j  yn  .pqm(m-\-p-\-2i) 

=    11  {—\ )'«  ( 2«  -f  Tt)  g'»(»'+« )  -)-  V2  (_  1 )'»  (4^  _|_  2p ) g'«(«'+P+20  ^ 

V  V  / -^  Vm  ^»t(m-l-p— 2j )    V  V  (' .  J  \m  Qm{m-\-p-\-2i) 

V  Y  / 1  \in  Qm(m-\-u ) 

Ich  will  jetzt  die  drei  Fälle  untersuchen,  wenn  in  den  Ausdrücken  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  m-\-iz  negativ,  m^Tz  positiv  und  m  +  'jr=0  ist. 

1)  Wenn  m-^-iz  negativ  ist,  so  kann  m  auch  den  Werth  — (m-j-x)  an- 
nehmen, und  es  werden  sich  je  zwei  von  den  Werthen  der  Gröfsen 

( 1)'"  {2i  -\-  Tt)  g^im+n) ^  (^ l\m  gm(m+Tt)  ^ 

in  denen  m  die  beiden  AVerthe  m  und  —  (m  +  ir)  annimmt ,  gegenseitig  auf- 
heben, da  für  dieselben  ( — 1)'"  entgegengesetzte  Werthe  erhält,  der  andere 
Factor  aber  ungeändert  bleibt. 

2)  Wenn  m-\-7z  positiv  ist,  kann  man  m-\-T:  für  m  setzen;  da  man  auch 
—  TU  für  TC  setzen  kann ,  so  kann  man  gleichzeitig  m-^-iz  und  —  tu  statt  m  und  tc 
setzen.     Man  erhält  so  zu  jedem  Term 

(— 1 )'«  (  2  '<■  -|-  u)  gr»0«+'-^)  ^  ( —  1 )'»  qHf"+n) 

den  entsprechenden 

f l)'"(2i ir)  (^''*('"+^)^  ( lyn qm{m+7z:)  ^ 

Es  werden  sich  daher,  wenn  m-\-Tz  positiv  ist,  je  zwei  Terme,  die  man  durch 
Substitution  von  m-\-TZ,  — tc  für  m,  t:  aus  einander  erhält,  in  der  Summe 
2S(— 1)"'^'"^'"+^^  aufheben,  und  in  der  Summe  SS(— 1)'"(2ä-|-7u)^'«("'+'^)  zu  einem 
Term 

vereinigen.  Da  iz  in  dem  einen  der  beiden  Terme  positiv ,  in  dem  andern  ne- 
gativ ist,  so  darf  in  dem  Term,  der  beide  vereinigt,  tc  nur  seine  positiven  (oder 
nur  seine  negativen)  Werthe  annehmen.  In  diesem  Term  ist  der  Exponent  von  q 
das  Product  zweier  Factoren,  deren  Differenz  ungerade  und  Meiner  als  Ii  ist; 
der   Zahlcoefficient   das  Doppelte  dieser  Differenz;    das  Vorzeichen    +  oder  — , 
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jenachdem  der  kleinere  Factor  gerade  oder  ungerade  ist.  Dies  ist  genau  das- 
selbe Gesetz,  welches  die  Terme  der  Doppelsumme 

befolgen,  nur  dass  in  letzterer  die  Differenz  der  beiden  Factoren  des  Exponenten 
gröfser  als  1i  ist.  Man  kann  daher  in  dem  ersten  der  beiden  vorgelegten  Aus- 
drücke diejenigen  Terme  der  ersten  Doppelsumme,  für  welche  m-\-iz  positiv 
ist,  mit  der  zweiten  Doppelsumme  in  die  eine 

vereinigen. 

3)  AVenn  m  +  'n:  =  0 ,  erhält  man  die  Terme 

(— l)'-(2«  +  7r),  (—1)"'. 

Die  Werthe,  welche  in  denselben  m  und  iz  annehmen  können,  sind 

w  =  1,     TT  =  ^1;      >M  =  3,     TT  =  —3;     .  .  m  =  2i—l,     r.  =  — (2i— 1). 
Hieraus  folgt: 

2(— l)''«(2*-}-ir)  =  — [2*— l+2i  — 3H hl]  =  — ?■*; 

2(— 1)'»  =  —i. 

Vereinigt  man  alle  bisher  gefundenen  Resultate,  so  erhält  man: 

Q^.  =  —ii-\-  2l'.i>  (m)^^'»  -h  211  (--iy»2)(r^'>^P^ , 
Zi  =  —i. 

Es  ist  daher  der  eine  Satz ,  dass  Z,  =  —  ij  bewiesen.  Um  auch  Q,-  =  —  ü  zu 
erhalten,  was  der  andere  zu  beweisende  Satz  war,  mufs  noch  gezeigt  werden,  dass 

11( iy»2W'"(»"+^)    =    lilY — iyn+Pp^(rn+P)    =    lrb{l}i)(f^^ 

ist. 

Die  vorstehende  Formel,   welche  allein  noch    zu  beweisen  übrig  blieb, 

kommt  mit  dem  folgenden  Satze  überein  *) : 

Wenn  man  eine  gegebene  gerade  Zahl  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  Factoren 
zerfallt,  von  denen  der  eine  ungerade,  der  andere  gerade  ist,  so  ist  die  Summe 


*)  Es  ist  nämlich 

(-iy«+i>  =  {-lf+P{m+p)  +  {-l)"'m. 
Wenn  die  Zahl  77i{7n-\-p),  welche  jeden  beliebigen  positiven  geraden  Werth  haben  kann,  gegeben  ist, 
und  man  dieselbe  auf  Irgend  eine  Art  in  zwei  Factoren  zerfällt,  von  denen  der  eine  gerade,  der  andere 
ungerade  ist,  so  hat  man  für  w +^j  den  gröfseren,  für  m  den  kleineren  dieser  beiden  Factoren  zu  setzen. 
Es  wird  daher  in  der  Doppelsumme  der  Coefficient  von  g^'^^'+P)  oder  S(— 1)"'+^'2>  gleich  der  Summe  aller 
dieser  Factoren  von  7n{m-^p),  wenn  man  jeden  Factor  positiv  oder  negativ  nimmt,  je  nachdem  er  ge- 
rade oder  ungerade  ist. 
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der  geraden  weniger  der  Summe  der  ungeraden  Factoren  gleich  der  Factoren- 

summe  der  Hälfte  der  gegebenen  Zahl. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  leicht.  Es  sei  nämlich  die  gerade  Zahl  TN, 
wo  iV ungerade;  es  sei  v  die  Factorensumme  von  N,  so  ist  (2'  —  l)v  die  Factoren- 
summe  der  halben  Zahl  oder  von  2*"W.  Zerfällt  man  aber  die  gegebene 
Zahl  2'iV  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  un- 
gerade ist,  so  ist  der  andere  immer  durch  T  theilbar,  also  die  Summe  dieser 
letztern  2*v,  während  v  die  Summe  der  ungeraden  Factoren  ist.  Die  Differenz 
beider  ist  also  (2*  —  l)v  oder  die  Factorensumme  von  2'~W,  w.  z.  b.  w. 

Die  vorstehende  Untersuchung   giebt   eine  unmittelbare  Verification  der 
beiden  Gleichungen  (6.)  oder  (5.)  oder  der  Gleichungen: 

(9.)  q{z  +  z-^)  —  4q^{s^^s-^)  +  ^q\z^  +  ^-^)—  etc. 

=  1  l-g(^+^-^)  +  q\B'+  z-')-q\,'-^z-')  +  etc.  j x ^ { 2-K^»05''"+  '^^ZI^  (^-+^-) }  , 

(10.)  q{z—z-^)  —  2q^{s'  —  s-^)-\-^q^{z^  —  s-^)—  etc. 

in  welchen  m  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl,  die  Null  ausgeschlossen,  be- 
deutet.    Da  sich  aus  den  Gleichungen  (5.), 

dq  OS 

wenn  man  für  P  und  B,  die  Ausdrücke 

setzt,  die  in  den  Ftmdamentis  auf  doppelte  Art  bewiesene  Formel  8  =  11  er- 
giebt,  so  kann  das  Vorstehende  auch  als  ein  dritter  Beweis  dieser  Fundamental- 
formel betrachtet  werden. 

Aus  der  Natur  der  Reihe  ^S  folgt  die  Gleichung  : 

„  zd.2^- 

.      .  dS  ds 

(11.)  q- 


dq  dz 

Substituirt  man  hierin  die  Gleichungen 

-q^  =  SF,         -z^  =  SR, 
äq  dz 
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SO  ergiebt  sich: 

O-C     =     r =     O— r r -ti — r =    O  — ^^ OM    . 

OS  dz  ds  dz 

Die  Gleichung 

„_        zd.SR 

läfst  sich  mittelst  der  oben  bewiesenen 

—  ii  =  Qf  =  iZi 
verificiren,  da  man 

SP  =  l{—iyfQiS%        SR  =  l{—iyfZiZ' 

hat.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  ergiebt  sich  ferner,  wenn  man  durch  S 

dividirt : 

(12.)  R'^~^-P, 

das  ist,  wenn  man  für  P  und  R  die  Ausdrücke  (2.)  und  (3.)  setzt: 

Von  dieser  Formel  findet  man  eine  unmittelbare  Verification  in  den  ^Fundamentis 
S.  136*).  Es  ist  aber  von  besonderem  Interesse,  alle  solche  Formeln  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  hervorzuheben ,  welche  sich  auf  Identitäten  zurück- 
führen lassen,  die  unmittelbar,  d.  i.  ohne  Hülfe  anderweitiger  analytischer 
Sätze  eingesehen  werden  können ,  indem  man  dadurch  ein  Mittel  erhält ,  neue 
Methoden  zu  gewinnen.     So  hat  der  unmittelbare  Beweis  der  Formel 

jy/g(^_.-l)  Sjq\z'-,-^)  ^^(^5_^-5)  J2 

i        1— g         ^  l-g3  "^  \^^         -t  ^xx,.^ 

_   q{z  —  s-^Y        2q\s^  —  z-^Y         ^qHz^  —  z-^Y 
~        \—t       +  \—(f  +  \—q^  +  ^  ^•' 

welchen  ich  in  den  Fwidamentis  S.  1 1 0  **)  gegeben  habe,  zu  einer  neuen  arithme- 
tischen Methode  geführt,  aus  den  für  die  Zusammensetzungen  der  Zahlen  aus 
zwei  Quadraten  bekannten  Sätzen  sowohl  den  bekannten  Satz  über  die  Zusam- 
mensetzbarkeit aller  Zahlen  aus  vier  Quadraten  als  auch  neue  Sätze  über  die 
Anzahl  der  Zusammensetzungen  einer  Zahl  aus  vier  Quadraten  abzuleiten. 


*)  Band  I.  dieser  Ausgabe ,  p.  190. 
**)  Band  1,  dieser  Ausgabe,  p.  166. 
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ÜBER  DIE  PARTIELLE  DIFFERENTIALGLEICHUNG,  WELCHER 
DIE    ZÄHLER    UND    NENNER    DER  ELLIPTISCHEN    FUNCTIONEN 

GENÜGE  LEISTEN. 


Es  sei 

und 


endlich 


2Kx 

u  =  


In  den  »Fufidamentis  nov.  theor.  funct.  ellipticA<  habe  ich  gezeigt,  dass  die  ellipti- 
schen Functionen  sin  cp ,  cos  cp ,  A  Brüche  sind ,  deren  Zähler  und  Nenner  sich 
durch  die  Transcendente  0  darstellen  lassen,  welche  selber  sich  in  die  Reihe 

l+2gcos2a;+2g'*cos4a;-|-2(2'^cos6Ä;-f-etc.  =  0 
entwickeln  läfst.     Jeder  Term  dieser  Reihe  und  daher  die  ganze  Reihe  selbst 
genügt  der  partiellen  Differentialgleichung 

_       _Ö0_    _     0^0 
dq  dx^ 

Diese  partielle  Differentialgleichung  muss  sich,  ohne  dass  man  die  Reihenent- 
wickelung von  0  kennt,  unmittelbar  auch  aus  den  aufgestellten  Definitionen 
ergeben.      Es  kann   die  Frage  entstehen,  ob  man  nicht  zu    solchen  einfachen 

21* 
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partiellen  Differentialgieichimgen  durch  Einführung  analoger  Gröfsen  auch  für 
complicirtere  Transcendenten  gelangen  könne.  Ich  werde  daher,  um  aus  den 
obio-en  Definitionen  die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  6  Genüge  leistet, 
abzuleiten,   statt  von  dem  Integral  u  von  dem  allgemeineren  Integral 

p.^-1  (i—ty-^-'  (i'_  rt)-"  dt 

ausgehen ,  welches  sich  für 

a  =  ß  ==  i,         T  =  1 5         r  =  ¥,         t  =  sin2(p 
auf  2m  reducirt,  und  nur  schliefslich ,  wenn  die  weitere  Fortführung  der  Rech- 
nung es  erfordert,  für  a,  ß,  T  die  angegebenen  besondern  AVerthe  setzen. 

Es  sei  für  Werthe  von   a  und  ß ,  welche  zwischen    0  und   1   liegen ,  und 
für  Y>ßr 

Y  =  j\^-\\-tY-^-\\-rt)-"dt,        y  =  ^\?-\\-tT^-\\-rtr^dt, 

wo  y  die  von  Euler,  Pf  äff,  Gauss,  Kummer  und  anderen  vielfach  behan- 
delte Transcendente  ist.  Man  hat  für  die  beiden  Transcendenten  Y  und  y  die 
Diiferentialgleichungen : 

in  denen,  wie  auch  im  Folgenden,  durch  die  obern  Indices  die  nach  r  für  ein 
constantes  t  genommenen  Differentialquotienten  angedeutet  werden.    Setzt  man 

so  kann  man  diese  Gleichungen  auch  so  darstellen : 

YR  TR(l—rt)-"-^ 

Nennt  man  z  ein  zweites  Integral  der  Gleichung,  welcher  y  genügt,  so  hat 
man  auch 

Ein  solches  Integral  ist 

^  =  f't^-'it-iy^-'il-rtr^dt  =  rr"-^  rf-^-\l-t)-"il-r,tY-'dt, 

J  Q  J  0 


ö»0  .oft  .ß- 
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WO  ?'i  =  1  —  r.     Aus  den  vorstehenden  Differentialgleichungen  folgt,  wenn  man 
Y  z         ,  ^         r(l—rt)-"-^yRdr 

—   =   V,  —    =   h  ^   —     / 

y  y  J  t' — >'r 

setzt,  und  c  eine  Constante  bedeutet, 

Bv'  =  — a ;        Rl'  =  —    oder     V.     =  vvdl. 

yy  yy  J^ 

Wenn  man  statt  r  die  Gröfse  l  als  unabhängige  Variable  einführt,  so  wird  das 
vollständige  Differential  von  v  durch  die  Gleichung 

dv  =  ^^dtJrv'dr  =  ^(i-rty^-^-'^TZdl 
y    dt         ^  y  t  —  tt         c 

gegeben.  Betrachtet  man  v  und  l  als  die  beiden  unabhängigen  Variabein,  und 
unterscheidet  die  unter  dieser  Annahme  abgeleiteten  partiellen  Differentiale 
durch  Klammern :   so  aeben  die  vorstehenden  Formeln  : 

/dt\ 1_  _    y(t  —  tf)(l—rty 

\d^)  ~  ~d^  ~  ~  T 

dt 

Ist  eine  Function   V  in  r  und  t  gegeben,  und  man  ersetzt  die  Variabein  r  und 

t  durch  l  und  v,  so  wird 

dV\  _  öV (dt\ 


dv  J  dt   \dv / 

und  zufolge  der  vorstehenden  Formeln  das  nach  /  genommene  Differential 

(  dV\  _  dV  (  dt\        dV  r  dr\ 
\W)  ~    dt   KdlJ  "^   dr    \dlJ 

c      \  dv  J  c      dr 

Nimmt  man  für  V  die  Function 

V  =  \aTZ  =  -hRyyv'  =  ^R{y'Y-yT), 
so  wird 

f^\  =    1  fd.rV\    ,    ^mTR   dZ   _    1    fd.VV\         a    y^RR  _^ 

\  dl  J  c  \    du     J '^      2c       dr  c   \    dv    J~^2cr^rr      ^  ^ 


ö*9  .     ö(-> 
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Es  ist  ferner 

V'ö^y   ~  ^'        V  dv  J  ~   1—rt  \  dv  J  ~  T^^' 
woraus 

folgt,  und  hieraus 

V  a«;^  y  ~  2{i- rty  kövJ  ~  -'"-y  '  T 

Durch  Combination  aller  dieser  Formeln  ergiebt  sich 

(^^  _  1  f^^^IT)  =  _  1  _^ ?Z_  a-.n-2«+^  T-^") . 

V  ö?  y        c\dvJ  c  r—rr   t  —  tt  ^         ^  V  dv'  J 

Man  hat  daher,  wenn  man  /  =  cX  setzt,  in  Bezug  auf  die  hier  betrachtete  all- 
gemeinere Transcendente   Y  den  folgenden  Satz  : 
Es  sei 


y  =    rt^-\\-ty--'-\l-rtY"dt, 

J  0 


_    Y^ 

^  ~   y 


\at' 


so  genügt  V ,  als  Function  von  v  und  X  betrachtet ^  der  partiellen  Differential- 
gleichung : 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Gröfsen  t  und  r  aufser  in  X  und  «?  noch  explicite 

enthalten ,  aber  nur  in  einem   einzigen  in  — ^  multiplicirten  Factor.     Ich  will 

jetzt  zu  dem  besondern  Falle  der  elliptischen  Integrale  übergehen,  in  welchem! 
dieser  Factor  der  Einheit  gleich  wird. 


ö-Ö  ,     di-)  ,„^ 
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Setzt  man  nämlich  in  den  vorstehenden  Formeln 

Y  =  1,         a  =  [i  =  ^, 
so  wird 

E  =  r  —  rr,         TT  =  t  —  tf,        (i—rt)-^"+i  =  i, 

und  es  verwandelt  sich  daher  die  zuletzt  gefundene  Gleichung'  in  die  folgende  : 

\dl  )  ~    c\    dv    )        c   \  dv''  ) ' 
Man  setze 

^Vdv  =   W, 


I 


so  giebt  die  Integration  dieser  Gleichung  nach  v 


fdW\  _  fdWy     fd''W\ 


Wenn  das  Integral,  durch  welches  W  definirt  wird,  von  0  an  genommen  wird, 
so  mufs  man  zu  demselben  solche  Functionen  von  /  oder  r  addiren,  dass  für 
V  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  für  ^  =  0  die  vorstehende  Gleichung  erfüllt  wird. 
Für  t  =  0  verschwindet   Y  und  daher  auch    F',  und  es  wird  daher 


dv 
ferner  erhält  man  aus  dem  oben  angegebenen  Werthe  von  ( j   für  t  =  0 

Setzt  man  daher 

I    Vdv-^W  =  W, 
•>' 0 

so  muss   W^  die  Gleichung 
erfüllen,  woraus 


folgt.     Setzt  man  endlich 


_  -/     Ydv 
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ox^  -'  aq 

SO  erhält  die  partielle  Dili'erentialgieichung ,  zu  welcher  man  gelangt  Avar,  die 
einfache  Form : 

''\dl  J  ~  Vdv^J  ' 
Es  ist  aber  in  dem  hier  betrachteten  besondern  Falle 

~~  Jo  \'t{l—t\l—rt)  '  ^  ~~  ^0  \l't{l—t){l—rt)  ' 

und  daher,  wenn  man 

r  =  k'^j  t  =  sin^cp 

setzt,  und  den  Gröfsen  u,  K,  K'  etc.  die  ihnen  oben  beigelegte  Bedeutung  giebt, 
1  =  2M;         ^;  =  -—  =  -— .  u  =  k,  K   . 

Die  Diiferentialgieichung  zweiter  Ordnung,  welcher   K  genügt,  hat  auch  die 
Lösung  K' ;  man  kann  daher 

^  =  2K' 
setzen,  woraus 

folgt.     Die  Constante  c  hat  man  aus  der  Gleichung  —^  =  if'dl  oder 

k,  K  "■ 

zu  bestimmen.     Für  unendlich  kleine  Werthe  von    k   wird  nach  einem  Satze 
Eulers  in  den  üpusc.  V.  A. 

-i— ^  =  log  —  ,    also  k'  =  16^^  und  daher 

C    =    7i. 

1  2x 

Substituirt  man  die  Werthe    l  =^ log  q^    v  =  -~~ ,    c  =  —  %   in  die  für    ü 

gefundene  partielle  Differentialgleichung ,   so  wird  dieselbe : 

,    du         öHi 
oq  ox^ 

Ich  will  jetzt  zeigen,  dass  die  Function   Q   von  der  oben  mit    6    bezeichneten 
Transcendente  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden  ist. 
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Aus  der  Formel 


ergiebt  sich ,  wenn  man  nach  r  ^=  k'  difFerentiirt , 


,2  .  siucpcoscp  /       F/c'    ,    .\  , 


Es  ist  aber 


und  daher 


7"T^'        r^/^  1         M  7  1     77/  N  ^'^     sin  9  cos  9 


Hieraus  folgt ,  wenn  man  cp  =  -i-ir  setzt , 


''^'  =  iV^-^' 


und  daher 


ITA/     '^7-  T7-'\  1     /-T^V,      ^  n        \      ,        ^^  ^  SiO  CO  COS  9 


Man  hat  daher  nach  einander  die  Formeln : 

7^         ~1   7,2, ,2.  ,^        XT/N         irip/  \      ri           Ä;^iCsin cp  cos cp 
—  F  =     2  ^  ^'   (2/  ^— 2/i^  )  =  KE{u)—E.u j^ ^, 

_/     Vdv  =  ^^         Vdu  =^    /     £(w)cZw  — i-^^^  +  logA, 


A 


-/     Vdv  /     E(i,)dn-~-  __ 

il  =  \l2Ke-^'        =  v/2J^a/o  2k   _  ^_  Q^ 


w.  z.  b.  w. 


Die  Transcendente    6  =  -—  Q  genügt  derselben  partiellen  DifFerentialglei- 
chung  wie  ö,  oder  der  Gleichung 


welche  sich  aus  der  Reihenentwickelung  von  8  unmittelbar  ergab.     Umgekehrt 
kann  man  mittelst  dieser  partiellen  Differentialgleichung  die  Reihenentwickelung 

von   B  finden.     Wenn    a  positiv  ist ,  wird  für   t  =  —  sowohl    V  als    /  Vdv  un- 
"•  2  2 


ÖM4  ,     OB 
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endlich  und  demsremäfs  0  verschwinden,    ^ür    ^  =  —  erhält  man  ferner,  wenn 
man  für  z  den  oben  angegebenen  Werth  setzt , 


und  daher 


71?^  


2K 

Vermöge  der  partiellen  Differentialgleichung   erhält  die  für    H    anzunehmende 

Reihe  die  Form : 

Ä  +  2Ai q cos  2x-\-2Ä2g^  cos  4a;  +  2^3 q^  cos  6x  -f-  etc. , 

wo  A,  Äi,  Ä2,  etc.  Zahlencoefficienten  sind,  und  es  giebt  die  Bedingung,  dass 
diese  Reihe  für  x^=iTz — ^logg'V— 1   verschwinden  soll,  die  Werthe 

A  =   Äi  =  Ä2'--    =   l. 

Die  hierbei  gemachte  Voraussetzung,  dass  eine  Entwickelung  von  6  nach  den 
Cosinus  der  geraden  Vielfachen  von  cc  für  jeden  reellen  oder  imaginären  Werth 
von  X  gültig  bleibt,  rechtfertigt  sich  durch  den  Erfolg. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lehren ,  dass  man  aus  der  Definition  der 
Function  6  durch  geschlossene  Integralausdrücke  die  merkwürdige  Reihenent- 
wickelung dieser  Transcendenten  mittelst  allgemeiner  Methoden,  ohne  einen  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  eigenthümlichen  Satz  zu  kennen,  ableiten 
kann.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Betrachtungen  und  die  Untersuchung, 
wie  weit  sie  auf  die  allgemeinere  Transcendente  Y  Anwendung  finden ,  behalte 
ich  einer  andern  Gelegenheit  vor. 
October  1847. 
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ÜBER  DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNG,  WELCHER  DIE  REIHEN 

l±2^+2^^±2^^+  etc.,        2V'V+2V'^+2V'^+  etc. 
GENÜGE  LEISTEN. 


Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  durch  eine  Differentialgleichung  zu 
definiren,  ist  im  Allgemeinen  eine  unbestimmte,  weil  man  mittelst  der  Gleichung, 
welche  zwischen  der  Function  und  der  unabhängigen  Variablen  stattfindet,  die 
Differentialgleichung  auf  unendlich  viele  Arten  abändern  kann.  Aber  diese 
Aufgabe  wird  bestimmt ,  wenn  die  Function  keine  algebraische  ist ,  die  Differen- 
tialgleichung aber,  wie  stillschweigend  vorausgesetzt  zu  werden  pflegt,  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  der  unabhängigen  Variablen,  der  Function  und 
ihren  Differentialquotienten  sein  soll.  Unter  allen  Differentialgleichungen  dieser 
Art ,  welchen  dieselbe  Function  Genüge  leistet ,  wird  eine  die  niedrigste  Ord- 
nung haben  und  die  übrigen  durch  Differentiation  ergeben.  Von  dieser  soll 
allein  im  Folgenden  die  Rede  sein,  wenn  man  von  der  Differentialgleichung 
spricht,  welcher  eine  Function  Genüge  leistet.  Macht  man  diese  Gleichung 
rational  und  befreit  den  Ausdruck,  welcher  =  0  wird,  von  Brüchen,  so  be- 
stimmt die  Dimension,  auf  welche  der  höchste  Differentialquotient  in  diesem 
Ausdrucke  steigt,  den  Grad  der  Differentialgleichung. 

Es  giebt  aber  im  Allgemeinen  kein  Mittel,  um  zu  erkennen,  ob  es  eine 
solche  endliche  Differentialgleichung  zwischen  der  Function  und  der  unabhängi- 
gen Variablen  giebt ,  oder  wenn  man  irgend  woher  wüfste ,  dass  es  eine  solche 
giebt ,  um  dieselbe  aufzufinden.  Nur  wenn  die  Function  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung Genüge  leistet,  hat  man  einige  allgemeine  Vorschriften,  dieses 
zu  erkennen  und  die  Differentialgleichung  selber  zu  bilden.  Wenn  man  z.  B. 
die  Reihe 

y  =  1-f  22  +  22* -}-2g3-|-  etc. 
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betrachtet,  deren  Bildungsgesetz  so  einfach  ist,  so  giebt  es  doch  trotz  dieser 
Einfachheit  kein  Mittel,  um  aus  der  Natur  dieser  Reihe  seiher  zu  erkennen,  ob 
sie  durch  eine  endliche  Differentialgleichung,  d.  h.  durch  eine  algebraische 
Gleichung  zwischen  ihr  selbst,  der  unabhängigen  Variablen  und  ihren  Diiferen- 
tialquotienten  definirt  werden  kann.  Und  wenn  es  möglich  ist,  mit  Hülfe  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  eine  solche  Differentialgleichung  zu  finden, 
wie  complicirt  und  indirect  sind  die  dazu  nöthigen  Betrachtungen !  Man  mufs 
zuerst  zeigen ,  dass  man  die  beiden  Gröfsen  y  und  q  durch  eine  dritte  Variable  k 
mittelst  der  transcendenten  Gleichungen 


//  = 


^0  v/r 


d(p 


Vi— Fsin^cp 

ausdrücken  kann.  Wie  sehr  man  auch  bei  der  Mannigfaltigkeit  der  Methoden, 
welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  darbietet,  den  Beweis  dieses 
merkwürdigen  Theorems  abkürzen  mag ,  so  wird  derselbe  doch  immer  eine  lange 
Kette  subtiler  Schlüsse  erfordern.     Man  zeigt  dann,  dass  der  Zähler  sowohl  wie 

der  Nenner  des  für  log  —  angegebenen  Ausdrucks  einer  und  derselben  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung,  in  welcher  k  die  unabhängige  Variable  ist, 
genügen.     Durch  diesen  Umstand  wird  es  möglich,  den  Differentialquotienten 

ö  loff  0 

^^  durch  y  und  k  auszudrücken,  wodurch  es  ferner  möglich  wird,  in  der 
zwischen  i/  und  k  stattfindenden  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die 
nach  k  genommenen  Differentialquotienten  von  y  durch  andere  nach  log^  ge- 
nommene zu  ersetzen.  Man  gewinnt  hierdurch  eine  Gleichung,  aus  welcher 
man  k  durch  y  und  seine  nach  log^  genommenen  Differentialquotienten  be- 
stimmen kann.  Durch  eine  neue  Differentiation  endlich  erhält  man  mittelst 
Elimination  von  k  eine  blofs  zwischen  7/  und  seinen  nach  q  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten stattfindende  Gleichung  dritter  Ordnung  und  zweiten  Grades, 
welche  die  verlangte  Differentialgleichung  ist.  Diese  Differentialgleichung  steigt 
in  Bezug  auf  i/  und  seine  Differentialquotienten  bis  auf  die  vierzehnte  Dimension^ 
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und  sie  dürfte  daher  trotz  aller  unserer  Kenntnisse  von  den  quadratischen  For- 
men durch  die  unmittelbare  Substitution  der  Reihe  schwer  zu  beweisen  sein. 
Ich  will  jetzt  die  etwas  beschwerliche  Rechnung  näher  angeben,  durch  welche 
man  zu  dieser  Differentialgleichung  gelangen  kann,  deren  Complication  in  einem 
merkwürdigen  Gegensatz  zu  der  Einfachheit  der  Reihe  steht ,  welche  ihr  genügt. 
Die  Substitution 

cos'|>  =  — r      '        si"'!'  =^       .     ?        yl — li^^m^'^  =  — , 
in  welcher 

ist,  giebt 

und  daher  die  Gleichungen 

1    r^m'^od'^  C Q.09,'^ 'S» d'^ 

^'^'^  \J        A  -      J~I^~' 

/cos^ü(7'f  ,,2  Tsin^cocZcD 

A  -  ^  J^^^--^' 

wo  die  Integrale ,  so  wie  auch  im  Folgenden  immer ,  von  0  bis  ^%  ausgedehnt 
gedacht  werden.     Bezeichnet  man  das  ganze  Integral  der  ersten  Gattung  mit 

K=f  ,       ^-^         -, 
so  hat  man 

j  v/^-sin^.  J  \/^  +  sin^. 

Die  Differentiation  dieser  drei  Integrale  nach  k^  ergiebt,  wenn  man  die  For- 
meln (l.)  zu  Hülfe  nimmt,  die  folgenden  Gleichungen: 

dK      ^    /*sin^(p(?cp    1       /*cos^cp<Zcp 

~djFy  ~      ^J~~^~  ^  ^j^J     A    ' 

dikK)    _         l    fdrf 


=       WcJ^  =^/^'^' 


d{¥')  2k  J   A3  2kk 

rf(F)  2k' J        A3        —        2k' J        Ä 

Die  letztere  erhält  man  leicht,  wenn  man  bemerkt,  dass  d(k  )=  — d{k" 
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Es  ist  ferner,  wenn  man  wieder  die  Gleichungen  (l.)  zu  Hülfe  ruft, 

"/          A                    J  sm-'cp  VA         J   ^         j  /Vcos^cp    ,    cos^\       _  ^  fd^ 
diF) =  W)  ~  V^-^^  +  T^y"^^  -  VX' 


Setzt  man  daher 
ferner 

Ä^  rsin^cptZcp  ,     ^ 


SO  wird 


dÄ     _       1      ^  (?^     ^  1  . 


)    dÄi  1       -p  dBi  1      . 

^  d{k  )  2h  a{k)  2k 


dÄ2  1     -r,  dB2  1      ^ 


d{k)  2h-  d{r)  2¥ 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass   A   der  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 


d 


{h%''' 


dÄ 


d(h')  ~  ^     ' 

oder,  wenn  man  der  Kürze  halber 

Tc'V'  k'' 
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setzt,  der  Differentialgleichung 

Genüge  leistet.     Diese  Differentialgleichung  bleibt  unverändert,  wenn  man  k 
in  k'  verändert.     Es  ist  daher  auch 

ein  Integral  derselben.     Aus  den  beiden  Gleichungen 


^  =  ik'k-'A,        ^-  =  ^hVK' 


folgt 


und  durch  Integration 


.  clK'        „,   dA 
dl  dl 


wo  a  eine  Constante  ist.     Diese  Gleichung  kann  man  auch  so  darstellen 

oder 


d^'  Ä'  d{k')  k'h''Ä' 

Der  Bruch 


läfst  sich  für  kleine  Werthe  von  k  in  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen 
von  k'^  fortschreitende ,  mit  der  Einheit  beginnende  Reihe  entwickeln ,  woraus 
durch  Integration  folgt,  dass  der  Werth  von 

K'  ^  TzK' 
A     ~    2K 

für  kleine  Werthe  von  k  bis  auf  Gröfsen  von  der  Ordnung  k^  genau 

alogÄ;2-fß 

ist,  wo  ß  eine  neue  Constante  bedeutet.  Die  Werthe  von  a  und  ß  hat  Euler 
in  den  » Opusculis  varii  argumenta  a  =  —  ^ ,  ß  =  log  4  gefunden.  Substituirt 
man  den  Werth  von  a,  und  setzt 

TzK'  ^  K' 

logg   =    --^    =    -2^; 

II  23 


178       DIFFERENTIALGLEICHUNG  FÜR  DIE  REIHEN    l±2q  i- 2q*±2q^-\ .  2  y^ j -f  2  y/// +  2  y^yüe -| 

SO  erhält  man 

/q^  diogg    _  1  _        1         _        1 

^   -^  dik')  hVÄ'  h''A\  ~   k'Äl  ' 

oder  auch 

Jc^  1 

dlog— 2"  (?l0g— 2  2 

^  dlogg;  '  (^logg  '  dlogq 

Wenn  man  mittelst  der  Formeln  (3.)  statt  des  Differentials  d{k'^)   das  Differential 
dlogq  einführt,  so  werden  die  Formeln  (2.): 


dA  .  _  .2  dB 


,2yt2    .B 


i   dlogq   ~ 

2-u^    , 

dlogq    ~ 

■S*  A/     A/      -iX 

(4.) 

1     ^^1      _ 

j    dlogq    ~ 

hBUu 

dBi 

dlogq 

1  ^     ^3 

1     dAi     

\  dlogq    ~ 

-\BiA, 

dB2 

dlogq 

^  ^'^i 

^^.^2. 

Man  hat  daher, 

wenn  man 

-  =  ^ 

,        Ai  = 

1               . 

er      ^^ 

1 

~   Ca 

setzt,  und  die   nach    log^    genommenen  Differentiale  der   Functionen    C   mit 
oberen  Indices  bezeichnet, 

(5.)  4C'C"  =  -h'k'\        iClC['  =  1^,        4C1C';'  =  4?  • 


Ich  bemerke  jetzt,  dass,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

\/4Ä  +  l  — 1 

V/4Ä+1 4- 1 
für  h  die  drei  vorstehenden  Gröfsen 

T.'2  7.2 

setzt  und  bei  der  zweiten  die  Wurzel  negativ  nimmt,  die  drei  Gröfsen 

^  _L  hi 

k'^  k'^ 
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erhalten  werden.     Dies  sind  zufolge  (3*.)  die  Gröfsen,  deren  Logarithmen  diffe- 
rentiirt  die  Differentiale  A^dlogg^  Äldlogq,  Äldlogq  oder 

d\ogq  dlogq  dlogq 

~cr^~'    ~ci~''    ~cr 

geben.     Es  ist  aber 


f^log  V^^H-1-1    _         ^^         _     ^logA 


\/4Ä+l  +  l  JiSl^h^X  V4Ä-fl 

Substituirt  man  daher  in     ,     ^  ^     für  h  die  drei  Werthe  (5.),  so  erhält  man 

(?logg  (?logg       d\Qgq 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  für  alle  drei  Gröfsen  C ,  C^,  C^  dieselbe  Differential- 
gleichung 

(6.)  d  log  {C'C")  =  v/iec^c+i  •  -^^^ 

stattfindet,  nur  dass  man,  wenn  man  C^  für  C  setzt,  die  Quadratwurzel  ne- 
gativ zu  nehmen  hat.  Macht  man  diese  Gleichung  rational ,  so  ergiebt  sich  für 
alle  drei  Functionen 

^-2Z'         ^'-^kK'         ^^-WK 


dieselbe  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  und  zweiten  Grades : 

(7.)  C\CC"'+^C'G"f  =  C"^(16  6'^C"+1). 

Wenn  man 

C  =  y-^ 

setzt ,  und  die  nach  log  q  genommenen  Differentialquotienten  von  y  wieder  durch 
obere  Indices  bezeichnet ,  so  erhält  man  nach  einander 

C  =  —2y-^y',       C"  =  —2ij-hj"-^6y-Uy\        C"  =  —^-''y"'+l^y-Uj'y"—Uy-^y'\ 
und  daher 

CC"'-\-^C'C"  =  -2y-./"+30y-ßy/y'-60y-Y'- 
Es  verwandelt  sich   daher    die  Differentialgleichung  (7.),  wenn  man  noch  mit 
^y^^  multiplicirt ,  in  die  folgende  Differentialgleichung  zwischen  y  und  q: 

(8.)  (/y"'_i5yyy'+30//"V  +  32(?/y"-3/f  =  y'\yy"-zy'''f- 

23  * 
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In  dieser  Gleichung  kann  i/,   den  drei  Werthen  von  C   entsprechend,  jede  der 

drei  Functionen  \ — ,    y >    y bedeuten.      Wenn  man  daher  die  aus 

der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannten,  nach  den  Potenzen  von  q 
fortschreitenden  Eeihenentwickelungen  dieser  Functionen  einführt,  so  erhält  man 


das  folgende  Theorem 


Theorem. 
Es  bedeute  y  eine  der  drei  Leihen 

l±2g4-2g*  +  2g^-f  2gi<^±2g25_]_  etc., 

2|v^g  +  V^3'  +  V^?'  +  V^?'+  etc.j  , 
so  findet  zwischen  y  und   q  die  folgende  Differentialgleickmig  dritter  Ordnung  und 
zweiten  Grades  statt,  in  welcher    dlo^yq    als  das  constante  Differential  angenom- 
men ist: 

J2/2^32,  — 15«/(^t/(?2^  +  30#''P  +  32jy(?2^_3(7y2j3  ^  y^''\yd^y  —  ^äy^\\d\o^qf. 

Die  beiden  der  vorstehenden  Differentialgleichung  genügenden  Reihen , 

l+2<?  +  2f/+2fy9H =   y--' 

ilWK 
1— 2g+22^  — 2g^H =   y —7-^ 

werden  aus  einander  durch  Veränderung  von  q  in  —q  erhalten.  Allgemeiner 
kann  man,  da  die  Differentialgleichung  (8.)  nur  die  nach  log^  genommenen 
Differentiale  und  nicht  q  selber  enthält,  aus  jedem  für  y  gefundenen  Ausdruck 
einen  andern ,  welcher  derselben  Differentialgleichung  Genüge  leistet ,  erhalten, 
wenn  man  aq  statt  q  setzt,  wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Wenn 
man  in  der  Reihe 

2{/gji  +  ,/  +  r/  +  r/2  +  f/'^+  etc.!   =  \/^ , 

welche  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (8.)  genügt,  die  Variable  q  in  —q 
verwandelt ,  oder  a  =  —  1  setzt ,  so  wird  diese  Reihe  mit  einer  S^^'^  Wurzel 
der  Einheit  multiplicirt.  Die  Differentialgleichung  (8.)  mufs  daher  so  beschaffen 
sein,  dass  sie  unverändert  bleibt,  wenn  man  y  mit  einer  8*^°  Wurzel  der 
Einheit  multiplicirt,  oder  es  müssen   in  den  verschiedenen  Termen  der  Glei- 
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chung  (8.)  die  Unterschiede  ihrer  Dimensionen  in  Bezug  auf  1/  und  seine  Diffe- 
rentialquotienten durch  8  theilbar  sein.  Dies  ist  auch  in  der  That  der  Fall,  da 
in  Bezug  auf  y  und  seine  Differentialquotienten  die  Terme  links  vom  Gleich- 
heitszeichen in  der  Gleichung  (8.)  von  der  Q^^^,  die  Terme  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen von  der  lA^^^  Dimension  sind. 
Die  Gleichung 

d{k'')  d{¥) 


d\o^q 


,v(^J      ^'^"y' 


bleibt  unverändert,  wenn  man  q  in  </'"  und  gleichzeitig  y  in  ^^(oder  C  in  '^mC) 

ändert.  Hieraus  folgt,  dass  aus  jeder  gegebenen  Function,  ivelche  der  Differen- 
tialgleichung (8.)  Genüge  leistet,  eine  andere  erhalten  wird,  welche  derselben  Diffe- 
rentialgleichung genügt,  wenn  man  die  gegebene  Function  mit  \jm  multiplicirt  und 
gleichzeitig  q  in  q'"  ändert.  Es  mufs  daher  in  jedem  Term  der  Differentialglei- 
chung (8.)  die  Summe  der  Ordnungen  der  einzelnen  Differentialquotienten  weni- 
ger dem  4^^°  Theile  seiner  in  Bezug  auf  y  und  die  Differentialquotienten  von  y 
gemessenen  Dimension  die  gleiche  Zahl  geben,  oder  in  je  zwei  verschiedenen 
Termen  die  Differenz  der  Summe  der  Ordnungen  der  Differentialquotienten  gleich 
dem  vierten  Theile  des  Unterschiedes  ihrer  Dimensionen  sein.  In  der  That  ist 
in  (8.)  der  4^^  Theil  des  Unterschiedes  der  Dimensionen  der  Terme  rechts  und 
links  vom  Gleichheitszeichen  -^{ii  —  6)  =  2  und  der  Unterschied  der  Summe 
der  Ordnungen  ihrer  Differentialquotienten  ebenfalls  6  —  4  =  2. 

In  der  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  wird  ge- 
zeigt, dass  durch  die  Aenderung  von  ^iia  q'",  wenn  m  eine  beliebige  rationale 

Zahl  ist,  das  ganze  elliptische  Integral  K  und  daher  auch  C  =  |^  mit  einem 
Factor,  welcher  eine  algebraische  Function  von  k  ist,  multiplicirt  wird.  Be- 
deutet daher  g  einen  solchen  Factor,  so  muss  dem  Vorhergehenden  zufolge  der 

aC 
Differentialgleichung  (7.),  welcher  C  genügt,  auch  die  Function  ^^  genügen. 

\m 

Es  giebt  daher  unendlich  viele  Fälle ,  in  welchen  zwei  Integrale  der  Differential- 
gleichung (7.)  aus  einander  durch  Multiplication  mit  einer  algebraischen  Function 
von  k   erhalten  werden.     Wenn  allgemein  f  einen  Factor  von  der  Beschaffen- 

heit  bedeutet,  dass   fC  =  -^   wieder  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (7.) 
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wird ,  welcher  C  genügt ,  so  findet  man  die  zwischen  diesem  Factor  f  und  dem 
Modul  k  bestehende  Differentialgleichung  auf  folgende  Art. 

üie  zwischen  den  Gröfsen  C  und  q  stattfindende  Differentialgleichung  (7 .) 
wurde  durch  Elimination  von  k^k'"  aus  den  Gleichungen 

abgeleitet.  Die  letztere  Gleichung  folgt  aus  der  Gleichung  6? log  ^=z  dl  =  — ^. 

Diese  giebt  für  eine  beliebige  Function  u: 

(J2^^'  __  (j2     ^^      __    "•^  . 
dlogq  dl 

Setzt  man 

D  =^  f.C 

und  bezieht  die  oberen  Indices  von   D  und  f,    ebenso  wie  die  von  y,  C   und  u 

auf  die  Differentiation  nach  log^^  so  wird 

B"  =  fC"^2f'C'+f"C. 

Man  hat  daher 

d\ogq 

dl    d\ogq 

jr  —  ^B^' 

Setzt  man  den  Ausdruck 

(9.)  ^f,;-K'+^if%  =  H 

und  denkt  sich  die  Function  /"  so  bestimmt,  dass 


=  -/-*iV+4/=^ 


(10.)                                       '"««^-f,, 

so  hat  man  die  beiden  Gleichungen : 

(11.)                             4Z)^i)"        H,           ^'^g^^.- 
^                                                                      v/4  R" 4-1 

d\ogq 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Gröfse   H,  so  erhält  man  dieselbe 
Differentialgleichung  zwischen  D  und  q,   welche  zwischen   C  und  q  gefunden 
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worden  ist.  Wenn  man  andererseits  aus  (9.)  den  Werth  von  H  in  (10.)  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung-  s''^^  Ordnung  zwischen  /'  und  k. 
Setzt  man  in  dieser  Differentialgleichung  /  =  log  ki  oder 


==  h, 


so  wird  dieselbe 


(12.)  /4r(|fJ  =  i/^+4^^  . 

wo  zufolge  (9.)  die  Gröfse  H  den  Ausdruck 

bedeutet. 

So  wie  die  Function    D  = —^    ein  Integral   der  Gleichung   (7.)  wurde, 

wenn  /"  ein  beliebiges  Integral  der  Gleichung  (12.)  ist,  so  wird  auch  umgekehrt 

2  TT 
f= D   ein  Integral  der  Gleichung  (12.),    wenn  D   ein  beliebiges  Integral 

der  Gleichung  (7.)  ist.  Setzt  man  nämlich  aD^ D"  =  H,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (7.),  welcher   D   genügt,    in   die  Gleichung  (lO.).      Bestimmt  man 

dann  /  durch  die  Gleichung  D  =  —~  =  fC,  so  erhält  man  durch  zweimalige 
Differentiation  für  H  den  Werth  (9 .) ,  und  wenn  man  diesen  in  die  Gleichung 
(10.)  substituirt,  die  Differentialgleichung  (12.). 

Aus  den  Gleichungen   (3*.)  und  (5.)  ergiebt  sich,   dass  man,    ohne  dass 

k'^       .  1 

-^r-  die  Gröfsen  — ^ 

k'^  k'' 

setzen  kann,  wenn  man  gleichzeitig  K  in  kK  und  k'K  ändert.     Bedeutet  daher 

f{ki)  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (12.),  so  wird  nicht  nur 
7r^/{ —ö  );  sondern  es  werden  auch  die  Functionen 

2il      Vy^"^/ 

Integrale  der  Gleichung  (7.)  werden.  Umgekehrt  werden,  wenn  D  ein  belie- 
biges Integral  der  Gleichung  (7.)  ist,  die  Functionen 

2K  ^  2kK  jy  2k' K  jy 

TT  TT  TT 


dlo^q    und  die  Gleichung  (7.)  sich  ändert,  für ^-^  die  Gröfsen  — ^  und  k'^ 
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Integrale  der  Gleichung  (12.),  je  nachdem  in  letzterer  k^  die  Gröfsen 

fC  1  7  2 

bedeutet. 

Der  Differentialgleichung  (12.)  genügen  unendlich  viele  algebraische  Werthe 
von  f,  welche  nur  um  einen  Zahlenfactor  von  den  Werthen  verschieden  sind, 
die  der  in  der  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Integrale  vorkom- 
mende Multiplicator  M  für  die  verschiedenen  Transformationen  annimmt.  Kennt 
man  die  algebraische  Gleichung  zwischen  dem  gegebenen  Modul  k  und  dem 
transformirten  X,  so  wird  das  Quadrat  dieses  Multiplicators  rational  durch  k 
und  X  vermittelst  der  allgemeinen  Formel 

(14  )  M^^  =     (^-^')dJc_ 

^  ^  n{k—k')dX 

gegeben,  wo  n  die  Ordnung  der  Transformation  bedeutet.  Aufserdem  findet 
zwischen  den  nach  k  genommenen  ersten  beiden  Differentialquotienten  von  M 
und  dem  ersten  von  X  noch  die  Differentialgleichung 

(15.)  M\i,-.,f^^i.-m^^:^M\  +  >^^o 

statt.  In  den  Fund.  nov.  (pag.  77)  ^)  ist  aus  den  beiden  Gleichungen  (l  4.)  und  (1 5.) 
durch  Elimination  von  M  die  zwischen  je  zwei  Moduln,  welche  in  einander 
transformirt  werden  können,  bestehende  Differentialgleichung  3*^^^  Ordnung  ge- 
funden worden.  Wenn  man  aber  aus  denselben  beiden  Differentialgleichungen 
statt  M  den  transformirten  Modul  X  eliminirt ,  so  erhält  man  für  \n .  M  die- 
selbe Differentialgleichung,  wie  oben  für  f  gefunden  worden,  welche  von  der 
Ordnung  der  Transformation  unabhängig  ist.      Es  können  nämlich  die  beiden 

2  k^ 

Gleichungen  (14.)  und  (15,),    wenn  man   X'' =  1  —  X,    /  =  log-;2    setzt,    durch 

k' 

folgende  beide  ersetzt  werden: 

dUl 


in'^\-M'in'--{-4M'^\   ==  ->rX'^ 


^^^•^                           ^^1       X^          dlogi-A'k''')            dl 
dlog—^  =       .  ^^  —  =  ^ 

X'^  \/l-4X^X'^  nM^ 


*)  Band  I. ,  p.  132.  dieser  Ausgabe. 
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Da  nun ,  wenn  man 

H=  —X^X'\        f  =  \jn.M 

setzt,  die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  mit  den  Gleichungen  (16.)  übereinkommen, 
so  werden  die  Functionen    y^^ .  M   Integrale  der  zwischen  f  und    ytj  =  -^   be- 

stehenden  Differentialgleichung   (12.),    und  zwar  algebraische    Integrale  dieser 
Gleichung. 

Die  für  C  und  y  oben  aufgestellten  Differentialgleichungen  sind  aus  der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  besondere  Integrale  K 
und  K'  sind,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

erhalten  worden.      Setzt  man  für  K  und    K'   zwei  vollständige  Integrale  der 
erstem , 

Q  =  aK-\-\l~nK',         Q'  =  a'K'~\-S/~lb'K, 
so  wird 

-  7r(/    _   (aa'-]-bb')d(¥) 

Hieraus  folgt,  dass  man  in  den  zwischen  Kj  k  und  q  aufgestellten  Differential- 
gleichungen für   K  und  \o^q   auf  die  allgemeinste  Art  die  Gröfsen  ^    — 

Sjaa'-^-hh' 

und   —  -~-  setzen  kann.      Es   ivird  daher  das  vollständige  Integral  der  Dimeren- 
tialgleichungen  (7.)  und  (8.)  durch  das  System  der  beiden  Gleichungen 


i  ^{aK-\-^-lbK') 


(17.)  /  y  sjaa'-^bb' 

\  aK-{-\l-lbK' 

gegeben,  ,wo  a,  b,  a,  b'  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und  die  Gröfsen  K  und  K' 
gegebene  Functionen  einer  dritten  Gröjse  k  sind,  nämlich  die  ganzen  elliptischen  In- 
tegrale erster  Gattung  für  die  Moduln  k  und  Vi — k^- 
11.  24 
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Setzt  man 

K'   _ 
K    ~  ^' 

woraus 

In  jF 

y =  l+2e^'-  +  2e'^'-^'--f  2e9'-^'-+  etc. 

folgt,  so  erhält  man  aus  der  letzten  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  (17.): 

logg  =  -^ 7i=r^' 

a  —  y — 1  hr 

und  daher 

aV -j- \/— 1 6  log  g  av:-\-\]—\h\ogq 

Der  vollständige  Werth  von  y,  durch  r  ausgedrückt,  wird: 


tj  =  i  /«      V     ^.  ji_^2e^'--f  2e4'»r^2e9'^'-+  etc.j  . 

Wenn  man  in  diesen  Formeln  a,  h,  a,  b'  statt 

g  b  a'  h' 

SJäöTybb'  '        \laa'-\-hb'  '        slaa'^hh'  '        \Jaa-\-hh' 
und 

g.  =  6"%        logg  =  up 
setzt,  so  erhält  man  das  folgende 

Theorem. 

y>Die  Reihe 

y  =  l-}-2ß"p4-2e4"e-f-2e9'"^?+  etc. 

genügt  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

\yH^y-lhydydhj-^ZUy^Y-^Z2\yd'y-UifY  =  y''\yd'y-^dy'\''K^dp^ 

in  welcher  dp   das  beständige  Differential  ist,  und  es  wird  das  vollständige  Integral 
dieser  Differentialgleichung : 

l_i_  2e"»'  +  2e*^'"  +  2e9'^''  +  etc. 
y  =  — ' =z — ' , 

Va'+V-l&p 
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WO 

a'+  V— 1  ?>P 

ist j  und  a^  a,  h,  h'  imllkürliche  Constanten  bedeuten,  für  welche 

aa'-\-hh'  =  1 
ist.« 

Man  kann  das  vorstehende  Theorem  aus  dem  ersten  oben  gegebenen  Theo- 
rem ableiten ,  wenn  man  beweist , 

dasSy   wenn    i/  =  f[p),    wo    %^  =  logq,    eiti  beliebiges  particuläres  Integral 

der  Differentialgleichung   (8.)   bedeutet,   und  man    r  =     '      y___^ —   setzt,    wo 

a'-\-  y— 1  &p 
aa'-\-bb' =  \  ^  die  Function 

f(r) 

y  = -^^ 


\/a'+  \J—1  bp 

das  vollständige  Integral  der  Diff'erentialgleichmig  (8.)  ist. 
Man  zeigt  dieses  leicht  auf  folgende  Art. 

Die  Differentialgleichung  (8.)  verwandelt  sich,  wenn  man  y  ■=.  C~"^  setzt, 
in  die  Differentialgleichung  (7.),  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  dem 
Systeme  zweier  Gleichungen, 

4,C^C"=H  (Hogg    ^   <^logg 

durch  Elimination  von  H  hervorgeht.      Setzt  man   log  q  =  tz^    und  für  C   ein 
beliebiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (7.), 

so  werden  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  sich  der  Lagr  an  ge- 
sehen Bezeichnungsart  der  Differentialquotienten  bedient, 

d  log  B.  Tc  <Zp 


4cp(p)3cp"(p)  =  ^m, 


\2 


Schreibt  man  r  für  p ,  so  werden  auch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

dlogHi  T.dr 


4cp(r)3cp"(r)  =  TT^i, 


\/l-f-4i/"i  ?W 

24 
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gleichzeitig    stattfinden.        Es    seien     a,   h,   a,   h'     Constanten,     für    welche 
aa-\-  bh'  =  1 ,  und 

„  _   ap  +  \/=r&'  ^^  _  dp 


ferner 

so  erhält  man  durch  zweimaliges  DifFerentiiren : 

f(p)  =  V^6cp(r)+^-Ä^, 
a  -f-  y — 1  op 

und  daher 

Fügt  man  hierzu  die  Formel 

dr     dp  dp 


so  verwandeln  sich  die  beiden  Gleichungen 

d  log  Hl  TT  dr 


4'-p(r)3cp"(r)  =  7:2^1^ 


in  die  ganz  ähnlichen 

Vi+4ifi       'l'(p) 

Es  folgt  hieraus ,   dass  die  Function 

-Xp)  =  (a'+\/=r&p)cp(r), 
ebefi  so  wie  cp(p),  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (7.)  und  daher  auch 

^^^'^^  Va'+V^l&P 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (8.)  ist,  und  zwar  sind  dies  die  vollstän- 
digen Integrale  dieser  Differentialgleichungen,  weil  sie  drei  willkürliche  Con- 
stanten enthalten. 

Man  hat  oben  gesehen ,   dass  die  Reihe 

2v^g-f-2v/?-h2v/^-|-2y^+  etc. 
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ebenfalls  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (8.)  ist.  Man  wird  daher  mittelst 
des  eben  gefundenen  Satzes  auch  aus  dieser  Reihe  das  vollständige  Integral  der 
Differentialgleichung  (8.)  ableiten  können,  und  es  mufs  das  aus  der  einen  Form 
erhaltene  vollständige  Integral  das  Integral  der  andern  Form  umfassen.      Es 

müssen  daher  in  dem  Ausdruck    r  =  , : —    die  Constanten    a,  b,  a'.  b' 

immer  so  bestimmt  werden  können,  dass 

l+2.'^^  +  2.-+2.-+^  _  2.i-+2e^-+2.¥-+  etc. 


\Ja'+  V-1  b[j 

Die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  lehrt,  dass  diese  Bestimmung  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  der  Theorie  der 
unendlich  vielen  Formen  der  Transcendente  6  *) ,  dass  die  vorstehende  Gleichung 
immer  gilt,  wenn  a,  b,  a,  b'  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  von 
denen  a,  a  und  b  ungerade  sind,  und  a  und  b  durch  4  dividirt  nicht  densel- 
ben Rest  lassen.  Das  Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadratwurzel  in  der  vor- 
stehenden Formel  hängt  von  dem  Werthe  der  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste 

mit  (-T-)  bezeichneten  GröJ'se  ab.  Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen 
man  einschlagen  kann,  führt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst 
einer  Kettenbruchentwickelung  oder  der  von  G  a  u  f  s  in  seiner  Abhandlung  Sum- 
matio  serierum  quarundam  singularium  betrachteten  Summen.  Die  vorstehende 
Gleichung  wird,  wenn  a  und  b  ungerade  sind,  immer  gelten,  wofern  man  nur 
die  eine  Seite  derselben  mit  einer  8^^^  Wurzel  der  Einheit  multiplicirt.  Wenn 
von  den  Zahlen  a  und  b  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  hat  man 
die  Gleichung 

•     0  .     ^^^     ^^^      ^^     ^ =  1±  2e""  +  2e^^i'  +  2e^^-\ , 

wo  t  eine  8*^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  jenachdem  von  den  Zahlen  a  und  b  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade 
oder  beide  ungerade  sind. 


*)  Ich  habe  diese  Theorie  in  mehreren  an  der  Königsberger  Universität  gehaltenen  V^orlesungen 
umständlich  auseinandergesetzt  und  behalte  mir  vor,  dieselbe  bei  einer  andern  Gelegenheit  bekannt 
zu  machen. 
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Die  vorstehenden  Reihenentwickelungen  setzen  voraus,  dass  der  reelle 
Theil  der  Gröfsen  p  und  r  negativ  ist.  Wenn  dies  bei  p ,  aber  nicht  bei  der 
Gröfse  r  der  Fall  ist,  so  kann  man  die  Constanten  a  und  h'  mit  V — 1  multi- 
pliciren  und  die  Constanten  a  und  6  mit  V— 1  dividiren,  wodurch  die  Bedingung 
aa-\-hh'  =  1  unverändert  bleibt,  und  sich  r  in  — r  verwandelt,  also  der  reelle 
Theil  negativ  wird.  Für  beliebige  reelle  Werthe  der  willkürlichen  Constanten 
a,  a,  b,  b'  wird,  wenn  der  reelle  Theil  von  p  negativ  ist,  auch  der  reelle  Theil  von 
r  immer  negativ  sein.     Setzt  man  nämlich 

P  =  — Po  +  Pi\^-l' 
so  wird 

— apo+(«Pi  +  &')\/— 1 

r  = ■ , —  — 

a' — &pj — ftpoV— 1 

_  -po+iK-^Pi)(«pi+&')-«&poiV^ 

woraus  der  vorstehende  Satz  folgt. 
Den  10.  November  1847. 
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ÜBER  EINE  PARTICULÄRE  LÖSUNG  DER  PARTIELLEN 
DIFFERENTIALGLEICHUNG 


1. 

Es  seien  x j  y ,  z  rechtwinklige  Coordinaten  und 

<:ji^x,y,z)  =  p,         ^\{x,^J,2)  =  pi,         ^%{x,y,z)  =  p2 

die  Gleichungen  dreier  orthogonalen  Flächensysteme,  in  welchen  man  p,  pi,  pa 
als  die  veränderlichen  Parameter  betrachtet.  Für  gegebene  Werthe  der  Coordi- 
naten x,y,  z  erhalten  durch  diese  Gleichungen  die  drei  Parameter  p,  pi,  pa  be- 
stimmte Werthe ,  und  es  ist  daher  für  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  die 
individuelle  Fläche  jedes  Systems  bestimmt,  welche  durch  ihn  hindurchgeht. 
Setzt  man 


(^)+(|^)V(tJ="i. 

(tJ+(tT+(tJ=.i. 


und  nennt 


a,  ß,  T;         '^-u  ßi»  Tn         «2'  1^2'  T2 

die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  an  den  drei  Flächen  in  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Durchschnitt  errichteten  Normalen  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bilden, 
so  hat  man: 

II.  25 
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7;    „       —    ^  7,     q       —      ^P2  7,    .,       _      ÖP2 

/^2«2    -     ö^    '  ''^h    -    ä^'  ^*2i'2    -    -ß^' 

Da  die  drei  Normalen  selber  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  haben  die  neun 
Gröfsen  a,  ß,  etc.  die  bekannten  Eigenschaften  der  Coefficienten  der  Transfor- 
mationsformeln zweier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  folgt  für  eine  beliebige  Function   V: 

dV  ,  öF  ,   ,  öF  ,   ,  öF 

dV         ^  j   ÖF  ,  .  j    dV    .   ^    .    dV 
dV  .  dV    ,        ,  öF  ,    ,  öF 

-ö7  =  "^-'^^+'^l-^'l-ö^+^^2-'^2^' 

und  daher  zufolge  der  erwähnten  Eigenschaften  der  Gröfsen  a ,  ß ,  etc. : 

Vermöge  der  Eigenschaften  dieser  Gröfsen  hat  man  auch : 

2  +  aßiY2  =  1, 
woraus  durch  Substitution  von  (1.)  die  Formel 

ox    oy     dz  ^   ^ 

folgt,  und  daher  auch  vermittelst  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Determinanten: 


(3.)  2± 


dx    dy     dz  1 


Man  kann  diese  Formel  auch  folgendermafsen  ableiten.     Aus  (1.)  ergiebt  sich: 

(idx-\-  ^dy  -\-'idz  =  —dp, 
a^dx-^-^^dy-Jr^^dz  =  —dp^, 
Sdx-\-^^dy-\-^i^dz  =  Y^^2^ 
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und  daraus  vermöge  der  Eigenschaften  der  Gröfsen  a ,  ß ,  etc. : 


2' 


dy  =  lc?p-f  |L(^p^+iie?p2, 
ds  =  XfZp  +  I^c^pj+I^^pg; 


ferner : 


dx 

0. 

dy 

ß 

öp 

-  h ' 

öp 

-      Ä    ' 

dx 

«1 

dy 

ßl 

öpi 

-  /., ' 

öpi 

-     /h^ 

dx 

_     «2 

dy 

_      h 

öp, 

h 

ÖP2 

h' 

dz 

T 

ap 

~    h 

ö^ 

_    Ti 

öpi 

Ä, 

dz 

T2 

Öp2 

K 

(4.)  c?a;^  +  ^2/'^  +  eZ^^  =  -^4^  +  ^(?pf  +  -^^pi. 

Die  ersten  drei  der  vorstehenden  Gleichungen  ergeben: 


(5.) 


und  hieraus  folgt,  wie  oben  gefunden  worden, 

Yj^  dx    dy    dz    1      y+o       1 

"~  öp    öpj   öp2  hh-^^li^     ~    '^'2         }i\h2 

Diese  Formel  zeigt ,  dass  das  Raumelement  dx  dy  dz,  wenn  man  die  Parameter 
p ,  pi ,  p2  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  einführt ,   durch  das  Element 

-^4c?p,^p, 

ausgedrückt  wird,  wie   sich  leicht  auch  aus  geometrischen  Betrachtungen  er- 
giebt. 

Will  man  die  Gröfsen    p,  p^,  pa  statt  Xjy,  z  in  die  partielle  Differential- 
gleichung 

dW    .    dW   .    dW 

+  -^ri-  +  ^l2~  —  ^ 


dx^         dy^         dz^ 

einführen,  so  kann  man  die  transformirte  partielle  Differentialgleichung  unmit- 
telbar aus  den  beiden  Formeln  (2.)  und  (3.)  erhalten,  wie  aus  den  folgenden 
Betrachtungen  erhellt. 

25*- 
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2. 

Man  denke  sich  ein  w-faches  Integral ,  welches  unter  dem  Integralzeichen 
eine  unbestimmte  abhängige  Variable  nebst  ihren  partiellen  Differentialquotien- 
ten beliebiger  Ordnung  enthält,  durch  Einführung  neuer  unabhängiger  Variabein 
in  ein  anderes  transformirt ,  und  die  Variationen  der  beiden  einander  gleichen 
Integrale  nach  den  bekannten  Vorschriften  durch  partielle  Integration  so  reducirt, 
dass  sich  unter  den  w-fachen  Zeichen  nur  noch  die  eine  Variation  der  abhängi- 
gen Variablen  als  Factor  findet.  Die  in  diese  Variation  unter  den  w-fachen  Inte- 
gralzeichen multiplicirten  Ausdrücke  müssen  einander  gleich  sein.  Wenn  man 
in  dieser  Gleichung  die  Elemente ,  in  welche  diese  Ausdrücke  multiplicirt  sind, 
auf  einander  zurückführt,  so  erhält  man  die  Transformation  der  Function,  welche 
sich  in  der  reducirten  Variation  des  gegebenen  Integrals  unter  dem  n  -  fachen 
Zeichen  findet,  und  welche  immer  auf  eine  viel  höhere  Ordnung  wie  die  Function 
steio-t,  die  in  dem  gegebenen  Integral  selbst  unter  dem  Zeichen  steht.     Ist  z.  B. 

jP  eine  Function  von 

dV  dV  dV 

^'      y^      ^'       ^'       dx  '        dtj  '        d^  ' 

welche  sich  durch  Einführung  dreier  andern  Variabein  u,  w^,  Wg  ^ür  «r^  y,  z  in 
eine  Function  von 

u 
verwandelt ,  und  setzt  man 


^.       dV  dV  dV 

Ml,       W2,         Vi         -:; — >  -^ ;  3 

'  '        '        du  dui  du2 


^  .    dx    öy     dz  . 

Oll   du\   dU2 


so  folgt  aus  der  Gleichung 

/  /  /  Fdxdydz  =   \  l  j  FAduduiduz 
durch  Reduction  der  Variation  der  beiden  Integrale  die  Gleichung 


=  <w)- 


d^V        d^V         d^V 
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wo  ich  durch  die  hinzugefügten  Klammern  angedeutet  habe ,  dass  die  zu  diffe- 
rentiirenden  Gröfsen  als  Functionen  von 

„     dV         dV        dV 

u,     ui,      ^<2,      y,     -^—f       -^ — j       3 — 

du  oui  du2 

angesehen  werden.  Man  dehnt  diese  zur  Transformation  der  DifFerentialaus- 
drücke  dienende  Methode  leicht  auf  die  Fälle  aus ,  in  welchen  sich  unter  dem 
Integralzeichen  mehrere  abhängige  Variable  mit  ihren  DifFerentialquotienten 
befinden.  Sie  bietet  den  doppelten  Vortheil,  beschwerliche  Rechnungen  zu 
ersparen,  und  die  Resultate  in  einer  bequemen  Form  zu  geben. 
Setzt  man  in  dem  vorstehenden  Beispiele 

und  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  durch  Einführung  neuer  Variabein  Uy  m^,  W2  in 

\dii  J  \duiJ         '^Kdu^J  du\    du2  du^    du  du     diCi '' 

und  ist  ferner ,  wie  im  Vorhergehenden , 

y  ,   dx    dy     dz    . 

du   dui    du2  ' 

so  giebt  die  obige  allgemeine  Formel : 

fdW       dW        dW\  _    "^-^V      du  -^''du^-^'^du  J 
^    -^  V  dx^  "^   dy''  "^   dz'  )  du 

,  /"     dV   .  ^   dV   ,      dV- 


w   ÖK    ,       dV\ 
du^  dU2  y 


du  dui  u'«2 

~'~  dui 

,    ,  /     öF    ,        öF    ,  ^    dr\ 
ö .  A  Uji  ^—  +  e \-E2  ■^—  ) 

\       du  ÖMi  dU2 / 

~'~  dU2 

Wird  insbesondere 

so  erhält  man : 

(2.)      a( 


dw  , 

d^V        d'V\ 

du   j 
du 

a.A£.f 

1                 dux 
^         dui 

a.Aiif 

ÖM2 

.dx^ 

'     dy'     '     dz''  ) 

dU2 

*>  2   T^  ri  2    T/^  Si  2  T^ 
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Nimmt  man  für  die  neuen  Variabein  die  Parameter  p,  pi ,  pa ,  so  wird  man 
zufolge  dieser  Formel  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  des  vorigen  Paragraphen, 

/öFV,  rdv\\  /öFV     72^öFY,  .2/öFY,  ;2/aFY 

öa?    ö«/     ö^ 


2  +  _—    "    ^^    __  ^  __ 


öp    öp^     Öp2  Ä/^lÄ2 

unmittelbar  auch  die  folgende  erhalten : 

h      dV       ^     /^l     öF        .      /?2     <5F 


ö 


Die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung 

ö^F   .    ö^F  _^dW_  _ 


verwandelt  sich  daher  durch  Einführung  der  Parameter  p ,  p^ ,  p2  statt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  oc,y,  z  in  die  Gleichung 


li     dV       ,     h     dV         ,     Ä2     dV 

o 


welche  von  Herrn  Lame  im  23.  Hefte  des  Pariser  Polytechnischen  Journals 
gegeben  ist.     Setzt  man  in  (3.)  für   V  eine  Function  von  p, 


so  erhält  man : 


r  =  m,   und  ^  =  r(f), 


miL+^!m_+m?i  = ,,,;,  'Jhh  ^'^'' 


dx'^  dy'^  ds'^  dp 

Setzt  man  /"(p)  =  p ,  so  folgt  hieraus : 

ölog 


welche  Formel  Herr  Lame  ebendaselbst  p.  222  gegeben  hat. 

Wenn  der  Coefficient  A£  in  (2.)  von  u  unabhängig  ist,  so  giebt  diese  Formel 

d^u       ö^w        d^u   
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SO  dass  also ,  wenn  AjE  von  u  unabhängig  ist ,  V  =  u  eine  Lösung  der  vorge- 
legten partiellen  Differentialgleichung  ist. 

Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  noch  bemerken,  dass  man  die  Transfor- 
mation des  Ausdrucks 

so  wie  den  Werth  von  A,  immer  aus  der  Transformation  des  Ausdrucks 
^jß^  j^  dy^  j^  dz^  erhalten  kann.  Hat  man  nämlich  für  irgend  welche  neue 
Variabein  u,  Wi,  %: 

dx^  +  diß  -^dz^  =  A du^  4-  £ (?m2  _j_  (7 ^^^2  _^  2adu^  du.^  +  2h dii^ du-\-2c  du  du^ , 

so  wird 


und 


A2  =  i2±4^-^4^r=  ABG—Aa^—B¥—Cc^-\-2alc 
(         du  oui   0U2  ) 

Diese  Formel  in  Verbindung  mit  der  Formel  (l .)  zeigt , 

dass  der  transformirte  Ausdruck  des  Quadrates  des  Linienelementes 

dx^  -\-  dif  -\-  ds^ 
allein  Unr eicht,  um  sogleich  die  Transformation  der  partiellen  Differentialgleichung 

zu  erhalten. 
Ist  insbesondere 

dx'^-\-diß^dz'  =  Adu^  ^  A^du\^  A^du\, 
so  erhält  man : 

A  =  ^'AAx  A2 , 

/äFV  ,  fdV\'     fdvy  _   1_  fdV\\   J_  f^^\  _!_  (^^^ 
Vä^y+V^y  +  Vö^y  ~  AKduJ'^  AiKduJ'^  A2\du2J' 


Q2Y  Qiy  fl2T7 
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und  die  transformirte  partielle  Differentialgleichung  wird : 

'\ä  du        .  V      ^1        Ö^ti  V      J.2        ÖM2      

Die  Zeichen  der  AYurzelgröfsen  sind  hier  aus  einem  derselben  dadurch  bestimmt, 

dass  sich  die  Wurzelgröfsen  wie  -7- '  ^~ '   t"  verhalten  müssen- 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  statt  der  rechtwinkligen  erhält 
man,  indem  man 

X  =  uGosui,        y  =  MsinMiC0SM2,        s  =  Msinwisinw2 
setzt : 

dx^  -\-  dy'^  4~  d^^  =  ^^^  +  ^^  ^^1  +  ^^  sin^  u^  du\ ; 

es  wird  daher  für  diesen  Fall  A  =  1 ,  A^-=  w^,  A^  =  u^  sin^  m^  ,  also 


4/^1^2       9 .  4/^2-^       .  iM^i 


sin  Ml  ' 
und  daher  wird  die  Differentialgleichung 

dx^         dy^         00^ 
durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  in  die  folgende  transformirt : 


du 

d '  sin  ^tl  -I— - 

ÖMi 

sinWj 

Ö^F 

du         ' 

ÖWj 

dul 

du         '  öWj  sinWj     dul  ' 

welches  die  bekannte  von  Laplace  aufgestellte  Gleichung  ist. 

Um  dieselben  Formeln  auf  den  Fall  anzuwenden,  wenn  man  statt  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y ,  z  die  sogenannten  elliptischen  einführt,  will 
ich  die  bekannten  auf  diese  bezüglichen  Relationen  in  der  Kürze  ableiten. 


Die   für  die    Zerfällung   rationaler  Brüche   in   Partialbrüche   bekannten 
Formeln  ergeben  die  Gleichung; 


(X-p2)(X-pf)(X-p^)         _  ^2  y2 


\{} &2)(X_c2)  A  A— &2 


d^V       9*F       d'V  ^/-i 
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ox'     '    Ol/*     '     oz^ 


wenn  man 


O     O     9 


(2.)  { y'  = 


^2    = 


(p2_c2)(p2_,2)(p2_,2) 


C2(C2  — 62) 

setzt.     Es  seien  b,  c  und  p,  pj,  p2  positiv,  ferner 

c>b, 
so  werden  die  Gröfsen  Xyi/^  z  immer  reell,  wenn 

p>C;  C>pl>6,  &>P2i 

und  umgekehrt,  wenn  die  Gröfsen  x,  y,  z  reell  sind,  kommen  die  Gröfsen 
p,  pi,  P2  in  den  angegebenen  Intervallen  zu  liegen.  Die  Formel  (1.)  zeigt  näm- 
lich, dass  die  cubische  Gleichung 

(3.)  1  =  4^+     ^^       '       '' 


X   '  X— &2  '  \—e 


durch  welche  X  bestimmt  wird,  die  Gröfsen  p^  p?,  pl  zu  Wurzeln  hat,  und 
es  folgt  aus  bekannten  Principien  der  Theorie  der  Gleichungen,  dass,  wenn 
a7^3^^  z^  reelle  positive  Gröfsen  sind,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3.)  immer  in 


den  angegebenen  Intervallen  liegen. 


Die  drei  Gleichungen 


p2       I       p2_^2       I       p2_^2 


1  -  ^+   y"   +   ^' 

^     ,2       )       ,2  />2       1^ 


p2    -r    p2_ö2       -       p2_c2 

geben ,  wenn  man  den  Parametern  p ,  pi ,  pg  alle  ihre  in  den  angegebenen  Inter- 
vallen befindlichen  Werthe  beilegt,  alle  möglichen  Ellipsoide  und  ein-  und 
zweiflächigen  Hyperboloide ,  in  denen  die  Hauptschnitte  dieselben  Brennpunkte 
haben,  die  ocy-  und  a?2!-Schnitte  die  Punkte  der  ,r-Axe,  die  um  h  und  c,  die 
3/2  -  Schnitte  die  Punkte  der  ^-Axe,  die  um  Vc^ — H^  vom  Mittelpunkte  ent- 
fernt sind. 
II.  26 


g2y         Qiy  giy 
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Da  man  die  identische  Gleichung 
1 


~r    1.2/1^2         „2\     ~r     ^2/^2         1^2\  ^ 


hat,  so  folgt  aus  den  Formeln  (2.) 

Ix'',  y^ 


9l9l  ^  (rf-ö')(p|-&')  ^  (P?-c')(P^-0 


=  0 


■,2 


nr    /_2         1.2\/'^2         /,2\    T^    /'^2         ^2\/'^2         ^2\  " 


p2p2    -r   (p2_ö2)(p2_2,2)    -r    (p2_c2)(p2_c2) 

Diese  Formeln,  welche  sich  auch  ergeben,  wenn  man  je  zwei  der  Formeln  (4.) 
von  einander  abzieht,  zeigen,  dass  die  drei  Flächensysteme  orthogonal  sind. 
Wenn  man  die  Gleichung  (1.)  nach  X  differentiirt ,  und  hierauf  dieser  Gröfse 
nach  einander  die  Werthe  f,  pf,  pi  beilegt,  so  erhält  man: 

(p^-PjXp^-pP     _    X'  y'  ^' 

p2(p2_ö2)(p2_c2)               p*    -t-    (p^_ö-^)-^    -t-    if-cr   ' 
(       (P1-P')(P1-P2)       _     X^    ., t , 

(^•)  ^  9'M-b'M-c')   ~    Pt  "^  i9l-b'f  "^  {9i-c'T  ' 

(pi-p")(pi-pD    _  ^  ,  __^!__  ,  __f! 

9l{9l-^'m-c^)   ~    9t  "^  (Pl-^')^  "^  (Pl-c')' 
Nimmt   man  von  den  Gleichungen  (2.)  die   Logarithmen  und  differentiirt,  so 
erhält  man : 

XO      -,     ,       xo,     j       ,      xp^      j 
dx=  —4—d?i-—^dp,-\----^dp^, 

(7.)  Uy  =  -^rZb^<^9-^-^^^dp,-^-^^dp,, 

7  ^9  J         ,  ^Pl  7  I  ^P2  J 

und  daher,  vermöge  (5.)  und  (6.): 
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Bestimmt  man  respective    p,  pi,  p2    als  Functionen  von   u,  u^,  u^   mittelst  der 


Gleichungen 


"^{f-^'W-c') 


=  du. 


(«•)  l  v-(p;-t%f-o^  =  *'"' 


=  du^, 


so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  die  folgende : 

(9-)  dx'  +  (72/2  J^dz^  =  A  du^  +  Ä^  du\  +  A^  dul , 


wo 


(10.)  {-A  =  (9l-?IM-f), 

A  =  (9l-9')i9l-9l), 
und  daher 

A  =  \jää;j,  =  (?!-?w-9W-9i)- 

Man  erhält  aus  (8.)  zufolge  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  allgemeinen 
Regel : 

und  die  partielle  Differentialgleichung 

-?!Z  _i_  _^  _i_  _^  _ 

dx^         dy^  dz^ 

wird ,  wenn  man  die  Gröfsen  u,  u^ .  Uo,  als  unabhängige  Variabele  einführt  : 


-4         öit     I  A\         dui     ,  ^2         ÖMo 

=   0  , 


du  du\  du2 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  A,  A^,  A2  substituirt: 

dW  d^V  r)^V 

welches   die    elegante    von   Herrn   Lame    gegebene    Transformation   ist.      Die 
Gleichung  (12.)  ergiebt  sich  auch  aus  der  allgemeinen  Formel  (3.)  des  vorigen 

26^ 
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dx-     '     dl/-     '     dz- 

Paragraphen,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  im  §.  1   eingeführten  Gröfsen  h,  Äi,  Äg 
die  Werthe 

(13 )         /^  =  _1^  ip.      ^^  ==  _4^  ipi_      ^,  ^  _^  ^ 

annehmen,  welche  sich  aus  Vergleichung  der  Formel  (11.)  mit  der  Formel  (2.)  §.  1 
ergeben. 

Zufolge  der  allgemeinen  Formel  (2.)  des  vorigen  Paragraphen   wird  für 
eine  beliebige  Function  V  der  linke  Theil  der  Gleichung  (12.) 

Ist  V  eine  Function  der  einen  Gröfse  p ,   V  =  /"(p) ,  so  folgt  hieraus : 
^¥(p)  I  öY(p)  I   ^Y(P)  ^  1  c?V(p) 

welche  Formel  mehrerer  merkwürdiger  Anwendungen  fähig  ist. 

4. 
Der  partiellen  Differentialgleichung 

dW  d^V  f)^V 

(p?-pi)^+(p^-pi)||+(p'-p?)4|  = » 

geschieht  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

V  =  f{n  +  M 1  *  +  W2)  +  fi(ti  +  ««1  i  —  Uo)  -\-  f\  (w  —  Uii-\-  Uo)  +  /a  (m  —  U\i  —  u-i) 

Genüge,  wo  /  =  V — 1  und  f,f\->f2->fz  vier  willkürliche  Functionen  sind.  Es 
kann  aber  niemals  eine  allgemeine  Lösung  aus  dieser  particulären  zusammenge- 
setzt werden,  weil  dieselbe  jeder  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 

bW  ö^F  ö^F 

angehört,  die  Gröfsen  JJ ,  Ui,  Uo  mögen  Functionen  der  drei  Gröfsen  u,  Wj,  Mg 
sein,  welche  sie  wollen. 

Vermittelst  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  oder  des  Abel  sehen 
Lehrsatzes  kann  man  die  willkürlichen  Functionen  f  etc.  in  andere  verwandeln, 
deren  Argumente  algebraische  Functionen  von  oe,  y,  z  sind.     Es  sei  : 

(1.)     (X2  +  mX-hn)^-/jU(X_62)(^-C^)  =  (X-p2)(X-p2)(X-p2)(X-a2). 
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Sieht  man  in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  p ,  pi ,  p^  als  Veränderliche  an ,  so 
werden  w,  7i,  p,  a  Functionen  derselben.  Zwischen  der  letzten  dieser  Gröfsen 
und  p,  pi,  P2  hat  man  in  Folge  des  Ab  eischen  Theorems  die  Differentialgleichung: 


d^  ,  d^\  ,  drj2  d 


+  "'-^ + 


Sl{f-h%f~c')  -  \l{f-^'){f-c'')       Slif.-i'M-d')  \/{a^-b'%o'-c') 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  ist  zufolge  (8.)  des  vorigen  Paragraphen 

du  ±  du^  i  ±  du^ , 

woraus  hervorgeht,  dass  die  particuläre  Lösung 

V  =  f(u  +  u^  i  ±  u^) 
auch  durch 

V  =  fia) 

dargestellt  werden  kann.  Je  nach  den  vier  Werthen  von  a,  welche  den  ver- 
schiedenen Zeichen  der  Quadratwurzeln  entsprechen,  erhält  man  vier  solcher 
Lösungen,  welche  man  durch  Addition  mit  einander  verbinden  kann. 

Die  Werthe,  welche  der  Ausdruck  V-\-m\-\'  n  für  k  =:  0.  b^,  c^  annimmt, 
sind  zufolge  (1.)  : 

opp,P2,       v/(^' -  fW - 9W - pV  '  \/^^^^'      V(^' - P'i(cf -  f)  (c- - p|)  .  V^^^^^ . 

oder  nach  den  zu  Anfang  des  §.  3  gegebenen  Formeln : 

hc.jx,        hi\jh^  —  c^-Sl¥—o^  tj ,  ci\Jc'~b'' -SJc'^—o*  s. 

Man  erhält  daher  durch  Zerfälluno:  in  Partialb rüche  : 


2 


Entwickelt  man   beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  den  absteigenden  Potenzen 
von  X ,  so  erhält  man  dur  ch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  — : 

^   ^  bc     ^  bsjc'—b''  c\'c'—b^ 

Es  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz : 

wird  die  Gröfse  a  durch  x,  y,  z  mittelst  der  Gleichung 


_     z  i\Jo''  —  b''  isjc^  —  d^ 


ß2y         Qzy         ßty 
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bestimmt,  in  welcher  h   und   c    beliebige  Constanten   bedeuten,  so  genügt  jede 
Function  dieser  Gröfse, 

der  partiellen  Differentialgleichung 

ö2F     _e2F     _a2F  ^  ^ 

dx^  dy^         dz^ 

Man  kann  dieses  Resultat  auch  auf  folgende  Art  erhalten  und  verallgemeinern. 

5. 
Damit  es  erlaubt  sei,  in  der  partiellen  Differentialgleichung 


+  -^  =  0 


dx^         dy^         dz^ 

für  V  eine  willkürliche  Function  einer  Gröfse  o  zu  setzen,  muss  nicht  nur  die 
Gleichung 

(n  ^  +  ^4.^  =  0 

sondern  auch  die  Gleichung 

(^•)  (0+(0+(§J=«. 

stattfinden ;  und  umgekehrt  kann  man ,  so  oft  die  Function  a  beide  Gleichungen 
erfüllt ,  für  V  eine  beliebige  Function  von  o  setzen.  Ein  Corollar  dieses  Satzes 
ist ,  dass  kein  Ausdruck  a ,  von  dem  jede  beliebige  Function  der  Gleichung 

_a2F     _ö^     _e^  =  0 

dx'  "^  df  "'"  dz' 
genügt,  reell  sein  kann. 

Bezeichnet   man   die   zwischen  der  Gröfse    a   und    x,  y,  z    stattfindende 
Gleichung  durch 

n{x,y,s,o)  =  0, 
so  wird 

dn  do   _        dn  ^^  ^°   —.  _^  a/7  da  _        dn 

^  '^  da    dx  dx  '  da    dy  dy  '  da    dz  dz 

Es  erfordert  daher  die  Gleichung  (2,),  dass  auch 

(-)  (f)+(f)+(fJ-° 
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dx-     '     Ol/-     '     dz^ 

sei.  Differentiirt  man  die  Gleichungen  (3.)  respective  nach  a^y  i/,  z,  und  addirt, 
SO  verschwindet  wegen  (2.)  der  in  -~-  multiplicirte  Ausdruck,  und  man  erhält: 

ÖS  Idx^    '    ö«/2  "^  0^2  f  —  Idadx  dx  "^  öaö//  ö?/  "^  Ö3Ö^  ö^  )      (ö^~^  ö^  '    ö^j  ' 

Der  erste  Theil  des  Ausdrucks  rechts  vom  Gleichheitszeichen  reducirt  sich  aber, 
wenn  man  ihn  mit  -^  multiplicirt  und  die  Werthe  (3.)  substituirt,  auf  das  nach  o 
genommene  partielle  Differential  des  Ausdrucks 

(fj+(fj+(fj- 

Ist  daher  die  Function  /7  so  beschaffen,  dass  die  Gleichung  (4.)  identisch  erfüllt 
wird ,  so  verschwindet  dieser  Theil ,  und  man  erhält : 

öo  1  dx'  ~*~  dt/'  "*"  ö-^M   ~        jd^"*"  dif  "T"  0^2  j- 
Umgekehrt  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

\dxJ^\dy)^\dJ  ~     '         dx'  "^"ö^+  d^'  ~     ' 

wenn  a  als  Function  von  o?^  t/,  z  durch  die  Gleichung  JI  =  0  bestimmt  wird, 
und  die  beiden  Gleichungen 

(f)V(fJ+(fJ  =  o. 

und  zwar  die  erste  identisch,  stattfinden.     Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  eine  Gröfse  a  als  Function  von  x,  y,  z  durch  die  Gleichung  77  =  0 
bestimmt  wird,  in  welcher  die  Function  n  der  partiellen  Differentialgleichung 


dn^  ,  /Ö77Y  ,   /'dn\^ 


Genüge  leistet,  und  man  aufserdem 

d'n    .    d^n    ,    0^77 


=  0 


dx^         dy^         dz^ 
hat ,  so  ist  eine  willkürliche  Function  der  Gröfse  o , 
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eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

^      _ö2F      _ö2F  _ 

Wenn  /Z  in  Bezug  auf  Xj  y,  z  linear  ist ,  so  findet  die  zweite  der  Bedingungs- 
gleichungen (5.)  von  selber  statt.  Man  findet  daher  in  diesem  Falle  als  Corollar 
des  vorstehenden  Satzes  den  folgenden: 

Wird  eine  Gröfse  a  als  Function  von  x,  y ,  z  durch  die  Gleichung 

Ax-\-By^Cz—\  =  0 

bestimmt,    in   welcher    A,  B,  C  beliebige  Functionen  von    a    bedeuten, 
welche  der  Gleichung 

Genüge  leisten,  so  ist  jede  Function  von  a, 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

Der  oben  mit  Hülfe  des  Ab  eischen  Theorems  gefundene  Satz  (3.)  des  §.  4  ist 
ein  specieller  Fall  des  vorstehenden.     In  der  That  findet  für 


A  =  ^,        B  =  it:=^,        C  =    '^^' 


die  Gleichung  A^-\-B'^-^C^  =  0  statt.  Man  sieht  aber  aus  dem  vorstehenden 
allgemeineren  Satze,  dass  man  in  (3.)  §.4  links  vom  Gleichheitszeichen  statt  1 
eine  beliebige  Function  von  o  setzen  kann.  Auch  erkennt  man  leicht,  dass 
dieser  Satz  für  jede  Zahl  n  von  Variabein  gilt.  Für  w  =  2  erhält  man  auf  diese 
Weise  die  bekannte  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

dx^  '^  dy-'    ~     ' 

denn  es  folgt  in  diesem  Falle  aus  der  Gleichung 

Ax+By  =1, 
in  welcher  A^-{-B'^=  Q ,  dass 

-j  =  x-\-y^; 


*  fl^V  fi*V         fi^V 
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es  wird  daher  o,  als  Function  von  A,  eine  Function  derselben  Gröfse,  und 
man  kann  daher  für   V  eine  beliebige  Function  von  oo-\-yi  setzen. 

6. 
Eine  Function   F,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

^e^F     _ö2F     jö^  _  0 

genügt ,  ist  bestimmt .  wenn  sie  auf  allen  Punkten  zweier  von  den  §.  3  betrach- 
teten confocalen  EUipsoiden  gegebene  Werthe  annimmt.  Ich  will  jetzt  unter- 
suchen, wie  diese  Werthe  beschaffen  sein  müssen,  damit  der  allgemeine  Werth 
von  V  die  im  §.  4  angegebene  Form 

f{u-^Uii-\-U2)-\-f\{u-\-U\i  —  ^^2)-|-/2(M  —  Wi  ^  +  W2) -f /sC^ — Uii  —  ui)  =  V 

erhält ,  wo  die  Gröfsen  Uj  u^ ,  Wg  durch  die  Gleichungen  des  §.  3  mit  den  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y ,  z  verbunden  sind. 

Den  gegebenen  confocalen  EUipsoiden  entsprechen  constante  Werthe  von  p 
die  ich  mit  p*'  und  p*  bezeichne,  und  daher  auch  constante  Werthe  von  u,  die 
ich  entsprechend  w°  und  w^  nennen  will ,  so  wie   V^  und  V^  die  entsprechenden 
Werthe  der  Function   V  sein  sollen.     Setzt  man  daher 

f{u^-\-u\%-\-u^-\-h{!i^<'^  —  ^^1*  —  ^2)  =  <p  (wi  * -j- W2) , 
/'(^«^  +  %*  +  W2)  +  /3(w^  —  Uli  —  U2)  =  ^i{ihi-{-u^, 
fi{u^-\-Uii  —  U2) -\- f-ii^i^ — Uii-\-U2)  ==    <)^{uii — U2), 

f\{u^-\-Uii  —  M2)  +  /2(W^  —  Ui%-\-U2)    =    ^i{Uii  —  M2), 


so  wird 


In  diesen  Formeln  ist 


F°  =  cp  {iix  *  +  M2)  +  '!'  (^'1  ^  —  ^^2) , 
V^  =  ?i(wi  *  +  «^2)  +  '^\{ui  i  —  U2). 


idui  =  ,        du2  = 


Setzt  man 

(1.)  i^iJ^niy-n\\-h%\-c')  ==  (X-p2)(Ä-p2)(Ä_r^0, 

so  wird  zufolge  des  Abel  sehen  Theorems  : 

"•  27 
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Es  werden  also  die  beiden  der  Gleichung  (1.)  genügenden  Werthe  von  x,  die 
ich  Tj  und  Xg  nennen  will,  respective  Functionen  von  u^i-^-u^  und  u-^i  —  ^2? 
und  es  erhält  daher  jede  von  den  Functionen   V^  und  V^  die  Form 

wo  /Zj  und  iZa  beliebige  Functionen  sein  können. 

Aus  (1.)  folgt,  wenn  man  der  Gröfse  X  die  Werthe  h^,  c^  beilegt: 


cic'+m)  =  V(c'  — P?)(c'  — Pi)(c'— "^^ 
oder  zufolge  der  Formeln  (2.)  §.  3  : 

¥^m_  _         y         \j¥—x-^' 

Die  Addition  dieser  beiden  Formeln  ergiebt 

In  diesen  Formeln  sind  p,  V^p^—  b'\  Vp^—  c^  die  halben  Hauptaxen  des  EUipsoids. 
Man  kann  daher 

—  =  siuTj,  ,    ^        =  cosyjcos^,  .  ^  =  cosTjsin^ 

p  Vp"^ — b'^  Vp — c 

setzen.     Setzt  man  ferner 

t2  =  ft^sin^i^  +  c^cos^^, 
wodurch 


so  verwandelt  sich  die  Gleichung ,  durch  welche  x  bestimmt  worden ,  wenn  man 
die  verschiedenen  Zeichen  der  Wurzelgröfsen  berücksichtigt ,  in : 

1  =  cos  7j  cos  (^  ±  ^)  , 


woraus 


cos(^±^)  =  -^~,       ±i8in(/±^)  =    ^^^; 

^  •^  COSTj  COSTj 
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folgt.     Hier  ergeben  sich  die  vier  Werthe  von  t: 

t  =  ±^  +  *log — ' -1 

cos  r^ 

von  denen  jedoch  je  zwei,  die  einander  entgegengesetzt  sind,  hier  nur  für  einen 
zu  rechnen  sind.  Nennt  man  t^  und  t^  zwei  nicht  blofs  einander  entgegenge- 
setzte Werthe  von  tj  so  kann  die  hier  betrachtete  besondere  Form,  welche  die 
Function   V  für  p  =  p"  und  p  =  p*  annehmen  soll , 

auch  durch 

V=  IlM+nM 

dargestellt  werden,  da  eine  beliebige  Function  von  t  auch  eine  beliebige  Function 
von  t  ist.     Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  auf  den  beiden  gegebenen  confocalen  Ellipsoiden, 

a?'   ,       y'       ,       ^^      _  , 

p"  p"    0  p"    C 

_^  j f_ 1  -^^  _    1 

p^  p^    0  p^    C 

die  Coordinaten  der  Punkte  durch  zwei  Winkel  y]  und  ^  mittelst  der  Formeln 

X  =  p^sinrj,        y  =  Vp°^ — ö^costjcos^,        ^  =  Vp**^ — c^cosTjsin^, 

X  =  p^sinr/,        y  =  Vp^^ — &^  cos 73  cos ^ ,        0  =  Vp^^ — c^cosyjsin^ 

ausgedrückt  werden ,  und  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Werthe  einer 
Function    V,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

d^V       d^V       d^V  _ 
dx^^         dy^        d2^ 

genügt,  für  jedes  der  beiden  Ellipsoide  die  Form 

V  °      COSr]      /    '        'V  °      C0S7]      / 

annehmen,  so  erhält  der  allgemeine  Werth  von   V  die  Form 

F=  i^i(ai)  +  i^2(a2)  +  -F3(a3)  +  -F^4(a4), 


27 


7  * 


d-y        d^V        d'V 
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ox-     '     dl/'     '     dz' 

WO    Fl,  F^i  -F3 ,  -F4    willkürliche  Functionen  und  [q^ ,  03 ,  Og ,  a^    die  vier 
Wurzeln  der  Gleichung 

1  =  T-^i ,  y  H —  -^ 

&c         hsjc'—h'  c\Jc'-—¥ 

sind. 

Setzt  man 

,      l+sinTj  ^  ,  1 — siiiYj  4/1 — simn  a 

log — '-  =  ^,,        oder      '-  =  V.  ,     •       =  e^  ^^ 

so  erhält  F  in  dem  hier  betrachteten  Falle  auf  jedem  der  confocalen  EUipso'ide 
die  Form 

F=  /7(^+^ii)4-/7i(^  — -^iz) 
und  genügt  daher  der  partiellen  Differentialgleichung 

In  demselben  Falle  hatte  aber  auch  V  auf  jedem  der  confocalen  Ellipsoide  die 
Form 

V  =   cp(Wii-|-M2)  +  ^(Wl»  —  W2) 

und  genügte  daher  der  ganz  ähnlichen  partiellen  Differentialgleichung 

Was  die  Grenzen  dieser  verschiedenen  Variabein  betrifft,  so  ist  zu  bemerken, 
dass,  während  die  Gröfse  ^  alle  Werthe  von  0  bis  2%,  die  Gröfse  ^1  alle  Werthe 
von  — 00  bis  00  annimmt,  die  Werthe  von  u^  und  Wg  immer  endlich  bleiben. 

7. 
Um  die  Gröfsen   u,  u^,  u^   auf  die  übliche  Form  der  elliptischen  Integrale 
zu  reduciren,   führe  man  statt  der  Gröfsen  p,  pi,  pa  Winkel  ein,  welche  von  0 
bis  \%  wachsen  oder  abnehmen,  wenn  p  von  c  bis  00,  p^  von  h  bis  c,  pg  von  0 
bis  h  wächst.     Zu  diesem  Zwecke  setze  man 


woraus 


cos/V^^  —  ö'^sin^X 
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ax"     '     oy~     '     oz 

folgt,  und  daher 


do  dy 

du  —  '  ^ 


Ferner  setze  man 


S/il^^'—b^W—c^)  \lc'  —  b''sm^x 


woraus 


1  — sincp  coscp  6?cp 

api  — 


folgt,  und  daher 


dui 


dpi  — d^p 


Endlich  setze  man 

P2  =  ösirnj^, 
woraus 

du   =  <^P2  ^  ^i^ 

Wenn 


1  =  Ä',        -Sjc'—h''  =  Je, 


c  c 

so  wird  nach  der  Legendreschen  Bezeichnung: 

cu  =  F(x,¥),        cih  =  —F{^,li),        cu.^  =  F{^,1'). 
Setzt  man 

cu   =   ü;  CUi    =    — i»!,  C«(2   =   ^2, 

SO  erhält  man  nach  den  von  mir  eingeführten  Bezeichnungen,  wenn  man  überall 
den  Modul  k  hinzudenkt ,  wo  kein  anderer  angegeben  ist , 

pi  =  cAam^i,      p2  =  c^'sinam(v2,  ^')» 
und  daher,  wenn  man  noch  die  Formeln  (2.)  §.  3  zu  Hülfe  nimmt, 

sinri  =  —  =  -^f^  =  Aam2;isinam(t;2,fc'), 


C0S7]C0S^   =  =    ; — =   G0SSLmViC0aSLm{V2,fC), 

'  ^  \/p2_&2  b\Jc^  —  ¥ 

cosTiSin^  =     ,  =  ,  =  sinam^i  Aam(t'2,Ä;'). 
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Um  alle  Punkte  des  EUipsoids  zu  erhalten,  muss  man  dem  Winkel  -3^  alle  Werthe 
von  0  bis  2tc  und  dem  Winkel  y]  alle  Werthe  von  — ^tc  bis  ^tc,  oder  der 
Gröfse  Vi  alle  Werthe  von  0  bis  4K,  der  Gröfse  V2  alle  Werthe  von  — K'  bis 
-\-K'  beilegen,  wenn  man,  wie  gewöhnlich,  mit  K  und  K'  die  ganzen  Integrale 

Jo  \1—Jc^am^(f>  J 0  Vi— Ä'^sin% 

bezeichnet. 

Will  man  das  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Resultat  in  der  gewöhn- 
lichen Bezeichnung  der  elliptischen  Functionen  darstellen,  so  erhält  man  den  Satz, 
dass  durch  die  Substitution 

^    ^  ^  tgamvi  sinam«;i  Aam(v2,  ^') 

°  sin  coam  {v2 ,  V )  cos  am  v\  cos  am  {v^ ,  Ä' )  ' 


-■=v/i: 


Aamvi  sinam(v2,  h') 


1-f-Aamvi  sinam(«;2,  h') 
die  partiellen  Differentialgleichungen 


~r     ;5..2  ^>  ^0.2    ~r    ^Q,2 


in  einander  übergehen. 
Aus  den  Gleichungen ,  durch  welche  in  dem  Vorhergehenden  tg  ^  und  e~^i 
bestimmt  worden  sind ,    ergeben  sich  nämlich  die  Formeln : 

Acpcos»];  A  ('},/;' )(^Vi +  Ä;2  sin  cp  cos  cp8iinj>(ii;2 

^^   ^  1— A^cpsin^^  ' 

-^1  ~  1— A29sin"^ 

Hieraus  folgt  nach  mehreren  Reductionen : 

'       W-^COS^r^d^^]  =  d^^  +  d^l  =  -~f^Al"^!y '^  (dvl-\-dvl), 


cos'ri  "-""^  ^"""  ''^'-^  -•  -  "-^  ^"^1  ~  1— A^cpsin^ci; 

woraus  sich  zufolge  der  in  §.  2  gegebenen  allgemeinen  Formeln  sogleich  die  Trans- 
formation  der  partiellen  Differentialgleichung    ^-3-  +  -^^  =  0    in  die  partielle 


Diöerentialcfleichuns-  ^— ^  +  -r-^  =  0    ergiebt. 


dvf  dv'^ 
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ox'  di/~     '     dz' 


Man  hat  in  §.  6  gesehen,  dass  die  Function 
der  partiellen  Differentialgleichung 


dvf         dvl 


==  0 


genügt.     Es  muss  sich  daher  diese  Function  als  die  Summe  zweier  Functionen 
respective  von    i^i+Vg*   ^^^^  von    Vi — «jg*    darstellen  lassen,  wie  sich  auch  aus 
bekannten  Formeln  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ergiebt. 
Man  erhält  nämlich  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 

cos  7]  (cos  ^  -\-i  sJD^)  _<^  ^ß.^ cos  am  vi  cos  am  (v2,h')-\-i  sin  am  vi  A  am {v2,  Ic') 

l+sinr^  l-f-Aamz;isinam(v2,  A;') 

Da  {Fundam.  §.19*)) 

sinam(«;2,  ^')  =  — itgam(?;2*), 
1 


cosam(t;2,  h')  = 


cosam(yo^) 


so  wird 


A       /      7'\  Aam(v2^) 

Aam(v2,Ä;)  = ^7 — h- 

cosam(ü2*) 


^—d'+H  co8am?;i  +  isinamvi  Aam(v2*) 

cosam(i?2*) — « Aamt'i  sinam(v2*) 


Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  vorstehenden  Bruchs  mit 

cos  am  {vii)  -|-  i  A  am«?i  sin  am  (vg * )  ? 
und  bemerkt,  dass 

cos^am(v2«)  +  A^am«;isin^am(ü2«)  =  1 — /i;^sin^am^;isin''^am(z72*), 

dass  ferner  nach  den  Fundamentalformeln 

/      ,       .X        cos  am  Vi  cos  am  («;2*)  —  sinam«;iAamz;isinam(?;2'i)-^3,mfe  «") 

cos  am  {vi-{-v2i)  = -,      yg  •  2 ^"2 ? — ^^ — ^^ —     ' 

^  1 — A;*sm'^amt;i8m'^am(v2*) 

/      ,       ..       sinami?iCOsam(v2*)Aam(v2«)-l-sinam(v2*)cosamviAam«;i 

sin  am  (vi  +  v^  i )  = 1      72  •  2  •  2 — l — h ' 

^  1 — AJ^^sm^^am«;!  sm^am(v2*) 

SO  erhält  man: 

-h+^i  ^  cosamCyl  +  ^;2*)  +  ^8inam(^;l  +  ^;2^)  =  c'■''""^'''+''»'■^ 
*)  Vergl.  13and  1.  p.  85  dieser  Ausgabe. 
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und  daher  auch,  wenn  man  das  Zeichen  von  i  ändert, 

e  ==  e 

Hieraus  folgen  die  Formeln : 

8im(vi-\-V2i)  =  -^  +  ^1*, 
am{vi  —  V2i)  =  ^  —  d^^i, 
aus  denen  sich  sogleich  der  zu  beweisende  Satz  ergiebt.      Die  §.  7  gegebenen 
Formeln  können  dazu  angewandt  werden,  aus  den  Gröfsen 
sinamt;i,  cos  am  «i,  Aamvi, 

smam(?;2,  ^')>      C08&m{v2,h'),      Aam{v2,  Je') 
den  reellen    und   imaginären   Theil  von    am(«?i  +  i;2«)    zu    berechnen.      Diese 
Formeln  zeigen ,  dass ,  wenn  man 

am(vi  +  V2*)  =  ^  +  ^ii 
setzt,  wo  Vi  und  ^2  reell,  V2  zwischen  —K'  und  -\-K',  und  v^  und  -3^  gleich- 
zeitig 0  sein  sollen,  die  Gröfsen  V2  und  ^1  immer  gleichzeitig  positiv  und  negativ 
sind,  und  die  beiden  Winkel  am'^i  und  ^  immer  in  denselben  Quadranten  liegen, 
welchen  Werth  zwischen  — K'  und  +-K'  auch  V2  annimmt.  Nimmt  man  amv^  und 
^  in  einem  beliebigen  Quadranten,  und  läfst  Vg  sich  einer  seiner  Grenzen  K' 
oder  — K'  nähern,  so  nähert  sich  ^  dem  nächsten  ungraden  Vielfachen  von 
+  ^Tr,  und  fällt  mit  demselben  zusammen,  wenn  Va  =  +  J^'  wird,  wie  auch  der 
Werth  von  Vi  beschaffen  ist.  Wenn  gleichzeitig  Vi=  0,  oder  ein  Vielfaches 
von  +  2^^  und  V2  =  -\-K'  oder  — K',  so  wird  respective  ^j,  = -f-00  oder  — 00 
und  3-  unbestimmt. 

Ich  bemerke  noch  die  Formeln : 

cosnsim(vi.-\-V2i)-\-coBnsim{vi — V2i)    =  (e"  ^-{-e      ^)cosw^, 
i[cosn3im{vi-\-V2i)  —  cosnam(«^i  —  V2iy]  =  {e    '  —  e      ^)smw^, 
Binn3im{vi-\-V2i)-\-Bmnsim(vi  —  V2i)    =  (c    ^-\-e    '  ^)sinw^, 
i  [sin Qi  am  (?/'i  —  V2i)  —  sin 71  am  {vi  -\-v2iy]  =  {e"^  —  e      * )  cos 71^ . 
Diese  Formeln  zeigen,  dass  für  einen  positiven  Werth  von   V2   der  erste  und 
vierte  und  eben  so  der  zweite  und  dritte  Ausdruck,  wenn   n   ins  Unendliche 
wächst,  selber  ihren  absoluten  Werthen  nach  ins  Unendliche  wachsen,  während 
ihre  Unterschiede  unendlich  klein  werden. 
Berlin ,  den  1  Oten  Juli  1847. 
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ÜEBER  UNENDLICHE  REIHEN,  DEREN  EXPONENTEN 
ZUGLEICH  IN  ZWEI  VERSCHIEDENEN  QUADRATISCHEN  FORMEN 

ENTHALTEN  SIND. 


EINLEITUNG. 

Zwischen  der  Analysis  und  Zahlentheorie ,  welche  man  lange  für  völlig- 
getrennte  Disciplinen  hielt,  sind  in  neuerer  Zeit  immer  häufigere,  oft  unerwartete 
Verbindungen  und  Übergänge  entdeckt  worden.  Eine  reichhaltige  Quelle  gegen- 
seitiger Beziehungen  beider ,  welche  noch  lange  unerschöpft  bleiben  wird ,  ist 
die  Analysis  der  elliptischen  Functionen.  Ich  will  im  Folgenden  eine  Anzahl 
Formeln  mittheilen,  welche  eine  neue  Anwendung  dieser  Analysis  auf  die  Arith- 
metik gewähren,  die  Anwendung  nämlich  auf  die  Simultanformen  des  zweiten 
Grades,  in  denen  gewisse  Zahlenklassen  immer  enthalten  sind. 

Das  erste  Beispiel  von  tiefer  liegenden  Sätzen  über  die  Eigenschaften  sol- 
cher Simultanformen  ergab  sich  aus  der  ersten  Gaussischen  Abhandlung  über 
die  biquadratischen  Reste ,  welche  von  dem  biquadratischen  Charakter  der  Zahl 
2  handelt.  Aus  den  in  dieser  Abhandlung  gefundenen  Resultaten  folgt  eine 
Beziehung  zwischen  den  beiden  quadratischen  Formen 

aa-]-2bb    und    cc-\-äd, 
in  welchen  jede  Primzahl  von  der  Form  8i-f  1  gleichzeitig  enthalten  ist.   Gauss 
beweist  nämlich  daselbst  durch  rein  arithmetische  Betrachtungen , 

dass  die  Zahl  2 ,  welche  quadratischer  Rest  jeder  Primzahl  von  der  Form 
8^-f-l  ist,  auch  ihr  biquadratischer  Rest  ist  oder  nicht,  je  nachdem  bei  der 
Darstellung  der  Primzahl  durch  die  Form  aa-\-1hh  die  Wurzel  des  unge- 
raden Quadrates  a  die  Form  U±\  oder  die  Form  8« ±3  hat. 
Durch  andere  von  diesen  ganz  unabhängige,  aus  seiner  Theorie  der  Kreisthei- 
•  28* 
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lung  geschöpfte  Betrachtungen,  denen  er  jedoch  ebenfalls  eine  arithmetische 
Einkleidung  gab,  beweist  dann  Gauss  an  demselben  Orte  ferner  auch, 

dass  die  Zahl  2  biquadratischer  Rest  einer  Primzahl  von  der  Form  Si-\-l 
ist  oder  nicht,  je  nachdem  bei  Zerfällung  der  Primzahl  in  zwei  Quadrate 
die  Wurzel   des    geraden   Quadrates    durch     8    dividirt   aufgeht   oder   den 
Rest  4  läfst. 
Die  Vergleichung  dieser  beiden  Kriterien  ergiebt  den  Satz , 

dass  bei  der  Darstellung  einer  Primzahl  von  der  Form  8i-|-l  durch  die  bei- 
den quadratischen  Formen  aa-\-2bb  und  cc-\-dd,  wo  d  die  Wurzel  des 
geraden  Quadrates  sein  mag,  immer  gleichzeitig  a  die  Form  8^±l  und  d 
die  Form  Si  oder  a  die  Form  8^±3  und  d  die  Form  8i+4  hat. 
Es  war  zu  wünschen,  dass  dieser  Satz  unabhängig  von  der  Theorie  der  biqua- 
dratischen Reste  durch  unmittelbare  Betrachtung  der  Gleichung 

aa  -\-  2bh  =  cc  -\-  da 
bewiesen,  und  dadurch  das  eine  Gaussische  Kriterium  auf  das  andere  zurück- 
geführt würde.     Dies  hatDirichlet  in  einer  Abhandlung  des  3*®"  Bandes  des 
Grelle  sehen  Journals  gethan ,  wo  er  zugleich  Untersuchungen  über  die  allge- 
meinere Gleichung 

aa-\-nbb  =  cc-{-dd 
angestellt  hat. 

Der  zuletzt  erwähnte  Satz  kann  auch  noch  auf  eine  andere  Art  ausgedrückt 
werden.  Da  entweder  -{-a  oder  — a,  -\-c  oder  — c  die  Form  4m-|-l  hat, 
ferner  aus  der  Gleichung 

p  =  aa-\-2bh  ==  cc-\-dd, 
wenn  p  die  Form    8i-f-l    hat,  folgt,  dass   h  durch  2,    d  durch  4   aufgeht:  so 
erhält  man  aus  diesen  beiden  Zerfällungen  der  Primzahl  p  immer  eine  Gleichung 

(4m'-l-l)2+8wV=  (4m4-l)2+16ww  =  p, 
wo  die  Zahlen  m  und  m  positiv  oder  negativ  sind.  Der  obige  Satz  besagt,  dass 
in  dieser  Gleichung  m  und  n  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  sind ,  oder  dass 
die  Zahl  m'-\-n  immer  gerade  ist.  Aus  derselben  Gleichung  folgt  aber  auch  un- 
mittelbar, dass  m  und  m'-^n  gerade  sind,  wenn  p  die  Form  \6n-\-l  hat,  und 
dass  m  und  m'-\-n'  ungerade  sind,  wenn  p  die  Form  16w  +  9  hat,  oder  dass 
die  Zahl  m-\-m'-\-n'  immer  gerade  ist.     Es  wird  daher  zufolge  des  obigen  Satzes 
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auch  m-\-n-\-7i'  immer  gerade  sein,  oder  dieser  Satz  folgendermafsen  ausge- 
sprochen werden  können  : 

Wenn  eine  Primzahl  p  von  der  Form  Si-\-i  durch  die  beiden  quadratischen 
Formen  ['\m-\-\'f-\-\Qnn  und  (4m'+1)^+87iV  dargestellt  wird,  so  sind  die 
beiden  Zahlen  m  +  n  und  n  immer  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade. 
In  dieser  Gestalt  findet  man  den  Satz  auch  als  ein  Corollar  einer  analytischen 
Formel,  welche  sich  aus  den  Reihenentwickelungen  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  ergiebt,  und  in  welcher  eine  Reihe,  deren  Exponenten  durch  die  eine 
quadratische  Form  dargestellt  werden,  einer  Reihe  gleich  wird,  deren  Exponenten 
in  der  andern  quadratischen  Form  enthalten  sind.  Aus  derselben  Quelle  fliefst 
eine  grofse  Anzahl  ähnlicher  Gleichungen,  die  Sätze  über  die  Eigenschaften 
quadratischer  Simultanformen  ergeben,  und  in  denen  die  Exponenten  der  Rei- 
hen in  den  quadratischen  Formen  x^-\-ify  x^-^-ly^,  x'^-\-'hy'^,  oc^-^-^y"',  2a?^-|-3^^ 
enthalten  sind.  Einige  solcher  Gleichungen  lassen  sich  auch  aufstellen,  in 
denen  die  Exponenten  der  Reihen  in  höheren  quadratischen  Formen,  wie 
o^-\-^'}f',  (]c^-\-lif  enthalten  sind.  Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  sich  mit 
diesen  analytischen  Formeln  und  den  daraus  folgenden  arithmetischen  Sätzen 
beschäftigen.  Da  die  Anzahl  dieser  Formeln  begrenzt  scheint,  so  kann  es  In- 
teresse haben,  dieselben  zu  erschöpfen. 

Die  sämmtlichen  diesen  Untersuchungen  zu  Grunde  gelegten  Entwicke- 
lungen  sind  particuläre  Fälle  einer  Fundamentalformel  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen,  welche  in  der  Gleichung 

■X{l—qs'^){\—q^B-'^){l—q^s-'\\—q's-^)  ■  -  • 

enthalten  ist.  Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  z  und  für  die  Werthe 
von  qj  deren  Modul  kleiner  als  1  ist.  Man  kann  derselben  verschiedene  For- 
men geben.  Setzt  man  q"'  für  q,  wo  m  eine  beliebige  positive  Gröfse  ist,  und 
gleichzeitig  -\-q-"  oder  — q-"  für  Zy  so  erhält  man  aus  ihr  die  folgenden  bei- 
den Formeln: 

(1.)  {l—q"'-'%i—q'"+>'){l—q^''%l—q^'''-''){l—q^'''+'%l—q*'")  •  •  • 

^_    1 QUi—n f.)a-\-H    I     rAm — 2u    1     Qini-\-2n y^9m— 3h ^9)h+3»  _|_  .  ,  , 

(2.)  (l4-^»»-»)(14-/?'»+»)(l  — g2«»)(l-f-  53m-H)(^l^g3m+»),^l_^4m)  .  .  . 
1  _]_  qm—n    I    Qm-]-n  _|_  ^4jn— 2n    1     «4jn-J-2n    I    ^9»j— 3w  _j_  Q9m+3n    1     ...     , 
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Setzt  man  m  —  n=^  a,   1n  =  h,  so  werden  diese  Formeln: 

(3.)                      (1  — g«)(l  — 5«+'0(l— 32«+&)(l  — g3«+^')(l_g3a+26^(l_g4.+2i)  ,  _. 
—    \ qa qa-\-h    1    q^a+h    1    ^a+36 ^9a+36 ^9a4-66    1     .  .  .  ^ 

(4.)                      (1_|_  g«)(l_|_  ga+/^)(l_52«+;,)(l^^3.+6)(l.|_  q^a+2h^^l_qin+2h-^  .  .  . 
=    1  _|-  2«  _|_  g«+6  _|_  (jia+h  _|_  g4«+3&  _|_  g9a+36  _[_  ^9»+6i  _| , 

WO  die  Exponenten  in  den  unendlichen  Producten  eine  Reihe  bilden,  deren 
erstes  Gljed  a  ist,  und  deren  Differenzen 

h,  a,  a,  h,  a,  a,  h  etc. 

sind ,  die  Exponenten  in  den  Entwickelungen  dagegen  eine  Reihe  bilden ,  deren 
erstes  Glied  0  ist,  und  deren  Differenzen 

a,h,  3rt^  21),  5fl;  2>h ,  la  etc. 

sind.  Bezeichnet  man  die  unendlichen  Producte  und  Reihen  durch  die  ihren 
allgemeinen  Gliedern  vorgesetzten  Zeichen  11  und  2 ,  so  kann  man  die  Formeln 
(1.)  und  (2.)  folgendermafsen  darstellen: 

(5.)  n[(l— g^""+"'-")(l— 5^""''^'"'^)(l— 5"'"'+^"0]  =  2(— l)'3""'+"S 

Hier  sind  dem  Index  *  unter  dem  Zeichen  11  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  oo,  unter 
dem  Zeichen  2  dagegen  die  Werthe  0,  ±1,  ±2,...±oo  beizulegen,  wie  auch 
im  Folgenden  immer  angenommen  werden  wird.  Setzt  man  in  diesen  Formeln 
m^  für  m,  2mn  für  n^  und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
mit  q^\  so  erhalten  sie  folgende  Form: 

(7-)         Q"^  n  r(l q2m^!+'n^-^mH)n ^2«i»j-|-jH2^2»myj q2mH+2m^yi    __    "^f J V: ^(»«»+>!)^^ 

Von  den  drei  einfachen  unendlichen  Producten,  welche  mit  einander  zu 
multipliciren  sind,  werden  zwei  einander  gleich,  wenn  6  =  0;  es  können  die 
drei  in  zwei  zusammengezogen  werden,  wenn  b  =^  2a,  oder  in  ein  einziges, 
wenn  b  =  a.  Setzt  man  in  diesen  Fällen  a  =  l,  wie  es  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit geschehen  kann,  und  daher 

1.     m=l.  w  =  0;         2.     w  =  2,Ji  =  l;         3.     w==f,  «  =  i: 

so  erhält  man  aus  (5.)  und  (6.)  die  fünf  particulären  Formeln: 


UNENDL.  REIHEN,  DEREN  EXPONENTEN  IN  ZWEI  QUADR.  FORMEN  ENTHALTEN  SIND.       223 

/  n[(i-22.+i)2(i_g2.+2)]  =  s(-lyg^ 

(9.)  {  n[(l-r/'+»)  (1-5'^+^)]  =  ^{-iyq^''^'> 

Die  Zahlen  2r-\-i  bilden,  wenn  man  dem  i  alle  positiven  und  negativen  Werthe 
giebt,  die  Reihe  der  dreieckigen  Zahlen. 

Wenn  von  den  unendlichen  Producten,  welche  aus  (5.)  und  (6.)  für  spe- 
cielle  Werthe  von  m  und  n  hervorgehen,  irgend  welche  zwei  mit  einander 
multiplicirt  werden,  so  erhält  man  dadurch  ein  neues  unendliches  Product,  in 
dessen  Reihenentwickelung  nur  solche  Glieder  vorkommen,  deren  Exponenten 
in  einer  bestimmten  quadratischen  Form  zweier  Variabein  enthalten  sind,  welche 
Anzahl  der  Variabein  der  quadratischen  Formen  ich  immer  stillschweigend  vor- 
aussetzen werde,  wenn  nicht  das  Gegentheil  bemerkt  ist.  So  oft  daher,  was  in 
einer  grofsen  Anzahl  von  Fällen  geschieht,  ein  solches  unendliches  Product  noch 
durch  die  Multiplication  zweier  anderer  in  den  obigen  Ausdrücken  (5.)  und  (6.) 
enthaltener  unendlicher  Producte  entstehen  kann,  werden  durch  die  Entwicke- 
lung  desselben  Reihen  erhalten,  in  denen  die  Exponenten  der  Glieder  in  zwei 
hestimmten  quadratischen  Functionen  zugleich  enthalten  sind. 

Zufolge  ihrer  Entstehungsart  können  diese  Reihen  durch  zwei  verschiedene 
Doppelsummen  ausgedrückt,  und  daher  nach  zwei  verschiedenen  Gesetzen  ge- 
bildet werden.  Nach  dem  einen  erhalten  die  Exponenten  der  einzelnen  Glieder 
eine  andere  quadratische  Form  als  nach  dem  andern;  wenn  man  aber  in  jeder 
Doppelsumme  alle  Glieder,  in  deren  Exponenten  die  quadratische  Form  densel- 
ben Werth  erhält,  zusammenfafst ,  müssen  beide  Bildungsgesetze  zu  demselben 
Resultate  führen,  und  daher  sowohl  nach  dem  einen  als  nach  dem  andern  die 
Coefficienten  aller  Glieder,  in  welchen  die  Exponenten  nicht  zugleich  in  den 
beiden  quadratischen  Formen  enthalten  sind ,  verschwinden.  Wenn  man  hinge- 
gen die  Coefficienten  der  Glieder,  deren  Exponenten  in  den  beiden  quadrati- 
schen Formen  enthalten  sind,  wie  sie  aus  den  beiden  verschiedenen  Bildungs- 
weisen hervorgehen,  mit  einander  vergleicht,  erhält  man  jedesmal  einen  ähn- 
lichen arithmetischen  Satz ,  wie  oben  für  die  beiden  Zerfällungen  der  Primzahlen 
von  der  Form  Si  +  l   aufgestellt  worden  ist. 
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Durch  die  Herleitung  dieser  arithmetischen  Sätze  aus  den  analytischen 
Entwickelungen  wird  aber  nicht  allein  der  Vorrath  der  arithmetischen  Beweis- 
mittel vermehrt,  sondern  es  werden  dadurch  auch  die  Sätze  selbst  in  einer  neuen 
bemerkenswerthen  Form  gefunden.  Schon  in  einem  früheren  Falle,  in  welchem 
sich  ein  arithmetischer  Fundamentalsatz  als  CoroUar  einer  elliptischen  Formel 
ergab,  erhielt  zugleich  dieser  Satz  eine  wesentlich  verschiedene  Fassung,  die 
ihm  einen  allgemeineren  Charakter  und  eine  erhöhte  Wichtigkeit  gab.  Der 
Satz  nämlich, 

dass  für  jede  Zahl  P,  die  nur  Primzahlen  von  der  Form  4i-{-l  zu  T heilem 
hat,  die  Gleichung  xx-\-yy  =  P  so  viel  Lösungen  in  ganzen  positiven 
oder  negativen  Werthen  von  <r  und  y  verstattet ,  als  die  vierfache  Anzahl 
der  ungeraden  Factoren  von  P  beträgt, 
ergiebt  sich  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in  der  allgemeineren 
Form , 

dass  iüYJede  beliebige  Zahl  P  die  Gleichung  a!X-\-yy  =  P  so  viel  Lösungen 

in  ganzen  positiven  oder  negativen  Werthen  von   x  und  y    verstattet,  als 

der  vierfache  üeberschuss  der  Anzahl  der  Factoren  der  Zahl  P  von  der  Form 

Ai-\-\   über  die  Anzahl  ihrer  Factoren  von  der  Form  4^-j-3  beträgt*). 

Diese  verallgemeinerte  Form  des  Satzes  über  die  Anzahl  der  Zusammensetzungen 

der  Zahlen  aus  zivei  Quadraten  verstattet  es,  von  ihm  aus  zu  Sätzen  über  die 

Anzahl  der  Zusammensetzungen   der   Zahlen  aus  vier  Quadraten  aufzusteigen. 

(S.  Grelles  Journal  Band  12,  p.  167.     Anwendungen  ähnlicher  Umformungen 

auf  tiefere  arithmetische  Sätze  findet  man  in  der  berühmten  Abhandlung :  Sur 

diverses  applications  de  Vmialyse  infinitesimale  a  la  theorie  des  nombres ,  im  21^*^° 

Bande  desselben  Journals  p.  3.) 

Als  Beispiel  der  allgemeineren  Fassung,  in  welcher  die  Sätze  über  Simul- 
tanformen durch  die  Analysis  der  elliptischen  Functionen  gefunden  werden,  will 
ich  die  Erweiterung  anführen ,  welche  der  oben  aufgestellte  Satz  erfährt , 

dass  in  den  Simultanformen    {Am-\-\Y-\-\^nn  und  (4m'-|-l)^-)- 8?^'w',  durch 
welche  man  jede  Primzahl  von  der  Form  8i-{-l   darstellen  kann,  die  Zahlen 
m-\-n  und  n   gleichzeitig  gerade  und  ungerade  sind. 
In  der  Form ,  wie  er  aus  der  analytischer  Formel  hervorgeht .  heisst  dieser  Satz : 


•)  S.  Fund.  Nov.   Thenr.  Fund.  Ellipt.  p.  107.   (B.  I,  p.  163  dieser  Ausgabe. 
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Fib'  jede  beliebige  Zahl  P  beträgt  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Lösungen 
der  Gleichung 

in  welchen  m-\-n  gerade,  über  die  Anzahl  der  Lösungen,  in  welchen  m-\-n 
ungerade  ist,  eben  so  viel  als  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Lösungen  der 
Gleichung 

P  =  (4m'-^iy-\-Sn'7i', 

in  welchen  n  gerade,  über  die  Anzahl  der  Lösungen,  in  welchen  n  ungerade  ist. 

Der  wesentliche  Charakter  dieser  Erweiterungen  besteht  darin,  dass  die 
nur  für  eine  besondere  Klasse  von  Zahlen  geltenden  Sätze  durch  andere  ersetzt 
werden,  welche  auf  alle  Zahlen  Anwendung  finden,  für  jene  besondern  Klassen 
von  Zahlen  die  tiefer  liegenden  Eigenschaften ,  welche  man  bemerken  will,  her- 
ausstellen ,  für  alle  andern  Zahlen  aber  sich  auf  einen  elementaren  Inhalt  redu- 
ciren.  Wenn  gewisse  Zahlenklassen  gewisse  Zerfällungen  verstatten,  so  ersetzt 
man  die  Zahlen,  welche  die  Anzahl  dieser  Zerfällungen  bestimmen,  durch  Ueber- 
schüsse ,  welche  sich  für  die  besondern  Klassen  von  Zahlen  auf  die  Anzahl  ihrer 
Zerfällungen  reduciren,  und  für  alle  andern  Klassen  verschivinden. 

Ich  habe  im  Folgenden  die  aus  den  analytischen  Entwickelungen  sich  er- 
gebenden Eigenschaften  der  Zahlen  auch  aus  bekannten  arithmetischen  Sätzen 
abzuleiten  gesucht,  wodurch  man  jedesmal  für  die  analytische  Formel  einen 
rein  arithmetischen  Beweis  erhält.  Wenn  diese  arithmetischen  Beweise  der  auf 
analytischem  Wege  gewonnenen  Resultate  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten 
darbieten,  so  sind  sie  doch  bisweilen  complicirter  Natur,  und  erfordern  eigen- 
thümliche  Klassificationen  der  Zahlen,  welche  vielleicht  auch  in  anderen  Unter- 
suchungen von  Nutzen  sein  können.  Es  verstatten  diese  Beweise  oft  eine 
gewisse  Willkür  in  der  Wahl  der  Methoden  der  Behandlung ,  so  dass  sie  leicht 
variirt  werden  können. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  bei  mehreren  der  hier  behandelten  Entwickelun- 
gen elliptischer  Reihen  für  die  Vorzeichen  der  Glieder  solche  Gesetze  gefunden 
werden,  dass  man  sie  durch  Gröfsen  ausdrücken  kann,  welche  von  den  biqua- 
dratischen Charakteren  der  Zahlen  abhängen.  Man  gelangt  so  a  posteriori  zu 
den  ersten  merkwürdigen  Beispielen  der  Einführung  der  biquadratischen  Reste 
in  die  Entwickelungsgesetze  elliptischer  Reihen  mit  beliebigem  Modul.  Die 
n-  29 
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Gröfsen,  durch  welche  sich  die  Vorzeichen  dieser  elliptischen  Reihen  unmittel- 
bar ausdrücken  lassen ,  sind  die  nämlichen ,  welche  durch  ein  von  mir  in  die 
Theorie  der  Potenzreste  eingeführtes  besonderes  Symbol  bezeichnet  werden,  wo- 
durch die  Darstellung  dieser  Reihen  an  Einfachheit  gewinnt. 


ZUSAMMENSTELLUNG  DER  ANALYTISCHEN  FORMELN. 

In  dem  1 6*®'^  Capitel  der  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen,  wel- 
ches von  der  Theilung  der  Zahlen  handelt ,  hat  E  u  1  e  r  das  unendliche  Product 

(l+ä)(l+5^)(l+S')(l+2^)---  =    (i_,)(l-g3Xi'_,»xi_,.)-' 

dessen  Entwickelungscoefficienten  bestimmen,  wie  oft  eine  gegebene  Zahl  in 
beliebige  ungleiche  Zahlen  oder  in  gleiche  und  ungleiche  ungerade  Zahlen  ge- 
theilt  werden  kann,  behufs  der  Erforschung  dieser  Coefficienten  untersucht,  und 
dasselbe  bei  dieser  Gelegenheit  dem  Bruche 

X—q  —q^J^q^  -f-^'  ^q^^^—\q^^J^q^^J^q^^ —    2(_l)'gi(3^H--) 

gleich  gefunden.  Euler  ersetzt  nämlich  das  unendliche  Product  durch  den  Bruch 

(l-g^)(l-g^)(l-g«)(l-g«)... 

(i-2)(i-2^)(i-2'Xi-2*)---' 

dessen  Zähler  aus  dem  Nenner  durch  die  Verwandlung  von  q  in  q^  erhalten 
wird ;  für  den  Nenner  aber  findet  er  die  in  dem  Nenner  des  vorstehenden  Bruches 
befindliche  Reihe,  deren  Glieder  zu  Exponenten  die  fünfeckigen  Zahlen,  vor- 
und  rückwärts  ins  Unendliche  fortgesetzt,  und  abwechselnd  die  Coefficienten 
-f-1  und  — 1  haben.  Die  eben  angegebenen  elliptischen  Formeln  lehren  aber, 
dass  es  für  dasselbe  unendliche  Product  noch  sechs  ähnliche  Brüche,  wie 
der  von  Euler  gefundene,  giebt.  Um  diese  demselben  unendlichen  Product 
gleichen  Brüche  zu  erhalten,  stelle  ich  dasselbe  auf  verschiedene  Arten  als 
Quotienten  zweier  anderer  dar,  welche  in  den  allgemeinen  unendlichen  Pro- 
ducten  (1.)  und  (2.)  enthalten  sind.  Dies  geschieht  mittelst  der  folgenden 
Formeln : 
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( 


-qn 


~q'n 
-a')  ( 


-2)( 


-q)  ( 


+  (Z)( 
-q'){ 


-q'){ 

-q'){ 


-q'X 

-q'){ 


-q'){ 

-q')i 


~q'X 

+  q')( 


-q'K 


-q'K 


+  2^)(l+g«)(l+g^). 


-q')i 


-q') 


■q'){ 
q') 


-q') 


-q'n 

+  2')  ( 


-q'y 


-qn 

-q') 


-q'){ 


-q^)... 

+q'){^^q')ii-q') 


-(?«)(l-0(l-2'')... 


-3')  (1-2^(1-2')  • 
-g^)(l+g^)  (1-2^) 


■q'){^-q'r{i-q'')- 

-q'')(l-q'')  {1-q'') 


-q')0—q')  (1-2«) . 

+  2*)(l  +  2^)  (1-2^). 


—  q'^){l--q^^Y(\—q^^)... 
+2^^X1+2^^)  (1-2'^).- • 


-2')(l-2^')(l-2^'). 


Wegen  der  einfachen  Reihenentwickelung,  deren  die  elliptischen  unend- 
lichen Producte 


(l±g'«-*')(l±^"'+")(l — q^'''){l±^"'-''){l±q^»'+^)[l—q^'ri^..  . 

=    n[(  1  —  g2»M+»i— w  )n  +  «2»je-}-»H-")(l ^2»ni4-2»A] 

zufolge  der  Formeln  (l.)  und  (2.)  oder  (3.)  und  (4.)  fähig  sind,  kann  man  sie 
gleichsam  als  Elementarfunctionen  betrachten ,  und  andere  unendliche  Producte 
aus  ihnen  zusammenzusetzen  suchen.  Die  vorstehenden  Formeln  lösen  die  Auf- 
gabe ,  das  von  E  u  1  e  r  betrachtete  unendliche  Product 

(l+2)(l+2^)(l+2'Xl+2*)..- 
durch  diese  elliptischen  unendlichen  Producte  darzustellen.      Man  sieht,  dass 
diese  Aufgabe   mehrere  Lösungen  hat,  indem  man   das  vorgelegte  unendliche 
Product  durch  die  Formeln    (I.)  auf  sieben  verschiedene  Arten  als  Quotienten 
zweier  solcher  elliptischen  unendlichen  Producte  findet. 

Die  Factoren  der  elliptischen  unendlichen  Producte,  welche  die  Zähler 
und  Nenner  der  Formeln  (I.)  bilden,  sind  so  geordnet,  dass  die  Exponenten  der 
Potenzen  von  q  fortwährend  wachsen.  Die  Vorzeichen  dieser  Potenzen  sind  in 
den  Nennern  immer  — ,  wie  in  der  Formel  (1.);  in  den  Zählern  dagegen  ent- 
weder ebenfalls  alle  —  oder  abwechselnd  in  zweien  Factoren  -\-  und  im  drit- 

29* 
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ten  — ,  wie  in  der  Formel  (2.).  Nur  der  Zähler  des  vierten  Bruches  macht  eine 
Ausnahme,  indem  derselbe  aus  (1.)  oder  (2.)  durch  Annahme  specieller  Werthe 
für  m  und  n  nicht  unmittelbar  hervorgeht,  sondern  aus  dem  den  Werthen 
m  =  f,  w  =  4-  entsprechenden  Product  0(1 — ^*+^)  durch  Aenderung  von  q  in 
—  q  erhalten  wird.     Durch  diese  Aenderung  wird  die  letzte  der  Gleichungen  (9.), 

n(l— g'+l)  =  2(— 1)'3^(3"+'\ 

in 

(10.)         n[(i+g2'+^)(i— 22'+2)]  =  s(— 1)^'^'+'^^^^^'^'^ 

verwandelt,  oder  in 

(11.)  (I_|-^)(l_g2)(l_^^3)(l_54)(l^_^5)..  . 

=    I_^g_^2_g5_^7_^12_|_2l5_^^22_|_^26_|_^35 .^ 

in  welcher  Reihe  nach  den  beiden  ersten  positiven  Gliedern  abwechselnd  vier 
negative  und  mer  positive  folgen. 

Wenn  man  die  beiden  ersten  Factoren  der  elliptischen  unendlichen  Pro- 
ducta mit 

(1±2«)(1±5«+'') 

bezeichnet,  so  werden  die  Werthe  von  a  und  h  oder  von  m  =  a-\-^h,  n  =■  \h 
für  die  Zähler  und  Nenner  der  Formeln  (I.)  durch  folgendes  Tableau  gegeben: 


II. 


3  2  f  f  6  f  6 


m 

n 


13  12  2  3  3 

i  1   0  0  1   0  2, 


Zähler:    a    2111413 
b    221  *1  416 

Nenner:   a    1212131 
61200204 

Die  Fälle,  in  welchen  immer  zwei  Vorzeichen  -f-,  das  dritte  —  sind,  habe  ich 
bei  den  Zählern  von  den  Fällen,  in  welchen  alle  Vorzeichen  —  sind,  durch 
übergesetzte  Sternchen  unterschieden.  Das  doppelte  Sternchen  bezieht  sich  auf 
den  besondern  Fall  des  Zählers  des  vierten  Bruches,  wo  die  Vorzeichen  der 
Potenzen  von  q  in  den  einzelnen  Factoren  abwechselnd  -j-  und  —  sind.  Man 
erhält  aus  den  angegebenen  Werthen  von  a  und  b  die  Reihe  der  Exponenten 
durch  ihre  ersten  Differenzen  b,  a,  a,  b,  a,  a  etc. 

Bezeichnet  man  die  elliptischen  unendlichen  Producte  durch  die  allgemeinen 
Ausdrücke  ihrer  Factoren,  wie  in  den  Formeln  (5.)  und  (6.),  so  erhält  man  aus  I. 
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die  folgenden  Gleichungen,  deren  Richtigkeit   ganz   von   selbst  in  die  Augen 
fallt,  wenn  man  nur  die  eine  Hülfsgieichung 

benutzt : 

III. 

[1(1—0-'+^) 

_    n[(l  +  g^'+i)(i-g4.-+4)] 

11(1  — f/»+2)  *  •        •        ^. 

=  "(l-g''+^)  3 

n[(l— ^2H-l/(l_g2,+2jJ 
_      ü[(l4-g2^+l)(l_g2,4-2)] ^ 

"~  n[(i— g4'+2)'(i— ^«+*)] 

~  ri[(i— ^2.+i)(i_g4.+4)j 5. 

^      n [(1+  g^H-l)(l-f  g3H-2)(l_ g3rh3)]  _        ,        ^  g 

~       n[(i— 26^+3)'(i— ^ß'+ö)] 

__  n[(l4-g6»+3)(l  — gl2H-12)] 

Man  kann  bemerken ,  dass  alle  diese  Brüche  im  Zähler  oder  Nenner  oder 
in  beiden  einen  der  fünf  in  den  Formeln  (9.)  angegebenen  particulären  Aus- 
drücke enthalten ,  in  welchen  von  den  drei  einfachen  unendlichen  Producten  von 
der  Form  11  (l±^"^^),  durch  deren  Multiplication  jedes  der  elliptischen  unend- 
lichen Producte  (l.)  oder  (2.)  gebildet  wird,  entweder  zwei  einander  gleich  sind, 
oder  zwei  oder  auch  alle  drei  in  ein  solches  einfaches  unendliches  Product  zusam- 
mengezogen werden  können. 

Wenn  man  von  diesen  Zusammenziehungen  keinen  Gebrauch  macht,  so 
kann  man  die  unter  dem  Zeichen  11  befindlichen  allgemeinen  Ausdrücke  der 
Factoren  der  elliptischen  unendlichen  Producte  aus  ihren  drei  ersten  Factoren 
erhalten,  indem  man  in  diesen  drei  Factoren  zu  den  Exponenten  von  q  das 
Product  des  Index  i  mit  dem  im  dritten  Factor  befindlichen  Exponenten  hinzu- 
fügt, wie  dies  die  Vergleichung  der  Formeln  (I.)  und  (III.)  vor  Augen  legt. 
Nur  in  dem  Zähler  des  vierten  Bruches  müssen  wegen  der  besondern  Beschaffen- 
heit desselben  die  Potenzen  von  q  in  den  einzelnen  Factoren  noch  mit  ( — 1)*  mul- 
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tiplicirt  werden.     Man  erhält  dann  zufolge  der  angegebenen  Regel  aus  den  drei 
ersten  Factoren  {l-\-g){i  —  ^^)(l+?^)  das  unendliche  Product 

n[(i+(-iyö'^+^)(i-(-iyg^'+2)(i+(-i)'g3<+3)], 

oder  wenn  man  für  i  einmal  alle  geraden  und  dann  alle  ungeraden  Zahlen  setzt, 

wie  in  (HI). 

Die  Reihenentwickelungen  der  elliptischen  unendlichen  Producte  der  hier 
betrachteten  Art  erhält  man  ebenfalls  leicht  aus  ihren  beiden  ersten  Factoren 

(14-g«)(l+g«+&)     oder    {l—^){\—q^^). 

Aus  den  Formeln  (3.)  und  (4.)  der  Einleitung  erhellt  nämlich,  dass  die  Expo- 
nenten der  Potenzen  von  q  in  diesen  Entwickelungen  eine  Reihe  bilden ,  deren 
■  erstes  Glied  0  ist,  und  deren  erste  Differenzen 

a,     hy    3a;     2h,     ha,    Zh    etc. 

sind.  Zufolge  der  Formeln  (5.)  und  (6.)  wird  das  allgemeine  Glied  dieser  Ent- 
wickelungen 

und  man  erhält  aus  demselben  die  einzelnen  Glieder  in  der  Ordnung,  wie  die 
Exponenten  von  q  der  Gröfse  nach  auf  einander  folgen ,  wenn  man  dem  Index  i 
nach  einander  die  Werthe 

0,    —1,    +1,    —2,    +2,    —3  etc. 

beilegt.  Die  Coefficienten  der  Potenzen  von  q  vom  zweiten  Gliede  an  werden, 
wenn  die  beiden  ersten  Factoren  des  unendlichen  Products  (1 — (f)[\ — cf^)  sind, 
abwechselnd  —1,-1  und  +1,  -}-l,  oder,  wenn  dieselben  (1H-$")(1+?"^*)  sind, 
alle  +1.  Wenn  h  =  d  ^  werden  vom  zweiten  Gliede  an  immer  zwei  aufeinan- 
der folgende  Glieder  der  Entwickelung  einander  gleich ,  und  können  daher  in 
ein  Glied,  das  den  Coefficienten  — 2  oder  -f-2  erhält,  zusammengezogen  werden. 
Es  ist  im  Vorhergehenden  immer  angenommen,  was  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  verstattet  ist,  dass  a  und  h  positiv  sind.  Betrachtet  man  nämlich 
die  allgemeine  Form  der  elliptischen  unendlichen  Producte  (l.)  und  (2.), 
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in  welcher  m  immer  positiv  sein  muss,  weil  sonst  die  Factoren  nicht  convergiren, 
so  kann  man  darin  auch  n  immer  positiv  annehmen,  da  das  Product  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  n  in  — n  verändert;  es  wird  daher  auch  b  =  2n  positiv.  Es 
kann  endlich  auch  n<7n  oder  m  —  n  =  a  positiv  angenommen  werden.  Denn 
setzt  man  in  dem  vorstehenden  unendlichen  Producte  n-^-lkm  statt  n,  so  erleidet 
dasselbe  keine  weitere  Veränderung,  als  dass  es  mit  einem  Factor 

1  +  /v»J— »i— 2ft>»  1  -\-f,Sm—n—2km  n  -\-  f.(2k—l)m—n—2km 

■*•— y  ^  —  '1  ^  —  '± f-^-^  \l:r,-(.kkm+hi) 


■^  -\-  Q—m+ti-\-2km         j  +  ß—dtn-\-n-{-2hu  ^  +  Q—{2k—l)m-{-ti+2km 


(±1/2- 


multiplicirt  wird.  Man  kann  daher  n  immer  kleiner  als  2m  annehmen.  Ist  n 
kleiner  als  2m^  aber  gröfser  als  irij,  so  kann  man  n-\-m  für  n  setzen,  wo  n<m. 
Hierdurch  aber  verwandeln  sich  die  unendlichen  Producte 

ri  ( 1  ±  ö2nu-f  m->j  \  n  ( 1  i  g2m.+w-[-»t^ 

in 

und  daher  die  elliptischen  unendlichen  Producte  (1.)  und  (2.)  in  andere,  in 
welchen  bloss  m  —  n  für  n  gesetzt  ist ,  abgesehen  von  einem  Factor  +  q~'^ ,  mit 
welchem  man  noch  zu  multipliciren  hat;  die  Gröfse  m — n  ist  aber  positiv  und 
kleiner  als  m.  Es  können  daher  in  allen  Fällen  die  elliptischen  unendlichen 
Producte  (l.)  und  (2.)  auf  solche  zurückgeführt  werden,  in  welchen  n  positiv 
und  kleiner  als  m  ist,  und  daher  a  =  m  —  n,  b  =  2n  positiv  sind. 

Vermittelst  der  obigen  Regeln  ist  es  leicht,  die  Reihenentwickelungen 
der  Zähler  und  Nenner  der  Brüche  anzugeben,  durch  welche  in  den  For- 
meln (I.)  das  Eulersche  unendliche  Product  ausgedrückt  worden  ist.  Es 
genügt  hierzu,  die  beiden  ersten  Factoren  jedes  Zählers  und  Nenners,  oder  auch, 
wenn  man  will,  das  Tableau  der  Werthe  von  a  und  b  in  (II.)  zu  betrachten. 
Nur  für  den  Zähler  des  vierten  Bruches,  der  von  etwas  abweichender  Be- 
schaffenheit ist ,  und  noch  die  Aenderung  von  ^  in  —  q  erfordert ,  hat  man  sich 
der  Formeln  (10.)  und  (ll.)  zu  bedienen.  Man  erhält  hiernach  die  folgenden 
Ausdrücke  des  Euler  sehen  Products,  von  denen  der  erste  der  von  Euler 
selbst  oefundene  ist: 
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IV. 

(l+3)(l  +  3')(l+3'.)(l+2') 


l_g2_g4^gl0^gU_g24_.. 

i+q-{-q'+q'^q''-\-^''+--i 

1— 2g  +  2g*  — 2g'^+2(?i*^ 

l_222+23«— 2g'«H-2g^^ • 

1  — g4_^8_|_g20_pg28_g48_g60_j_  . 

l—2q^+2q^'^—2q^''-\-2q^^ 

l—q  —  q'-^q'+q''—q''  —  q^'+ 


V  Q2n+i 

~l{—iyq^^^* 


4. 


5. 


7. 


Euler  benutzt  am  angeführten  Orte  die  von  ihm  gegebene  Formel 

1 /y2 />4_I_  /vlO_l_  >,14 

(1+ 2)(i+ ö^)(i+ 3^)  •  •  •  =  iizliir^^f^F^^ 

um  für  die  Coefficienten  C^  ein  recurrirendes  Gesetz  zu  erhalten.  Solcher 
recurrirender  Gesetze  für  die  Gröfsen  C^  findet  man  durch  die  Formeln  (IV.) 
sieben  verschiedene.  Das  bequemste  gewährt  der  vorletzte  der  Brüche  (IV.). 
Derselbe  giebt  den  Satz : 

Wenn  C,   die  Anzahl  der  Zerlegungen  einer  Zahl  i  in  beliebige  ungleiche 
Zahlen  oder  in  gleiche  und  ungleiche  ungerade  Zahlen  bedeutet,  so  wird 

wo  man,  wenn  i  die  Form   4-[3ww  +  w]   hat,  rechts  vom  Gleichheitszeichen 

noch  +1  hinzufügen  muss. 
Nach  der  Eul  er  sehen  ßecursionsformel  wird  jeder  Coefficient  C,-  durch  unge- 
fähr y/-^,  nach  der  vorstehenden  Recursionsformel  durch  ungefähr  i/—  vor- 
hergehende Coefficienten  gefunden,  so  dass  man  nach  der  letztern  jeden  Coäffi- 
cienten  aus  ungefähr  Vs  mal  oder  nur  aus  beinahe  dreimal  so  wenigen  vorher- 
gehenden durch  Addition  und  Subtraction  zusammenzusetzen  hat. 
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Wenn  man  die  beiden  ersten  oder  den  ersten  und  dritten  von  den  sieben 
Brüchen  (IV.)  mit  einander  multiplicirt ,  so  erhält  man  zwei  Brüche  ähnlicher 
Art  auch  für  das  Quadrat  des  Eul  er  sehen  Productes: 

V. 

[(i+5)(i+(/''^)(i+5^Xi+5*)---?  =  n(i+ 'z'+f 

_    (l-r/)(l-r/)(l-g«)(l-f/)...   _  n(l-g^^2) 

~  ^  —  a  —  'f  +  ff^-fr ~     ^  {—lyq^i^ii+i) 

_        1— g'  — g'+g'"+g'^ _      ^  (—!)'•  $3«+'- 

~    1  —  2q-[-  22*—  25^+  2g»6 —        V(_iygÄ 

"Wenn  man  die  6?rei  ersten  von  den  Brüchen  (IV.)  mit  einander  multiplicirt, 
erhält  man  einen  ähnlichen  Bruch  auch  noch  für  den  Cubus  desselben  Productes. 
Man  kann  aber  für  diesen  Cubus  auch  eine  Darstellung  durch  einen  Bruch  an- 
derer Art  finden ,  dessen  Zähler  und  Nenner  zwar  ebenfalls  unendliche  Reihen 
sind ,  in  denen  die  Exponenten  von  q  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung 
bilden ,  die  Coefficienten  aber  nicht  mehr  der  positiven  oder  negativen  Einheit 
gleich,  sondern,  abgesehen  vom  Zeichen,  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  der  ersten  Ordnung  sind.  Man  erhält  diese  Darstellung  mit  Hülfe  der  in 
den  Fund.  Nov.  §.  66,  (5.)  gegebenen  Formel: 

[(l-e)(l-g2)(l-g3)(i_,/)...]8  =  l-3g+5r/-73<^+95^« =  S(4t+l)2'"+% 

und  der  daraus  durch  Verwandlung  von  q  in  q^  abgeleiteten.     Hiernach  werden 
die  beiden  Ausdrücke  für  den  Cubus  des  E  u  1  e  r  sehen  Productes : 

VI. 

_    (l+g)(l  +  g^Xl-g^)(l  +  g^)---    _    n[(l+g^'+i)(l_g4H-4)j 
(l-g)'(l-r/)(l-r/)^(l-r/) . . .  n[il-q^^+i\l-q^^+^)-] 

X^—q'){l—q'){l—q'){l—q')...y'         U{\—q^'+'-f 


l  +  g  +  g'  +  g''+g'"H 2g2"+'- 


l—2q-}-2q^  —  2f  -\-  2q^^—  •  •  •  I  (—1)»  q« 

_    1— 3g^4-5g^— 7g'^-f  9(/2"  —  • .  •    _    l(4i-^l) q^''+^' 

II-  30 
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Wenn  man  in  dieser  und  den  vorhergehenden  Formeln  die  Zähler  und  Nenner  mit 
einander  vertauscht ,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  das  unendliche  Product 

(l-5)(l-2^)(l-g^)(l-2^)..., 

so  wie  für  sein  Quadrat  und  seinen  Cubus. 

Ich  will  jetzt  das  unendliche  Product,  durch  welches  Fund.  §.  36,  (8.)  die  4^® 
Wurzel  des  Complements  des  Moduls  der  elliptischen  Functionen  ausgedrückt  wird, 


(l-g)(l-(/)(l-g^)(l-g^)... 
(i+5)(i+2')(i+2'Xi+2')--- 


=  ^ 


als  Quotienten  zweier  elliptischen  unendlichen  Producte  von  der  hier  betrachte- 
ten Art  darstellen.  Es  kann  auch  dies  auf  mehrere  Arten  geschehen,  wie  aus 
den  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Formeln  erhellt : 


(l-g)(l-g3)(l-3^) 


(l+2)(l+^^)(l+3^)-.- 

(l-g)(l-<Z^)(l-23)... 

(1  +  3)  (1-2^X1  +  5^)..  • 

(1-g)  (1-3^X1- 2^)... 

(l+?z)(l  +  g«Xl-3')--- 

(i+gy(i-g^Xi+«T.. 


VII. 

n(i- 


.g2.+l) 


ri(i+g2H-i) 
n(i_g'+i) 


n[(l+g2t+l)(l_g2.+2)] 
n[(l  — g2:+l)(l  — g4.+4)] 

n[(i+3'^')(i— 9*'+*)] 
n[(i— g2H-i)'(i— g2.+2)] 

n[(l— 24'+2)2(l_g4«+4)-j 
n[(l  — g4'+2)^(l— g4,4-4)-| 

n[(l+r/'+i)-''(l_22.+2)] 


Die  Zähler  und  Nenner  der  vorstehenden  vier  Brüche ,  durch  welche  das  vorge- 
legte unendliche  Product  ausgedrückt  werden  kann ,  gehören  sämmtlich  zu  den 
elliptischen  unendlichen  Producten,  welche  in  den  Formeln  (9.)  entwickelt  sind, 
aufser  dem  Nenner  des  ersten,  der  noch  die  Verwandlung  von  ^  in  — q  erfor- 
dert, und  in  der  Formel  (10.)  oder  (11.)  entwickelt  ist.  Substituirt  man  diese 
Reihenentwickelungen,  die  man  auch  mittelst  der  oben  gegebenen  Regeln  aus 
den  beiden  ersten  Factoren  der  unendlichen  Producte  ableiten  kann,  so  erhält 
man  die  folgenden  Formeln : 
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VIII. 


(/F  = 


l—q  —  q'-\-q^+q'—q'^  — 


1-^q-q' 
1-q- 


i^q-hq'+q'+q''+ 

1—  2g  +  2g*—  2q^  +  2g'c  — 


l_2g2_^  2q^—2q^^-{-  2q^^^  ■ 


1+  22  4-  2g*+  2g«4-  2gi'^+ 


V( lyqiiSn+i) 

""      V(_l)4tT^l)gi(3!V+V) 


^(— iyg2» 
S(— l>-g2» 


3. 


4. 


Die  beiden  letzten  Brüche  können  aus  einander  durch  die  Betrachtung  abgeleitet 
werden,  dass  das  vorgelegte  Product,  wenn  man  ^  in  — q  verändert,  den  reci- 
proken  AVerth  annimmt.  Wenn  man  diese  beiden  Brüche  mit  einander  multi- 
plicirt ,  so  heben  der  Nenner  des  ersten  und  der  Zähler  des  zweiten  einander  auf, 
und  man  erhält  für  das  Quadrat  des  vorgelegten  Products  oder  für  Sfk'  den  in 
den  Fund.  §.  65,  (11.)  angegebenen  Ausdruck. 

Die  4*®  Wurzel  des  Moduls  selbst  wird  zufolge  Fund.  §.  36,  (7.) 


(l+g)(l+g3Xl+?') 

_  V/-Ö  ^/t;  (i-g)(i+g^)(i-g^)(i4-g^)-- 

Wenn  man  wieder  das  in  \ll  .\lq  multiplicirte  unendliche  Product  durch  einen 
Bruch  auszudrücken  sucht,  dessen  Zähler  und  Nenner  zu  den  elliptischen  unend- 
lichen Producten  (1.)  oder  (2.)  oder  den  daraus  durch  Verwandlung  von  ^  in  — q 
abgeleiteten  gehören,  so  kann  dies  durch  die  folgenden  vier  Formeln  geschehen : 

IX. 

n(l+g2'H-2) 


(i+g^)(i+3^)( 


(i+2)(i+g'X 

(l-g*)(l-g«)( 


(l+gj(l+r/X 
(l-g)(l— g^K 


^q') 


+  q')--- 


-g*)... 
-g*)... 


n(l+g2'+0 

n(l— g4'H-4) 
n[(l  +  g-^'-+l)(l_g2'+2j] 

n[(i+g*'+^)(i— g''+')3 

n[(l-fg2'+i)(l_(/«+4)] 
Il[(l— g2'4-i)(i_g4.+4)] 


(l~g^)^(l-g*)... 
(l+g)Hl-g'0... 


ri[(l-g^'+2)\l- 
n[(l  +  g2'+i)(l- 


3. 


n[(l+g-«+i)\l— g2.-+2)-] 


30 


236       UNENDL.  EEIHEN,  DEREN  EXPONENTEN  IN  ZWEI  QUADR.  FORMEN  ENTHALTEN  SIND. 

Hieraus   ergeben   sich  mit  Hülfe   der  Formeln    (9.)  — (11.)    die  folgenden  vier 
Ausdrücke  von  vA-; 

X. 


V^^  =   Sj2.  ^q^ 


l_g4_^8_|_^20_|. 


1+^  — 2  — ^'  — 


=.V2.^,.ii#!f!^ 


1+^+2^+3'+ 


\/2.\/gS(— lygs^^' 


1. 


1_  2q^-\-2q^ 1  (— l)»g2« 

l+g  +  g'+g'H ^         V/2.v/g"lg2ü+.'  ...     4 

l-^2q-{-2q^-\ ~  If 

Wenn  man  den  zweiten  und  vierten  Bruch  mit  einander  multiplicirt ,  so  hebt 
sich  der  Nenner  des  zweiten  mit  dem  Zähler  des  vierten,  und  man  erhält  die 
Fund.  §.65  (lO.)  für  Sjk  gegebene  Formel.  Man  sieht,  dass  die  für  \/k  und  die 
für  \/k'  gefundenen  vier  Brüche  respective  dieselben  Nenner  haben,  was  in  den 
Anwendungen  dieser  Formeln  von  Wichtigkeit  ist. 

Von  besonderem  Interesse  sind  in  diesen  Formeln  diejenigen  Brüche,  in 
welchen  der  Zähler  aus  dem  Nenner,  wie  in  IV.  (1.),  X.  (2.),  oder  der  Nenner 
aus  dem  Zähler,  wie  in  VIIL  (3.),  durch  Verwandlung  von  q  in  q^  erhalten  wird. 
Wenn  man  nämlich  in  solchem  Bruche  wiederholt  q^  für  q  substituirt ,  und  die 
dadurch  erhaltenen  Resultate  mit  einander  multiplicirt ,  so  giebt  die  unendliche 
Multiplication  den  Zähler  oder  Nenner  des  Bruches.  Zugleich  wird  durch  dieses 
Verfahren  aus  jedem  Factor  IH-^"  ein  Factor     ^^  .     Wenn  daher,  wie  in  den 

angeführten  Fällen,  diese  Brüche  unendlichen  Producten  gleich  sind,  welche  aus 
Factoren  (l-j-^")-"  gebildet  werden  können,  so  kann  man  aus  denselben  sogleich 
auch  diejenigen  unendlichen  Producte  ableiten,  welchen  die  Zähler  und  die 
Nenner  der  Brüche  für  sich  besonders  gleich  werden.  Diese  Methode  ist  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  grofser  Wichtigkeit,  indem  sie  dazu 
dient,  aus  den  leichter  zu  findenden  Formeln  für  den  Modul  die  Factoren-  und 
Reihenentwickelung  des  ganzen  elliptischen  Integrals  abzuleiten. 

Die  im  Vorhergehenden  aufgestellten  Formeln  geben  eine  Gleichung  zwi- 
schen je  zwei  Brüchen,  durch  welche  man  dasselbe  unendliche  Product  ausge- 
drückt hat.     Aus  jeder  dieser  Gleichungen  geht  durch  Multipliciren  über  Kreuz 
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eine  andere  zwischen  zwei  Producten  hervor,  von  denen  jedes  durch  Multiplica- 
tion  zweier  elliptischer  unendlicher  Producte  oder  elliptischer  unendlicher  Reihen 
gebildet  wird,  welche  aus  (1.)  oder  (2.)  für  specieile  Werthe  von  m  und  n  er- 
halten werden.  Solcher  Gleichungen  wird  es  überhaupt  so  viele  geben ,  als  es 
unendliche  Producte  giebt,  die  man  auf  verschiedene  Art  in  zwei  elliptische 
unendliche  Producte  von  der  Form  der  unendlichen  Producte  (l.)  oder  (2.)  zer- 
fallen kann.  Man  wird  21  Gleichungen  dieser  Art  aus  (IV.),  zwei  neue  aus 
(VIII.)  und  zwei  andere  aus  (X.),  ferner  eine  Gleichung  aus  (VI.)  erhalten.  Die 
übrigen  Gleichungen,  welche  man  noch  aus  (VIII.),  (X.)  und  (V.)  ableiten 
kann,  sind  in  diesen  enthalten. 

Die  Producte  von  der  Form 

welche  sich  auf  jeder  Seite  des  Gleichheitszeichens  der  auf  die  angegebene  Art 
erhaltenen  Gleichungen  befinden ,  können  durch  Doppelsummen  von  der  Form 

dargestellt  werden,  in  welchen  jedem  der  Indices  i  und  k  die  Werthe  0,  +1, 
±2,  +3,  etc.  zukommen.  In  den  hier  und  weiter  unten  betrachteten  Doppel- 
summen dieser  Art  sind  Im  und  2w  und  eben  so  2m'  und  2n  ganze  positive 
Zahlen,  und  zwar  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade.  Das  Zeichen  +  erhält 
in  den  verschiedenen  Fällen  Werthe  von  der  Form 

(_1).-^  (—1)'+%  (— l)i("+'),  (_1)^OV+0+^ 

Nur  in  der  einen  Gleichung,  welche  aus  den  Brüchen  X.  (2.),  (4.)  entspringt, 
haben  alle  Glieder  in  beiden  Doppelsummen  das  Vorzeichen  -j- ;  in  diesem  Falle 
werden  die  einzelnen  Glieder  der  Doppelsummen  identisch,  wodurch  die  Glei- 
chung einen  ganz  elementaren  Charakter  erhält.  In  allen  übrigen  sind  die 
quadratischen  Formen,  in  denen  die  Exponenten  der  beiden  einander  gleichen 
Doppelsummen  enthalten  sind,  nicht  äquivalent,  so  dass  nicht  jede  in  der  einen 
enthaltene  Zahl  nothwendig  auch  in  der  andern  enthalten  ist.  Es  müssen  daher 
die  Vorzeichen  der  Glieder  in  beiden  Doppelsummen  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sein,  damit  sich  in  jeder  derselben  alle  Glieder,  deren  Exponenten 
nicht  in  beiden  quadratischen  Formen  zugleich  enthalten  sind,  gegenseitig  zer- 
stören können. 
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Zu  den  auf  die  angegebene  Art  aus  den  obigen  Formeln  abgeleiteten  Glei- 
chungen können  noch  drei  andere  etwas  mehr  verborgene  hinzugefügt  werden, 
zu  welchen  man  durch  folgende  Betrachtungen  gelangt. 

Aus  der  Formel  (5.)  der  Einleitung  folgt  für  m~f,  n  =  %  und  für 
m  =  f,  w  :=  4-: 

n[(l_g5'+l)(l_g5.+4)(l— 35i+5)J   ==    ^  (— 1)' 9^^'''+''^ 
n[(l— g5»•+2)(l_g5.•+3)(l_g5^f5)]    =    ^  (— 1)''^<-^"+^^ 

Die  Multiplication  dieser   beiden  Formeln    ergiebt,  wenn   man   die   letzte  der 
Gleichungen  (9.)  benutzt, 

(12.)  n[(l— </'■+')(!— 9^'+^)]    =    V(_iy+^g4l5//+5U+3,+/:) 

Es  ist  ferner 

n[(i— 52«+i)(;i_,//+8)2-| 

_  n[(i-'/''+')(i— ^7''+')(i— 3''+')]-ii[(i— 3''+')a— ?''■+ 

^  n[(l—9^'+\)(l—3"+')(l— «"■+*)] •  n[(l+r/6'+4)(l+r/6'+i2)(i_gi6.+i6)] . 

und  daher,  wenn  man  nach  einander  in  (5.)    ^/^  =  4,  w  =  3 ;  m  =  A,  w  =  l ; 
m  =  2  .  n=  l  ,  und  in  (6.)  m  =  8  .  u  =.  4   setzt  : 

(13^)  n[(l— S-''+0(l  — 2*^"^')']     =     V(_iy+A-g4/,+4/,:/,:+3/+/.- 

y  /■ l  Y  ffiii+Wi-\-i+ik  _ 

Ferner  ist 

n  [(l_26t+l)(l  _  36,+5)(l_^12,-+12)2-j 

=  n[(i— 2^2^"+')(i— g'^''+")(i— 9'-'+'^)] .  n[(i— 2^2''+^)(i— g'^''+')  (1— f/2,+i2)-j 

==  n[(i— 3«'+^)  (!—(?*''■+')  (1— r+')]  •  n[(i+2'*'+')(i+9'*'^'')(i— 3'"+'')]. 

und  daher,  wenn  man  nach  einander  in   (5.)    m^=6,w  =  5;    m  =  6,  ^=1; 
m  =  3 ,  w  =  2,  und  in  (6.)  wi  =  12,  w  =  6   setzt, 

(14.)  n[(l— ^^'■+^)(1  — 3*'+^)(l— 2'-'+^^)']    =    V(_l).+fcg6/.-i-6fc*+5,H-* 

VC iy^3»:+12W-+2«4-6Ä^ 

Diese  drei  Formeln  sind  auf  analoge  Art  gebildet,  und  entsprechen  respective  den 
Zahlen  5,  8,  12.    Es  scheint  nicht,  dass  es  noch  mehrere  ähnlich  gebildete  giebt. 
Die  hier  betrachteten  Doppelsummen 

y  -\-  Qnni-\-m'kk-\-ni-\->i'k 
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werden  durch  das  Gesetz  der  Vorzeichen  ihrer  Glieder  und  durch  die  quadrati- 
schen Formen  definirt,  in  welchen  die  Exponenten  derselben  enthalten  sind. 
Der  Charakter  dieser  Formen,  in  welchen  Im  und  Im  ganze  positive  Zahlen 
sind,  wird  hauptsächlich  von  dem  Producte  ^mm'  abhängen,  welches  man  von 
einem  quadratischen  Factor ,  wenn  es  solchen  hat ,  befreit.  Ich  will  daher  die 
Gleichungen ,  welche  man  zwischen  zwei  Doppelsummen  der  angegebenen  Art 
ündet ,  nach  den  Werthen ,  welche  die  von  ihren  quadratischen  Factoren  befrei- 
ten Zahlen  Amm'  in  der  einen  und  der  andern  Doppelsumme  annehmen,  in  ver- 
schiedene Klassen  theilen.     Es  soll  hiebei  mit 

die  Klasse  bezeichnet  werden,  welche  alle  diejenigen  Gleichungen  umfafst,  in 
denen  der  Werth  von  Amm'  für  die  eine  Doppelsumme  [x,  für  die  andere  v  ist, 
oder  sich  von  diesen  Zahlen  nur  durch  einen  quadratischen  Factor  unterscheidet. 
Unter  den  zwischen  Doppelsummen  der  angegebenen  Art  gefundenen 
Gleichungen  können  diejenigen  als  von  mehr  elementarer  Natur  angesehen  wer- 
den, in  welchen  [a  =  v,  oder  in  welchen  A^mm  für  die  beiden  einander  gleichen 
Doppelsummen  entweder  denselben  Werth  oder  zwei  nur  durch  einen  quadrati- 
schen Factor  unterschiedene  annimmt.  Von  dieser  Art  Gleichungen  enthält  die 
hier  unten  folgende  Formelntabelle  drei  Klassen  (l,  l),  (2,  2),  (3,  3).  Eine  zu 
einer  Klasse  (6,  6)  gehörige  Gleichung  geht  aus  den  im  Vorhergehenden  gefun- 
denen Formeln  nicht  hervor.  Die  Gleichungen  dieser  drei  Klassen  lassen  sich 
alle  unmittelbar  beweisen,  d.  h.  ohne  dass  hierzu  ein  besonderer  Satz  der  Ana- 
lysis  oder  Arithmetik  zu  Hülfe  genommen  zu  werden  braucht.  Wenn  solche 
unmittelbare  Verification  keine  neuen  merkwürdigen  Resultate  giebt,  so  gewährt 
sie  das  Mittel ,  zu  Resultaten ,  welche  auf  einem  sogenannten  indirecten  Wege, 
wie  hier  durch  die  Zerfällung  der  unendlichen  Reihen  in  unendliche  Producte, 
in  einem  allgemeineren  Zusammenhange  gefunden  sind,  auf  einem  elementaren 
und  directen  Wege  zu  gelangen.  Man  bewerkstelligt  solche  Verification  durch 
eine  Art  von  Synthesis ,  durch  welche  die  auf  indirectem  Wege  gefundenen  Re- 
sultate auf  reine  Identitäten  zurückgeführt  werden.  Diese  Synthesis  ist  in  allen 
Fällen",  in  welchen  sie  möglich  ist,  von  Interesse.  Die  gefundenen  Identitäten 
geben  nämlich  entweder  verborgene  Eigenschaften  der  Gröfsen,  die  oft  einem 
heterogenen  Gebiet  angehören ,  oder ,  wenn  sie  evident  sind ,  einfache  und 
(lirecte  Beweise  und  bisweilen  neue  Methoden.      Uebrigens   sind  gerade  diese 
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elementareren  Gleichungen,    welche  den  Klassen   ((J-,  ja)  angehören,  wichtiger 
Verallgemeinerungen  fähig. 

Die  Klassen ,  in  denen  jx  und  v  von  einander  verschieden  sind ,  oder  in 
denen  die  Werthe,  die  4mm'  für  die  beiden  einander  gleichen  Doppelsummen 
annimmt ,  weder  die  nämlichen  sind ,  noch  sich  bloss  durch  einen  quadratischen 
Factor  unterscheiden,  sind  auf  den  Fall  bezüglich,  wo  die  Entwickelung  der 
unendlichen  Producte  nur  solche  Glieder  giebt ,  deren  Exponenten  in  zAvei  we- 
sentlich verschiedenen  quadratischen  Formen  zugleich  enthalten  sind.  Man 
findet  aus  den  obigen  Formeln  sechs  Klassen  dieser  Art ,  welche  den  Combina- 
tionen  je  zweier  von  den  Zahlen  1,2,3,6  entsprechen,  und  aufserdem  noch 
eine  Klasse ,  welche  der  Combination  der  Zahlen  1  und  5  entspricht ,  aber  nur 
eine  Gleichung  enthält.  Die  hier  folgende  Formelntabelle  wird  daher  zehn 
Klassen  Gleichungen  enthalten,  deren  Charakter  durch  die  Symbole 

(1,  1),       (2,  2),       (3,  3),       (1,  2),       (1,  3), 
(1,  6),       (2,  3),       (2,  6),       (3,  6),       (1,  5) 

bezeichnet  wird.     Bei  jeder  Formel  habe  ich  die  Gleichung  angemerkt,   aus  der 
sie  erhalten  worden  ist. 


[In  den  unendlichen  Froducfen  sind  dem  Index  i  die  Werthe  0,  1,  2,  3  etc.,  in  den 
Doppelsummen  den  Indices  i  und  k  die  Werthe  0,  ±1,  ±2.  ±3,  etc.  heimdegen.'] 

A.   (1,  1). 

1.  ll[(l  +  y2'+^)'\l-5*'+*)'] 

_   ;^g2ü+2W-+/+A-    ^    ^^jü^m^2k X.    2.    4. 

2.  n[(l-  ry6'-l-2)(l— f/'+3)\l_r/'+4)] 

_  ^( ly+k (^ii+-m+i  _  v( — iy5^(3»+3tt-+!+/o IV.   1.  6. 

4.         n[(l-r/'+2)''(l-f/'-^)'] 
=  S(-— !)'■+* ^2;>4-2W-  ^  2(_iy^«H-w,- VIII.  3.  4. 

=  Y.{—\y+^ cf"+^^^-^^'  =  ^{—\f  (^"+'^^^+'+^' '^) D.  2.  3. 

*)  Die  Formel  (A.  5.)  ergiebt  sich  aus  der  Combination  der  Formeln  (D.  2.)  und  (D.  3.). 
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6.     n[(i-2-'+0(i-s''+')'] 

—    V( 1  y+k  f.Gü+6kk+)-\--jk  -_    Vr ly  Q^ii+12kk+2i+r>k    ....  I4 

=  2(4/.-  +  l)g2"+2w+«4-*  =  2(— iy(4A:  +  l)5"+«^+2* VI. 

B.    (2,  2). 

=  -^(^^ly+kq^isi'+m+i+ik)  _  2(— l)'g«+2Äi+Ä        IV.  2.  3-  V. 

=    ;^(__l)Ä^^(3»+6U+!+4fc)    __    2( l)Äg6,Y4-3ÄÄ+3.- IV.    6.    7. 


C.  (3,  3). 

n(i_g2,+2)2 

=^  ^(^^l)iiii+y)+J'ql(^'i+^i^+'+m IV.  4.  5 ;  X.  1.3;  VIII.  1.2. 

D.  (1,  2). 

1.  n[(l  +  9-'+\Xl— 2''+')'] 

=  2(— iyv/+2^*+'^ VIII.  2.  4;  IV.  2.4;  X.  3.  4. 

2.  n[(l-r/'+2)(l_g4.+4)2-] 

^C lU-^2u+2U+!-fi    __    2( ly+k  Q3n+&kk+i+2k 

=  '^(—iyq2ii+ikk+2k IV.  2.  5  ;  X.  2.  3. 

=  ^{—iy+>^q^'H-2kk+k  ^  2(_i)»g»v+2M+Ä yill_  2.  3. 

E.  (1,  3). 

1.  mi—q'+'f 

=  '^(—iy+''q^(3''+skk+i+k)  ^  ^f^_iy+kq3ii+kk+i IV.  1.  3. 

2.  0(1  —  22,4-2)2 

=  -^^—ly-i-kq^ii+m+i+k  ^  ^(^_i)/gi(3fV+4W4-H-2*) IV.  1.  2. 

u-  31 
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F.  (1,  6). 

1-     n[(i— <z^'+')'(i— ^'-^)'] 

=    2  (—1)4' ('+*>+*  5^<^"+^**+'+''^    =    V(^_iy+fcg3//+2M+.- IV.     1.    4. 

^  2/iy+tg-|(3«+]2ÄÄ-H-+4t)  ^  ^(_iy+t23»+2u-+t+Ä IV.  1.  5. 

G.  (2,  3). 

^  2(_l-)|«(«+i)+*<2?(3»-^6**+')  =  ^(—]Yqh^^'+*''^+>^ IV.  4.  6. 

2.     n[(i— 2*'+')'(i+2'''+-')(i-'/''+')(i— ^''''^')(^— 2'''+'')'] 

=  2(-_iy+*^6ev+3fcfc+2«  =  2(— l>g^^^"+^^'*+''"^^*^ IV.  5.  6. 

_   YC iy+Äo6<»-t-3AÄ;+2«4-t   =   5)  ( ly  q&ä+2kk+3i+k IV.    5.    7. 

H.    (2,  6). 

_  y^riy+k q^{'3i'+6kk+,)  =  ;S( — iyg|(3.H-2**+t') IV.  3.  6. 

__  \riY+kq^i.sii+m+i+ik)  _  v(_iyg6«+**+3' IV.  3.  7. 

^  2('_iyY/5(3M+6tfc-H-i-2i-)  =  v(_iyr/"'+^*^+'' IV.  2.  6. 

4.         n[(l--r/'+2)(l+2^'+=^)(l-^/'+*)(l-^/'''+'Xl-'?'''+'')'] 
__  '^^_i\k q&ii+2kk+3i+k  _  v( iy;g2f7H-3ÄA-H+2i IV.  2.  7. 

I.    (3,  6). 

1.     n[(i— ^/'■+^)(i-3*'-^')'(i-  ^/'+')'] 

==,  2(_iy+*g^(3"-H*t-H:)  =  ;^(_i)^»(t+i)+Äg^(3«H-2*i-H)  VIII.  1.3;  1.4;  IV.  3.  4. 
_,  v( ]yH-Ä^^(3.H-««:+'4-2*)  =  V( iy+tg6jH-**+2'    .     ,     .     .       X.  1.  4;  IV.  3.  5. 

__    V( ly ^.2if+6kk+i+2k    _    VI" l)^^-(i-+l)^^(8":+3M+4,4-A)  X.    1.    2. 
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K.   (1,  5). 

l-i[(l_g5i+l)(l_g5.+2j(^l_^5.+3-)(l_^5.+4)(-l_g5H-5)2-] 

_=  V( ly+k q^(bii+m+-ii+k)  __  ^^ ly+k q^&ü+iökk+i+ök) 12. 


Anmerkung.  Die  drei  Formeln  A.  (2.),  A.  (4.),  A.  (5.)  sind  particuläre 
Fälle  einer  allgemeinereu  Formel.  Man  hat  nämlich,  wie  sich  auf  den  ersten 
Anblick  ergiebt,  die  folgende  Gleichung: 

rr  r/'  \ Q^mi+2m-1n\r\ ^4mj+2»«+2)jy  ]^ qimi-]rim\~\  .  f]r(  1 (Ami-{-2m\^ /  j ^4nti4-4/»\"] 

woraus    sich  vermöge   der   Formeln   (5.)    und  (6.)    der  Einleitung   die  folgende 
Gleichung  zwischen  zwei  Doppelsummen  ergiebt : 

n5.)  ^( iyq,H{fi-\-kk)+n(ir\.k)    _    Y,{ l)^4-^•g2»i(^^^-ift)^-2m•^ 

Die  drei  Formeln   A.  (2.),  A.  (4.),  A.  (5.)  werden  hieraus  erhalten,  wenn  man 
respective  m  =  |-,  w  =  4-;  w=l,w  =  0;  m  =  2,  w  =  l   setzt. 


Ich  will  noch  einiges  über  die  Art  bemerken,  wie  in  der  vorstehenden 
Formelntabelle  die  unendlichen  Producte  ausgedrückt  worden  sind.  Diese  unend- 
lichen Producte  können  nämlich  auf  mannichfache  Art  dargestellt  werden,  wie 
alle ,  welche  durch  Multiplication  einfacher  unendlicher  Producte  von  der  Form 
n(l  +  ^"*+'*)  oder  ihrer  Potenzen  gebildet  werden.  Man  bewerkstelligt  ihre 
Transformationen,  indem  man  die  einfachen  unendlichen  Producte  11(1  +  ^"*+^, 
welche  ihre  Factoren  bilden ,  in  mehrere  ähnliche  unendliche  Producte  zerfallt. 
Dies  geschieht  mittelst  der  Formel 

(16.)  n(i ±(t'+^)  =  x{{i±qp'''+?) n(i ±gp"*+"+o n(i ±3*"^-"+'"0 . . .  n(i ±5^'«'+(p-i)«+i^) , 

in  welcher  p  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeuten  kann,  und  immer  das 
obere  oder  immer  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Mehrere  von  den  unendlichen 
Producten,  welche  aus  solchen  Zerfällungen  von  von  einander  verschiedenen 
unendlichen  Producten  11(1  +  ^'"^'*),  0(1  +  ^"''+'^'),  etc.  hervorgehen,  kann  man 
dann  bisweilen  wieder  umgekehrt  mittelst  derselben  Formel  in  ein  einziges  ein- 
faches unendliches  Product  zusammenziehen.  Wenn  aus  den  vorgenommenen 
Zerfällungen  zwei  Factoren  l\[\.-\-q"''^^^  0(1  —  q"*"^^  entstehen,  Avird  man  diesel- 

31* 


244       ÜNENDL.  REIHEN,  DEREN  EXPONENTEN  IN  ZWEI  QUADR.  FORMEN  ENTHALTEN  SIND. 

ben  ebenfalls  in  ein  einziges  einfaches  unendliches  Product  11(1  —  ^2aa+2(9^  zusam- 
menziehen können.  Endlich  wird  man  das  Product  U{i  +  q"'+")U{i  —  q^'''+% 
welches  der  Einheit  gleich  ist ,  so  oft  dasselbe  nach  den  geschehenen  Zerfällun- 
gen  angetroffen  wird ,  fortwerfen  können.  Durch  diese  Verfahrungsarten  kann 
man  demselben  Ausdruck  unendlich  viele  Formen  geben ,  und  es  werden  biswei- 
len selbst  die  einfachsten  Formen,  welche  derselbe  annehmen  kann,  noch  so 
verschieden  unter  einander  sein  können,  dass  ihre  Identität  nicht  sogleich  in 
die  Augen  springt. 

Unter  den  verschiedenen  Formen,  welche  die  hier  betrachteten  unendlichen 
Producte  durch  die  im  Vorigen  angedeuteten  Zerfällungen  und  Zusammenziehun- 
gen erhalten,  kann  man  einige  als  Normalformen  ansehen.     £s  soll  ein  Ausdruck 

l\[{i±q"^^)'\i±cf''+i'^'y\i±q""'+ry" . . .] 

eine  Normalform  haben,  wenn  die  unendlichen  Producte 

n(l±r^O»  V\.{l±q"'^^'),  etc. 
keine  gemeinschaftlichen  Factoren  oder  nicht  solche  Factoren  haben,  die  sich  nur 
durch  die  Vorzeichen  der  gleichnamigen  Potenzen  von  q  unterscheiden.  Es  werden 
daher  die  arithmetischen  Reihen,  welche  die  Exponenten  ai-j-ß,  ai-f-ß',  etc. 
bilden,  wenn  man  der  Gröfse  i  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  etc.  in  inf.  giebt,  lauter 
von  einander  verschiedene  Zahlen  enthalten  müssen.  Hierzu  ist  erforderlich, 
dass  keine  zwei  von  den  Zahlen  a,  et',  a",  etc.  relative  Primzahlen  sind,  und,  wenn  f 
den  gröfsten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  a  und  a'  bedeutet,  die  ent- 
sprechenden Zahlen  ß  und  p',  durch  f  dividirt,  nicht  denselben  Rest  lassen. 

Wenn  mehrere  von  den  einfachen  unendlichen  Producten,  deren  Potenzen, 
mit  einander  multiplicirt,  eine  Normalform  bilden ,  in  dieselbe  Potenz  erhoben 
sind,  und  es  möglich  ist,  dieselben  mittelst  der  obigen  Formel  (16.)  in  ein  ein- 
ziges einfaches  unendliches  Product  zusammenzuziehen,  so  wird  durch  diese 
Zusammenziehung  die  Normalform  nicht  aufhören  eine  solche  zu  sein,  zugleich 
aber  eine  einfachere  Gestalt  gewinnen.  Wenn  keine  solche  Zusammenziehung 
einer  Normalform  mehr  stattfinden  kann ,  wird  man  sagen ,  dass  sie  einen  ein- 
fachsten Ausdruck  hat.  In  solchen  einfachsten  Normalformen  sind  die  in  der 
Formelntabelle  enthaltenen  unendlichen  Producte  dargestellt  worden.  Es  kann 
aber  bisweilen  mehrere  einfachste  Normalformen  desselben  unendlichen  Productes 
geben,  und  es   wird  vorkommen   können,  dass  zwei  einfachste  Normalformen 
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auch  dieselbe  Anzahl  Factoren  von  der  Form  U{l±q"''^^y  haben.  So  wird  z.  B. 
das  unendliche  Product 

welches  bereits  eine  Normalform  hat,  in  die  beiden  verschiedenen  Formen 

n[(l  — ^2.+l)(l_^6,+2)(l_^6.+4)-j^  n[(l  — f/'+^)(l— 53^2)(l__^6f+3)] 

zusammengezogen  werden  können,  von  denen  jede  eine  einfachste  Normalform 
ist,  und  aus  derselben  Anzahl  einfacher  unendlicher  Producte  gebildet  wird. 
Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  unendlichen  Producte  der  Formelntabelle 
alle  nur  die  eine  dort  angegebene  einfachste  Normalform  haben. 

Schätzt  man  die  Einfachheit  der  Formen  desselben  unendlichen  Productes 
nach  der  Anzahl  der  Factoren  0(1  + ^"'+'^)' ,  welche  in  einander  multiplicirt  wer- 
den, so  werden  die  einfachsten  Normalformen  gewöhnlich  nicht  die  an  sich  ein- 
fachsten Formen  sein,  welche  das  unendliche  Product  überhaupt  annehmen 
kann.  Solcher  an  sich  einfachster  Formen  wird  es  für  dasselbe  unendliche  Pro- 
duct in  der  Regel  mehrere  geben.  Um  eine  an  sich  einfachste  Form,  welche 
keine  Normalform  ist,  in  eine  Normalform  zu  verwandeln,  sind  Zerfällungen 
nöthig,  durch  welche  die  Anzahl  der  Factoren  U(i±q"''^^f  gewöhnlich  sehr  ver- 
mehrt wird.  Es  treten  zwar  auch  andererseits  wieder  Vereinfachungen  dadurch 
ein,  dass  die  durch  die  Zerfällung  ermittelten  gleichen  Factoren  eine  Potenz 
bilden;  ferner  wenn  je  zwei  l-f-^'^'^^,  1  —  q"'"^^  in  den  einen  1  —  ^2aH-2.«  vereinigt 
und  Producte  0(1-}-^"'+")  0(1  — q^"'+")  fortgeworfen  werden  können;  endlich,  wenn 
man  mittelst  der  oben  aufgestellten  Formel  mehrere  Factoren  11(1  +  ^"^'*)'^,  in 
denen  der  Exponent  r  derselbe  ist ,  in  einen  einzigen  zusammenziehen  kann. 
Aber  die  Anzahl  der  Factoren  11(1  +  ^"'+'^)'  pflegt  hierdurch  nicht  so  verringert 
zu  werden,  dass  dadurch  ihre  durch  die  erforderten  Zerfällungen  entstandene 
Vermehrung  aufgewogen  würde.  Dessenungeachtet  habe  ich  den  unendlichen 
Producten  der  Formelntabelle  die  Normalform  gegeben,  weil  sich  aus  derselben 
durch  die  blofse  Substitution  der  ^ 
unendlichen  Producte  in  der  Form 


durch  die  blofse  Substitution  der  Werthe  von   i  die  wirkliche  Darstellung  der 


{l±q'^y(l±q'^'y\l±q^"y" ..., 

in  welcher  die  Exponenten   a,  a',  a",  etc.    lauter  verschiedene  Werthe  haben, 
ohne  weitere  Reductionen  ergiebt.     Ich  habe  es  nicht  für  nöthig  gehalten,  die 
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hierzu  erforderlichen  Transformationen  näher  auseinanderzusetzen,  da  sich  die- 
selben in  den  einzelnen  Fällen  leicht  ergeben.  Es  wird  genügen,  das  Verfah- 
ren an  einem  Beispiel  zu  erläutern,  wozu  ich  das  unendliche  Product  H.  (3.) 
wählen  will. 

Die  beiden  Doppelsummen,  welche  in  der  Formel  H.  (3.)  einander  gleich 
werden,  wurden  durch  die  Reihenentwickelung  der  vier  elliptischen  unendlichen 
Producte 

n[(i-f{z'*+')(i+^/'+')(i— f/*+')],     n(i— 2^^+^), 

o-efunden  von  denen  das  Product  der  beiden  ersten  gleich  dem  Product  der 
beiden  letzten  ist.     Um  von  diesen  beiden  einander  gleichen  Ausdrücken 

n[(l+r/^+i)(l-hf/'+')(l— 2"+')(l— 2'"+')], 

n[(l  +  ^2,+l)(l_^4<H-4)(l_g6,+3)2^1_g6.M-6)-j 

den  ersten  auf  eine  Normalform  zu  bringen,  zerfällt  man  mittelst  der  Formel  (16.) 
jeden  seiner  drei  ersten  unter  dem  Zeichen  FI  enthaltenen  Factoren  in  zwei,  den 
vierten  in  drei  Factoren.     Hierdurch  erhält  man 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen 

substituirt , 

welches  die  dem  unendlichen  Producte  in  der  Formel  H.  (3.)  gegebene  Normal- 
form ist.  Das  andere  unendliche  Product  entsteht  durch  Multiplication  der  bei- 
den unendlichen  Producte 

n[(i+22H-i)(i_g6»+3f],     n[(i-^^)(i-2^')], 

welche  ursprünglich  keinen  Factor  mit  einander  gemeinschaftlich  haben ,  und 
daher  für  sich  besonders  transformirt  werden  können.     Es  ist 

n[(l— 2*'-^)(l  — 2^'+^)]     =    n[(l— gl2'-H)(l_gl-2.+8)(l_2l2.4-12^2^1_2l2H-6)]. 
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In  dieser  transformirten  Form  erhalten  die  beiden  unendlichen  Producte  den 
Factor  U{l  —  q^-'+^)  gemeinschaftlich;  ihr  Product  wird  daher  den  Factor 
U{l  —  q^^'+^f  haben,  welcher  sich  mit  dem  Factor  11(1  — ^^^^f  12^2  ^^  ^^^  einen 
U{l  —  q^'+^f  vereinigen  läfst.  Nach  dieser  Reduction  giebt  die  Multiplication 
der  beiden  vorstehenden  unendlichen  Producte  wieder  die  obige  Normalform. 
Diese  Normalform  hat  unter  dem  Zeichen  FI  sechs  Factoren  von  der  Form 
{i±q"^^Y,  während  die  beiden  ursprünglich  gegebenen  unendlichen  Producte, 
welche  an  sich  einfachste  sind,  nur  vier  dergleichen  enthielten.  Andere  ein- 
fachste Formen  desselben  unendlichen  Productes  sind 

n[(l  +  2'+')  (1— ?Z8'+2)(1  — g6'-H)  (l_g3H-3)2j 
=    n[(l  +  2''+')  (1  — g2'+2)(l_56,+3)2(^l_^6,+6)] 

=  n  [(l+32'+')(l— e*'4^)(l— ^^'+3)  {l—q<''+^)] . 

Verwandelt  man  q  in  —  q,  so  wird  die  einfachste  Normalform  ein  unendliches 
Product ,  das  ebenfalls  nur  vier  Factoren  der  angegebenen  Art  enthält , 

U[{l—q^'+^){l—q^'+^f{l~q'^'-^)(l—q^^^--i^)-]. 

Aehnliche  Vereinfachungen  erhalten  durch  die  Aenderung  von  ^  in  —  q  mehrere 
in  der  Formelntabelle  enthaltene  unendliche  Producte. 
Wenn  man  in  einer  gegebenen  Normalform' 

U[(l±q"^Py(l±q'^^+l^'y"(l±q''"^ry" . . .] 

die  Werthe  von  i  substituirt,  muss  man  die  einzelnen  Factoren  (1  +  ^")*^  noch  so 
ordnen ,  dass  die  Exponenten  a  der  Gröfse  nach  auf  einander  folgen.  Um  eine 
Normalform  zu  erhalten,  in  welcher  diese  Ordnung  schon  in  dem  allgemeinen 
Ausdruck  selbst  befolgt  ist,  so  dass  es  bloss  der  Substitution  der  Werthe  von  i 
bedarf,  muss  man  dem  unendlichen  Producte  die  Form 

U[il±q^''+Py{l±q^'+Py'(l±q^H-P"y", . .] 

geben ,  in  welcher  der  Coefficient  von  i  in  allen  unter  dem  Zeichen  n  enthal- 
tenen Factoren  derselbe  ist,  und  die  Zahlen  P,  P',  P"^  etc.  der  Gröfse  nach 
geordnet  sind.  Für  den  Coefficienten  von  i  oder  N  kann  man  die  kleinste 
Zahl  nehmen,  welche  durch  alle  Zahlen  a,  a',  a",  etc.  theilbar  ist.     Man  erhält 
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dann  die  gesuchte  Form,  indem  man  jeden  der  einzelnen  Factoren  der  gegebe- 
nen Normalform , 

n(i±r'"+'')»     n(i±r"'+''').     n(i±r"'+^")'  etc. 

N     N     N 
mittelst  der  oben  gearebenen  Formel  (16.)  respective  in  — ,  — r?  -77;  etc.  ähnliche 

unendliche  Producte  zerfällt.  Es  wird  daher  die  Anzahl  aller  gleichen  oder 
verschiedenen  Factoren  11  (1±^^'^^)  durch  die  Formel 

(  T  y'  t"  \ 

V  =  iV  -  +  _  +  —  +  etc. 
(  7.         a  7.  ) 

ausgedrückt.  Durch  diesen  Coefficienten  iV  des  Index  %  und  die  Anzahl  v  der 
einfachen  unendlichen  Producte  Vi{\±(f'-^^) ,  welche  die  gleichen  oder  verschie- 
denen Factoren  des  unendlichen  Productes  bilden,  wird  der  allgemeine  Charakter 
desselben  am  besten  bestimmt.     Für  das  obige  Beispiel  war  die  Normalform 

die  charakteristische  Form  wird 

j.  (l-f-5l2.+7)(l_^12.H-8)(l_gl2.H-9)(i^gl2.+n)(i_^12,+12)2J  ' 

und  man  erhält  aus  ihr  alle  Factoren  (l±^''f  in  der  Ordnung,  wie  die  Zahlen  a 
aufeinander  folgen,  wenn  man  für  i  nach  einander  0,  1,  2,  etc.  setzt. 

Unter  den  verschiedenen  charakteristischen  Formen  desselben  unendlichen 
Productes  ist  diejenige  die  einfachste,  in  welcher  der  Coefficient  N  den  mög- 
lichst kleinsten  Werth  hat.  Man  erkennt  dies  leicht  auf  folgende  Art.  Es  sei 
die  gegebene  charakteristische  Form 

wo,  wie  man  immer  voraussetzen  kann,  in  den  Factoren  jeder  Horizontalreihe 
das  Vorzeichen  ±  dasselbe  sei,  und  in  allen  Horizontalreihen,  in  welchen  dieses 
Vorzeichen  dasselbe  ist,  die  Exponenten  s\  s'\  etc.  von  einander  verschieden 
seien.  Die  Zahlen  P',  Q',  R',  etc.,  P",  Q",  etc.  bedeuten  hier  von  einander 
verschiedene  ganze  positive  Zahlen ,  welche  gröfser  als  0  und  gleich  oder  kleiner 
als  N  sind.  Ist  v(^>  die  Anzahl  der  Zahlen  P^%  Q-'\  R^%  etc.,  und  bedeutet  f 
einen  sämmtlichen  Zahlen  N,  v',  v",  etc.   gemeinschaftlichen  Factor,  so  hat  man 
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Tonden  Zahlen    P^''\  Q^\  R^'%  etc.    diejenigen  auszuwählen,  welche  gleich  oder 

N 
kleiner  als  — -    sind,    und  muss  dann   aus  ihnen  die  übrigen    durch   successive 

Addition  von  -^r,  -y-j-  •  •  ^~f.^ —  erhalten  können.  Trifft  dies  für  jeden  der 
Werthe  des  Index  k  zu ,  so  kann  man  das  unendliche  Product  in  eine  andere 
ähnliche  Form  bringen ,  in  welcher  der  Coefficient  von  i  sich  auf  —  reducirt 
hat.  Wenn  dies  aber  für  keinen  der  allen  Zahlen  iV,  v,  v',  v",  etc.  gemeinschaft- 
lichen Factoren  /"  gleichzeitig  für  alle  Werthe  von  k  gelingt,  so  ist  die  geo-ebene 
charakteristische  Form  die  einfachste.  Solche  einfachste  charakteristische  Form 
giebt  es  immer  nur  eine. 

Ich  will  im  Folgenden  die  einfachsten  charakteristischen  Formen  der  in 
der  Formelntabelle  enthaltenen  unendlichen  Producte,  nach  dem  Werthe  des 
Coefficienten  N  und  der  Anzahl  v  der  gleichen  oder  ungleichen  einfachen  un- 
endlichen Producte  n(l±^^''+^)  geordnet ,  zusammenstellen ,  und  jedesmal  ihren 
doppelten  oder  mehrfachen  Ausdruck  durch  elliptische  unendliche  Producte  der 
oben  angegebenen  Art  hinzufügen.  Ich  habe  gröfserer  Einförmigkeit  halber  in 
allen  Factoren  der  charakteristischen  Formen  den  Potenzen  von  q  dasselbe  Vor- 
zeichen ( —  zu  geben  gesucht,  und  deshalb  in  einigen  unendlichen  Producten  q 
in  — q  geändert.  Nur  bei  zwei  charakteristischen  Formen  der  nachstehenden 
Tabelle  hat  diese  Einförmigkeit  der  Vorzeichen  nicht  erreicht  werden  können. 

=  n(i-'/-'+-)n[a-2-'+f  (1-2-'+')] 

=  0(1— 2^^'+'^)n[(i+?'(-'+^0(i— ö^^''+'0] 

=  n[(i+3^^^'+'0(i— 2^^''+'0]n[(i— g^<''+'^j(i— g^^''+*^)] c.  E. 

=  n(l-2'+\)  11(1-2-'+') 

=  n[(i— 2"+'f  (1— 22'+2)]  n[(i+2"+\)(i-2''+')j 

=    n[(l— 22'+0(l  — ^/'+*)]ri[(l  — $*'+2)2(i_^4,+4)J 

=  n[(l+2^(2.^fi))(i_g4(4.H-4))ji^^l„5^(2i+i)>)(i_^^^^^^^^         B.  D.  A.  (5). 
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=  n(i— 9'+')n[(i-5r''^^)'(i— ^2'+2)] 

=  n[(i+5^'(''+'^)(i— <z^(2^2))]n(i— 3^<^'^) .  F.  (1). 

=    n[(l  — 32,+l)2^1_g2i+2^)JI^(l_g2.+2)3 

=  n[(l  +  r/H-i)(l-g4.4-4)jn(l— g'+i)' •.     .     A.  (8). 

5-        n[(i— 2*'+')(i— g^'+ä)(i— g4'+*)'  ] 
=  n[(l— r/'+i)(l— r/'+*)]n(l  — g4'+*) 

=  n[(i+s^'+2)(i_,^8.4-8)]n(i-r/H-i) i.  (3). 

6.  nf(l— <?*'H-^)(l— g*'+2)(l  — 54'+3)(l_g4.+4)2  j 

=    0(1  — 52.+2)n[(l_g2.4-l)(l_f/.+4)] F.    (2). 

7.        n[(i— 2^+i)(i— g*'+^)(i— <2*'+*)f 

=  0[(i-5-'+f  (i-2''+')]0[(i+^*'+2)(i-3''+^)] A.  (1). 

8.      n[(i— /'+^)'(i— /•+2)(i— 'z*'+=')^(i~?*'^)^] 

=  O(i-(/'+0  O[(i-r''+0(i-/'+')] 

=  0[(i-(z2'+i)'(i-(z2'+2)]n(i-g*'+*) I.  (2). 

9.  0[(1— /'■+')(l— /'■+')'(l— 5*''+')(l— 3''+*)'  ] 

=  0(1-5'+^)  0[(i-/'+^)'(i-r/'+*)] 

=  0[(l  +  5-'+\)(l-22'+2)]0[(l-'Z"''+')'(l-'2''+^)] I.  (1). 

10.  n[(l— f/^+^)(l  — g^'+=^)(l  — '2''+^)(l— g^'+')(l  -  q^'+^f] 

=  n[(i-  g^'+^)(i— g^'+")(i— g^'+^)]  0[(i— </^'+^)(i— fi^^)(i—  3^+^)] 

=  O[(l-g2'+0(l-/'+^)]O[(l  +  r/'+*)(l-5i^'+^'')]       A.  (6). 

iY=6. 

11.  n  [(1—  2«'+l)(l  —  26'+2)(l  —  56«+4)(l_  ^6.+5)(' 1_  g6.+6^2-j 

=  0(1— ö^^^)  0[(i-g«'+^)(i— 26'+5)(i— g^'+ß)] 

=  0(l-2'+')0[(l4-5'"+')(l— '/''•+'')] A.  (3). 
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,2 


==U[{l  +  q^'+')il  +  (f+')il~q''+'m\:{l-q''+')\i-q''+^^^^ H.  (1). 

13.  I]|(l_^6»4-l)2(l_56.4-2)(l_g6»4^)(l_g6.+4)(-l_^6.+5j2^1_26,+^^ 

=  n(l— ^■+')  n  [(1—  q^'+^){l—q^'+^){l—q^'+^)] 

=  n[(i+g«'+^)(i-g^^'+^^)]n[(i-^/'+')'(i-'?^'+^)] • H.  (2). 

N=  12. 

14.      n[(i— 5'2''+M(i— '/'-'■+-^)(i— '/^^•■+')(i— ^^^'■+"xi— ?^^'+^^fJ 

=    n  [Yl_gl2--[-l)(l_^12,+ny^i_gl2,+12-)J  Yl  [(l_2l2.+5)(l_gl2V+7)(l__^12,+12)J 

=  nr(i+g^^'+^xi— '?^^'+-*)]ni(i— '/^'■+*)(i— 2'^'+^)(i~9®'^^^^^^ a.  (7). 

15.  n  I  ( 1  —  gl2'4-3)2 ( 1  _ r/12'H-4)(  1  _ 5V2,-t-6)(  1  _ qi'ü+S)^  1  _ ql2i+0f  ( l _ gl2.-l-12)2  ] 
=    0(1  —  $''+*)  n  [(l_26H-3f(l_26.-f6)] 

=    111(1+ </3/4-l)(l_}_g3,+2^(l_^^3.4-3)|J]f(l_52,+l)(l_^4i+4y| G.    (3). 

16.  ]J[i^i^qi2i+2^^i  —  qi2,:+s^(^l_qV2i+i^(^l_qi2i+6^(^l_qni+8^^^^ 
=   n(l— (z2«+2)  n  \{l  —  q6i+B)(l—q^-2i+l2>ß 

==  ni(i+g*''+^)(i+'/'^'+^)(i— g*''+«)jn[(i— y^'+'xi— 2^'+*^^ H.  (4). 

17.       u\{i~q'-''^-'){i~q''''+')('^-q'-'+^)(^—q''''+'l^ 

=  n  ( 1 — 3*^*)  n  [( 1 — ä^'+* )( 1 — q^'+^i  i — </'''+^)] 

=  n[(iH-3^^^xi— 'z'^*^'')]n[(i— «2'+'Xi— 2*"^')] ^-  (4)- 

18.      n[(i— g^^*+^f(i— g^^^^xi— 2^^'+'xi-3''^'+^Ai— ?'^'"^®^^ 
=  n(i-5''+^)n[(iH-g«'+^)(i+f/"^^xi— ?^*'^^)j 
=  nf(i— 3*'+2f(i— g"+*)]n[(i— g^'+^xi— 3'^'+''^^^^^ G- (2). 

19.  n  [(1  +  (?^^'+^Xl  —  g*^-'-^)(l  —  $^2«-l-4)(  1  -I-  gl2»+5)(l_gl2,4-6)2(l _^ gl2.+7)(l_2l2.-l-8) 

X  ( 1  _  gl2.4-9)(l  _|_  gl2t-|-ll)(  1  _ ^12,+12)2  -j 

=  U{T^—q^'+^)UKl-^(f''^^){l-\-q^'+'-){l—q^'+^)] 

=  n[(i+32^^)(i-3*'-^)]n((i-e^'-^-^)'(i-3«'+«)i H.  (3). 

20.  Yl\{l—q^^m)(i—qi2i+2^(^l_^qm+B^(^l_q\2i+4^(^l_.qi2i+5^(^l_qi2i+^y^l_qi^^^ 

X  ( 1  _  ^12--l-8-)(  1  _|_  ^12.+9)(^  1  _  2l2.4-10)(  1  _ gl2e+l  1)(  1  _^12,4-12)2] 
=    11(1— ö*-*-')riL(l+  g6H-3)2(i_^6.-|-6)  I 

=  n[(i— «''+2f(i~^'+*)]nf(i— g^*'+^Xi+e'^''+'Xi+5^''+^^^ 

X(l_g6.+6)-j G,    (1). 

32* 
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21.  [l[{l—q^>+i){l—q^'+^){l—q^+^){l—q^'+^){l—(r+''f] 

=  0(1— 3*+^)n(i— 3^'+^) 

=  n[(i— ?^'+^xi— 3^'+*)(i— 2^+^)]n[(i— (?^'+^xi— 5"''+'^)(i^        K. 

Aus  der  vorstehenden  Tabelle  sind  die  unendlichen  Producte  A.  (2),  (4) 
fortgelassen  worden,  da  ihre  doppelte  Zerfällung  in  zwei  elliptische  unendliche 
Producte  zufolge  der  oben  gemachten  Anmerkung  in  einer  allgemeinen  Formel 
enthalten  ist. 

Die  Formeln  (l.)  und  (2.)  der  Tabelle  zeigen,  dass  sich  das  unendliche 
Product 

auf  viei'y  das  unendliche  Product 

auf  fünf  verschiedene  Arten  in  zwei  elliptische  unendliche  Producte  der  hier 
betrachteten  Art  zerfallen  läfst,  woraus  folgt,  dass  die  Entwickelung  des  einen 
auf  vier,  des  andern  auf  fünf  verschiedene  Arten  durch  Doppelsummen  von 
der  Form 

dargestellt  werden  kann.  Setzt  man  nämlich  in  der  ersten  Formel  q'\  in  der 
zweiten  q^  für  q,  fio  erhält  man  mittelst  der  Formeln  der  Einleitung: 

=  [I_qi^q8^q20_^f^2s ][l—2q^-\-2q^—2q'^-\-2q'^- ] 

=  [i-q-q:'+q'  +  q' ][i+q-i-q'-^q'+q''  +  --'] 

=  [l+q-q^-q^-q^-q^-^J^...][l-q--q^+q^-\-q''^ J, 

=  [l_22<^+232*  — 22^^+  .  •  ■][l+q'+q''  +  q''  +  q''+-'-] 

=  ['^+q'-^q:'-^q''+q''+---\[^-r-q''+q''+q'' 1 

=  [l_2^_gi8_|.g3G_|_^6o ]  [i_22i2_^  2q^'—  22^*^'  H ] 
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oder  die  folgenden  beiden  Formeln : 

n[(l— 3l2f+6)(l_gl2,+12)2-|    ^    2(^_iy4-/-^9,-.4-18U-+3,-+6A- 

y/ ]^y^6MH-i2u+6Ä-        __  y( j^Uo3"+6*''+'+** 

In  der  ersten  Formel  unterscheiden  sich  die  beiden  letzten  Doppelsummen 
nur  durch  die  unter  dem  Summenzeichen  behndlichen  Vorzeichen  ( — 1)'  und 
( — i)i('^')+^  Es  müssen  sich  daher  alle  Glieder  gegenseitig  aufheben,  für 
welche  diese  beiden  Vorzeichen  von  einander  verschiedene  Werthe  annehmen, 
welches  geschieht,  wenn  der  Exponent  von  q  ungerade  ist.  Hieraus  folgt,  dass, 
wenn  man 

setzt ,  wo  A  und  C  gerade ,  B  und  D  ungerade  Functionen  von  q  bedeuten, 
die  beiden  Gleichungen  stattfinden, 

n(l_^2.+2)2  _  AC—BD,       AD  =  BC. 

Die  Gröfsen  Ay  B,  C,  D  bedeuten  hier  die  unendlichen  Reihen 

B    =    g  — 25_g7_j_^l5_|_g35_g51_^57_|_^77_|_^117 , 

C   =    l  +  26_|_^10_]_g28_|_^36_|_g66_^^78_| , 

deren  allgemeines  Gesetz  durch  die  folgenden  Ausdrücke  gegeben  wird : 

Q  ^  ^q2i{4i+i)^  D  =  ^q{2i-iw-i)^ 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 

AD^BC  =  0 
und 

AC—BD  =  n(l— g2.+2)'^ 

so  erhält  man  nach  einigen  Reductionen  die  Gleichung 

(17')  0    =    Sqi(6i+l)+li2k+l) 2  g(2i-f-l)(3H-2)+*(2*+l) , 

in  deren  beiden  Doppelsummen  für  i  und  k  nur  solche  positive  oder  negative  ganze 
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Zahlen  zu  setzen  sind,  für  welche  i-[-k  ungerade  ist;  ferner  die  Gleichung 

(18.)  ri(l  — g2'+2)-    =    '2g>(&i+\)+k(2Jc+l) ^^(2i+m5i+2]+l,i2k+l)  ^ 

WO  man  in  den  beiden  Doppelsummen  für  i  und  k  nur  solche  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  zu  setzen  hat,  für  welche  i-\-k  gerade  ist.  Diese  letztere  Formel 
gilt  aber  wegen  (17.)  auch,  wenn  man  für  i  und  k  alle  beliebigen  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahlen  annimmt.  Setzt  man  darin  — q  für  q,  so  erhält  man 
(19.)     U{i—q^'+^f  =  ^(—iy+kqA6i+i)+m+i)—'^(^—iy+kq(2i+ms>-h2)+m+})^ 

Die  Formeln  (18.)  und  (19.)  geben  eine  fünfte  und  sechste  Darstellung  der  Ent- 
Wickelung  von   11(1  —  ^^*+^)    durch  Doppelsummen. 

Aehnliche  Betrachtungen  kann  man  in  Bezug  auf  die  dritte  Darstellung 
der  Entwickelung  des  unendlichen  Productes 

n  [(1—  ^12e4^)(l  —  ^12«+ 12')2-j    _   2  (—1)*  q^ii+m-i-i+ik 

anstellen,  in  welcher  nur  solche  Potenzen  von  q  vorkommen  können,  deren 
Exponent  durch  3  theilbar  ist,  so  dass  es  hinreicht,  die  Doppelsumme  nur  auf 
solche  Werthe  von  i  und  k  auszudehnen,  für  welche  i-\-k  durch  3  theilbar  ist, 
und  dieselbe  Doppelsumme  in  den  beiden  Fällen  verschwinden  muss,  wenn  man 
sie  nur  über  solche  Werthe  von  i  und  k  erstreckt,  für  ivelche  i-]-k  durch  3 
dividirt  den  Rest  1   oder  den  Rest  2  läfst. 

Alle  im  Vorhergehenden  gefundenen  Resultate  ergaben  sich  aus  der  einen 
Fundamentalformel 

(l-g2)(l-^*)(l-  r/)  ...  (1-  qs){l-qh%l-q^  . . .  (l_g.,-i)(l_^3^-i)(l__,^5^-i)  . . . 
=    l-g(,  +  ^-^)-f(/%0^  +  ..-2)-f/(..3^O+...    . 

Sie  wurden  als  unmittelbare  Folge  von  Gleichungen  gefunden,  welche  aus  dieser 

Formel  hervorgehen,  wenn  man  in  ihr  für  jzq  und  +z  ganze  positive  Potenzen 

von  q  setzt.     Selbst  die  zum  Beweise  der  Formel  A.  (8)  erforderliche  Gleichung 

[(l-q)(l-q^){l-.q^)(l-q^)...f  =  l-S^  +  Sg«- 7g«+9r/o 

folgt  aus  derselben  Fundamentalformel,  wenn  man  z  =  {l-\~z)q  annimmt,  und, 
nachdem  man  mit  £  dividirt  hat ,  s  =  0  macht ,  wonach  man  nur  noch  q  für  q' 
zu  setzen  hat.  Aber  es  lassen  sich  aus  derselben  Fundamentalformel  noch  einige 
andere  Resultate ,  durch  welche  das  System  der  im  Vorigen  gefundenen  Gleichun- 
gen zwischen  Doppelsummen  vervollständigt  werden  kann ,  ableiten,  wenn  man 
für  q  und  z  Potenzen  von  q  setzt,  welche  mit  gewissen  imaginären  Wurzeln 
der  Einheit  multiplicirt  sind. 
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GLEICHUNGEN  ZWISCHEN  DREI  DOPPELSUMMEN. 

Man  l\ann  der  in  der  Einleitung-  aufgestellten  Fundamentalgleichung  die 
folgenden  Formen  geben : 

(a)  n[(l— 2-'+2)(l+52'+i^)(l-f,/'+J^-i)]  =  y^qi'z', 

(ß)  (^4-^-i)n[(l—g'H-i)(l-f-2'+iÄ'2)(l  +  2'+i^-2)|    =  2#^'>^2.+i^ 

(t)  (^_„.-i)ll[(l_,/+i)(i_r/+i,3'^)(l— 5^+1^-^)]    =  y,{—\yqW'+-)^i+\ 

WO,  wie  immer,  für  den  Index  i  unter  dem  Zeichen  11  die  Werthe  0,  1,  2, . .  .oo 
und  unter  dem  Zeichen  2  die  Werthe  0,  ±1,  ±2,  . .  +oo  zu  nehmen  sind.  Die 
Formel  (ß)  wird  aus  (a)  erhalten,  wenn  man  respective  \lq  und  SJq .  z^  für  q  und  z 
setzt  und  mit  z  dividirt.  Die  Formel  (y)  folgt  aus  a) ,  wenn  man  zSl—\  für  z 
setzt  und  mit  V— 1   dividirt. 

Ich  will  jetzt  in  diesen  allgemeinen  Formeln  für  z  primitive  3*®,  5^®,  8*® 
und  12*®  Wurzeln  der  Einheit  setzen,  und  bei  Aufsuchung  von  unendlichen 
Producten,  welche  sich  auf  doppelte  Art  in  zwei  elliptische  zerfallen  lassen, 
unter  die  Zahl  der  letzteren  auch  diejenigen  aufnehmen,  welche  für  die  angege- 
benen Werthe  von  z  aus  (a)  —  (y)  erhalten  werden.  Die  Gleichungen,  zu  wel- 
chen man  auf  diesem  Wege  gelangt,  werden  sich  von  den  oben  mitgetheilten 
dadurch  unterscheiden ,  dass  sie  nicht  mehr  zwischen  nur  zwei,  sondern  zwischen 
drei  oder  einer  gröfsern  Zahl  Doppelsummen  stattfinden.  Obgleich  einige  dieser 
liesultate  sich  aus  den  früher  gefundenen  zusammensetzen  lassen,  so  habe  ich 
sie  doch  deshalb  für  bemerkenswerth  gehalten,  weil  sie  mehrere  derselben  in 
einer  einzigen  Formel  umfassen ,  zu  welcher  man  durch  dieselbe  Methode  der 
doppelten  Zerfällung  gelangt,  welche  auf  jene  Formeln  geführt  hat.  Es  beruht 
dies  auf  der  Eigenschaft  der  elliptischen  Transcendente  2  q^'z\  dass  sie ,  wenn 
man  für  z  Wurzeln  der  Einheit  setzt,  in  mehrere  Reihen  zerlegt  werden  kann, 
welche  aus  derselben  Transcendente  erhalten  werden,  wenn  man  darin,  wie  in 
den  früheren  Untersuchungen,  für  q  und  z  Potenzen  von  q  setzt.  Ich  werde 
zur  gröfsern  Deutlichkeit  einige  elementare  Eigenschaften  der  3-eckigen  und 
5-eckigen  Zahlen ,  auf  welchen  die  Zerlegungen  der  elliptischen  Transcendente, 
welche  hier  zu  betrachten  sind,  beruhen,  besonders  hervorheben,  und  bei 
dieser  Gelegenheit  einige  allen  Polygonzahlen  gemeinschaftliche  Eigenschaf- 
ten bemerken. 


256       ÜNENDL.  REIHEN,  DEREN  EXPONENTEN  IN  ZWEI  QUADR.  FORMEN  ENTHALTEN  SIND. 

I.    z   gleich  einer  imasinären  Cubikwurzel  der  Einheit. 


b 


Alle  ganzen  Zahlen  von  — oo  bis  -l-oo.  welche  für  den  Index  i  unter  den 
Summenzeichen  zu  setzen  sind,  sind  unter  den  drei  Formen  3i,  — (3i-l-l),  Si-f-l 
enthalten.  Wenn  man  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  der  3-eckigen  Zahlen 
\i{i-\-\)  für  i  die  Formen  3i  und  — (3^-l-l)  setzt,  so  erhält  man  in  beiden 
Fällen  ^{^n-\-i)\  setzt  man  dagegen  3?"-|-l  für  i^  so  verwandelt  sich  ^i(i-j-l) 
in  ^{ii-\-i)-\-\.     Man  hat  daher  den  folgenden  Satz  : 

die  durch  3  theilbaren  3-eckigen  Zahlen  sind  die  3fachen  der  vor-  und 
rückwärts  fortgesetzten  5-eckigen  Zahlen;  die  durch  3  nicht  theilbaren 
3-eckigen  Zahlen  lassen  durch  9  dividirt  den  Rest  1,  und  geben,  wenn  man 
von  ihnen  1  abzieht  und  den  Rest  durch  9  dividirt,  wiederum  die  sämmt- 
liehen  3-eckigen  Zahlen. 
Es  folgt  aus  diesem  Satze  das  CoroUar, 

dass  man  aus  jeder  3-eckigen  Zahl  unendlich  viel  andere  erhält,  wenn  man 
wiederholt  mit  9  multiplicirt  und  1  addirt. 

Da  (3i+l)(32-|-2)  unverändert  bleibt,  wenn  man  — (»  +  1)  für  i  setzt, 
während  sich  gleichzeitig  1i-\-\  in  — [1i-\-\)  verwandelt,  und  man  für  i  unter 
dem  Zeichen  2  auch  i-\-a  oder  — (*  +  «)  setzen  kann,  wo  a  eine  beliebige 
ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet ,  so  hat  man 

N;  ^^(3i;+l)(3i+2)  ^6H-3    =  2  gi(3!+l)(3»+2)  ^-(6.+3)  ^ 

2;  ( l)«^i(3«+])(3.+2)  ^61+3    _    _  ^  (^_l)«^*(3»4-l)(3.+2)^_l6«-f-3)^ 

Man  kann  ferner  für  i  unter  dem  Zeichen  S  nach  einander 

£(mi  +  a),        £i(m»4-ai),         .  .  .     £,„_i(wi -f  a,„_i) 

setzen,  wo  e,  Zy,  ...  £,„_^  entweder  -}-l  oder  — 1  ,  und  ea_,  Si«!,  .  .  .  £^_ia^_i 
alle  verschiedenen  Reste  bedeuten,  welche  durch  J)ivision  mit  der  ganzen  Zahl 
m  erhalten  werden  können.  Man  erhält  daher,  wenn  man  in  (a),  (ß),  (y)  für  i 
unter  dem  Zeichen  S  nacheinander  3«.,  — (3i-|-l),  7>i-\-\  setzt,  und  die  vor- 
stehenden Sätze  benutzt ,  die  folgenden  Formeln : 

(20.)  n[(l-5''+')(14-^/''+'^)(l+7-'+'^'"')]  =  Sr^' 
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(21.)       (.5'  +  ^'-')n[(i-f/+')(l+'?'+i^')(i+g'+'^"')]  =  V2i("4-o^.2,+i 

^    V  ^|(3«+0  (,e6j+l  ^  ^-(6t-l-l))  _J_  1^  ^i(3»+l)(3t-f2)  (^^6f+3  _|_  ^-(6t-+3))  ^ 

(22.)        (£•  — .^-^)n[(l— 3'+0(l— «'■^''^•')(1— 2''+'-^"')]  =  S(— l)'g'.(»+')-J'2'+i 

=    ^  (^_l)^g|(3.^+^•)  (^6^•^-l  _  _^-(6e+l)j  _  V  ( l)'g^(3'+l)(3i+2)  ^6.'+3 

=    llL  (—iyq¥^''+'^  U^'+^ ^-(6«+l))  _  .1.V  ( ly  ghjSt+l)(ii+2)  (-^6^+3 ^-(6.-+3))  ^ 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  die  Gröfsc  z  einer  imaginären  Cubikwurzel  der  Ein- 
heit gleich,  so  erhält  man 

(.3.)  „(i=öl±?!:^  =  s,».>-s,<-..% 

(24.)  n  (^— g"*''Xl+g^'^^)     =  ^gi(^ii+i)--^qU^i+m>+2)^ 

(25.)  n(l— 2^'+')  =  V(_iy5^(3rV+o. 

Die  letzte  dieser  Formeln  giebt ,  wenn  man  q  für  q^  setzt ,  die  E  n  1  e  r  sehe  Ent- 
wickelung  des  Products  0(1  —  ^'+^). 

Man  kann  der  Reihe  ^qU^'+^^(^^+^^  noch  eine  andere  merkwürdige  Form 
geben.  Es  sind  nämlich  alle  Werthe  des  Index  *  in  den  beiden  Formen  2i  und 
—  (2i  +  l)  enthalten,  und  für  beide  geht  die  Gröfse  U{i-\-l)  in  denselben  Aus- 
druck  2ii  -\-  i  über ,  was  dem  Satze  entspricht , 

dafs  die  6-eckigen  Zahlen,  vor-  und  rückwärts  fortgesetzt,  alle  3-eckigeu 

Zahlen  geben*). 
Man  erhält  hieraus 

(26.)  S3^*^'+^^  =  2lq^"+',        2  (— 1)*2^'<'+^>  =  0, 

und  daher 

(27.)  N;2i(3.+iH3.+2)  ^  ^;^g|(»»+o  =  232g^(2.-H-»)  =  2^q(-^'+^^^'^''+^K 
(28.)  2(_l)«g|(3.-+l)(3.'+2)   ^    0. 


*)  Proclus  in  seinem  Commentar  zum  P*''"  Buch  des  Euclides  bemerkt  als  Beispiel,  dass  man 
nicht  alle  mathematischen  Sätze  umkehren  könne,  dass  jede  6-eckige  Zahl  eine  3-eckige,  aber  nicht  jede 
3-eckige  Zahl  eine  6-eckige  ist.  Man  sieht,  dass,  wenn  man  die  Benennung  sechseckige  Zahlen  auch  auf 
diejenigen  Zahlen  2ii  —  i  ausdehnt,  welche  den  negativen  Werthen  von  i  entsprechen,  die  Umkehrung  in 
der  That  erlaubt  ist. 

II.  33 
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Vermöge  der  Gleichung  (2  7.)  kann  man  die  Gleichung  (24.)  auch  so  darstellen: 

Wenn  man  die  unendlichen  Producte  (23.  und  (2  4.  von  ihren  Nennern  befreit, 
und  ihnen  ihre  einfachste  oder  ihre  Normal-  oder  ihre  charakteristische  Form 
giebt,  so  erhält  man  .  " 

(30.)     n-^^=^^^^^pi^-  =  ri[(i-7'+\)(i-«'^'+0(i— 3'^+')] 

=    n[(l  —  g2.+2)(l_^6H-l)-(l  _  r/6«4-3)(l_g6,-f  5)2^ 

=    n[(l  -  g6'4-0'(l  — 26'+2)(l— ^/6'+3)(l_g6.+4)(l_  r^6H-5)2(i_^6H-6)] 

__    2     3(3,Y+,) ^^l(3.-|-l)(3,+2)    ^^    Vg4(3«+.) 222(^'-*-'^<^'+^>  . 

Andere  Darstellungen  dieser  unendlichen  Producte  werde  ich  weiter  unten  geben. 
Von  den  Formeln  (23.),  (24.),  (25.)  ist  die  letzte,  welche  mit  der  Euler- 
schen  übereinkommt,  oben  noch  auf  eine  andere  Art,  welche  von  der  im  Vori- 
gen gebrauchten  wesentlich  verschieden  ist,  aus  der  allgemeinen  Formel  abge- 
leitet worden.  Nach  den  beiden  Methoden  erhält  man  (25.)  aus  der  Formel  (y-), 
indem  man  entweder  für  z  eine  imaginäre  Cubikwurzel  der  Einheit  setzt  und 
mit  V— 3  dividirt,  oder  indem  man  für  q  und  z  respective  q^  und  q^  setzt  und 
mit  —  q^  multiplicirt.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  zu  den  beiden  an- 
dern Formeln  f23.)  und  '24.),  welche  durch  Substitution  einer  imaginären  Cubik- 
wurzel der  Einheit  für  z  erhalten  wurden,  durch  eine  Combination  der  früher 
gefundenen  Formeln  gelangen,  welche  aus  der  Fundamentalformel  dadurch  ab- 
geleitet worden  waren ,  dass  man  für  q  und  z  Potenzen  von  q  gesetzt  hat.  Ich 
will  diese  zweite  Beweisart  hier  mittheilen ,  weil  man  daraus  desto  leichter  er- 
kennen wird,  ob  und  auf  welche  Art  die  aus  den  Formeln  (23.)  und  (24.)  folgen- 
den Gleichungen  zwischen  Doppelsummen  aus  den  früher  gefundenen  erhalten 
werden  können. 
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Von  den  oben  ans  der  Fundamentalformel  abgeleiteten  Formeln  wähle  ich, 
um  die  Formeln  (23.    und  (24.)  dadurch  zu  beweisen,  die  Formeln  IV.  (6.)  und 

IV.  (7.). 

in(i4-.'+i)  =. l Jg^^ 

)  1  y  ^m+3i 

Multiplicirt  man  mit  den  Nennern  der  Brüche,  und  setzt  — q^  für  q,  so  erhält 
man,  nachdem  man  die  zweite  Gleichung  noch  mit  q  multiplicirt. 

Zieht  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kann  der  in  l{{\-\-q^'^^) 
multiplicirte  Factor  in  den  einfacheren  Ausdruck  2( — 1)*^2"+'  zusammengezogen 
werden.     Setzt  man  nämlich  in  (21.)  z  =^  \ ,  so  erhält  man 

(33.)  2g>^*^'^  =  2Sg^*^^'+^^H-22^^^*+^^(^*'+2\ 

oder,  vermöge  (26.)  und  (27.), 

(34.)  2g^"+*'  =  2#'^^^^^4-S2(^^+^^(^'+^>, 

und  hieraus,  wenn  man  — q  für  q  setzt, 

(35.)  2(— l)'g2.Y+.   ^    2(— l)i<'^'^#(3'+^)  — 2(— l)'g(3»+l)(6.+l). 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (32.),  wenn  man 
die  zweite  von  der  ersten  abzieht, 

(36.)  Sg9n_  2  2(3^4-1)'   =    n(l  +  3«'+3).2(— l)'g2^^". 

Substituirt  man  hierin  die  häufig  im  Vorhergehenden  angewandte  Formel 

2(— l)'^^.^-,    ^    n[(l— 22«+l)(l_54.+4)-]^ 

welche  sich  aus  (a.)  ergiebt,  wenn  man  darin  respective  q^  und  —q  für  q  und  s 
setzt,  so  folgt  die  Formel  (29.). 

Die  Formel  (30.)  findet  man  aus  denselben  Gleichungen  (31.)  auf  folgende 
Weise.     Setzt  man  in  denselben  q^  für  q,  so  erhält  man 

•        33* 
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j  2#^3''+^>        =   0(1+5"+')  .  S(— 1)V/«; 

^  '^  i^q(^i+mi+i)  =  n(i+3^'+'^).s(— ly??^^^^^'; 

lind  hieraus,  da 

(38.)     Er''^^^+^^  —  2lq<^^+^^(^'+^^  =  11(1  +  23^+3)  [V  (_i)e39ü  __  ';^(^—iyff<+i)'  —^(^-^ly  qi^i-if-j 

=  n(l+ 2^+^)2  (-!>>/. 

Substituirt  man  hierin  die  ebenfalls  sehr  häufig  im  Vorhergehenden  angewandte 
Formel 

(39.)  2(-l)' r  =  n[{l-q"+'){l-q"+'f^  =  11  ^^^  , 

welche  aus  (a.)  für  z=  — 1    folgt,  so  erhält  man  die  Formel  (30.). 

Für  den  hier  vorliegenden  Zweck.  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen 
von  der  Form 

ZU  finden,  kommt  es  darauf  an,  die  elliptischen  unendlichen  Producte  (29.)  und 
(30.)  mit  solchen  andern  elliptischen  unendlichen  Producten  zu  multipliciren, 
dass  das  unendliche  Product,  welches  man  durch  diese  Multiplication  erhält, 
sich  noch  auf  eine  andere  Art  in  zwei  elliptische  unendliche  Producte  zerföUen 
läfst,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  unendlichen  Producte  (29.)  mw«?  (30.)  als  Brüche 
darzustellen ,  deren  Nenner  ein  elliptisches  unendliches  Product j  und  deren  Zähler  das 
Product  zweier  elliptischen  Producte  ist.  Die  Formeln  III.  führen  mit  Leichtig- 
keit zu  mehreren  solchen  Darstellungen.  Wenn  man  nämlich  die  unendlichen 
Producte  (29.)  und  (30.)  auf  folgende  Art  ausdrückt, 

n[(i— g2H-i)(i_^e+4)j.n(l+2''+3)^ 

so  sind  die  ersten  Factoren  bereits  elliptische  unendliche  Producte,  und  es 
kommt  nur  noch  darauf  an ,  die  zweiten  Factoren 

n(i+26H-3)^     n(i+2'^+') 

als  Brüche  darzustellen,  deren  Zähler  und  Nenner  elliptische  unendliche  Pro- 
ducte sind.    Dies  geschieht  aber  mittelst  der  Formeln  TU.  für  jedes  dieser  beiden 
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unendlichen  Producte  auf  7  verschiedene  Arten.  Man  erhält  für  0(1 -j-^'^'^) 
sieben  solcher  Brüche,  wenn  man  in  III.  — (/  für  q  setzt  und  alle  Brüche  um- 
kehrt, und  eine  gleiche  Anzahl  für  U{l-{-q^'+^),  wenn  man  in  III.  selber  q^  für  q 
substituirt.  Es  ergeben  sich  hiernach  aus  (36.)  und  (38.)  vierzehn  Gleichungen 
zwischen   Doppelsummen.       Bezeichnet    man    nämlidi  jeden   der  7   Brüche    in 


/Vi) 


1\.  mit  --^  •   so  folut  aus  i36.) 
?(5)  ^  ^      ^ 


und  aus  (3  8.) : 

Es  wird  aber  nicht  nöthig  sein,  diese  14  Gleichungen  besonders  aufzu- 
stellen ,  da  sie  keine  wesentlich  neuen  Resultate  geben.  Denn  durch  dasselbe 
Verfahren,  durch  welches  im  Vorhergehenden  die  Formeln  (3  6.)  und  (38.)  aus 
den  Formeln  (32.)  und  (37.)  abgeleitet  worden  sind,  welche  ihrerseits  aus  den 
Formeln  IV.  (6.)  und  IV.  (7.)  folgten,  müssen  sich  auch  die  aus  den  Formeln 
(36.),  (38.)  und  IV.  (1.) — (7.)  folgenden  14  Gleichungen  zwischen  Doppelsum- 
men aus  denjenigen  Formeln  der  obigen  Tabelle  ergeben,  welche  durch  Combi- 
nation  der  Formeln  IV.  [(j.j  und  IV.  (7.)  unter  sich  und  mit  den  übrigen  For- 
meln IV.  (1.) — (5.)  erhalten  worden  sind. 

Man  kann  aber  die  unendlichen  Producte  (29.  und  (30.  noch  auf  andere 
Arten  als  solche  Brüche  darstellen,  deren  Nenner  ein  elliptisches  unendliches 
Product  und  deren  Zähler  das  Product  zweier  elliptischen  unendlichen  Producte 
ist,  und  diese  Darstellungen  werden  zu  Hesultaten  führen,  welche  in  den  Glei- 
chungen der  obigen  Formelntabelle  nicht  enthalten  sind.     Es  ist  nämlich 

(l-,^^^)(l  +  ,eH;3j_  V,._V,(3^./ 

=    n  [(1— r/H-i)(l— (^6^+5)(i_^6H-6)].  n(l— g^'-H) 
~  H^I— r/2^+12)       '~  " 

~  ll[(lH-ö6^+3)(l— r/6^+6Q 

11(1  —  q-'-r-) .  n  (^  1  —  q^'+^ ) 


1 1  [( 1  -|_  r/'+i)(l  4-  56/+5)(  1  _  ,^6/+üyj 
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woraus,  wenn  man  für  die  elliptischen  unendlichen  Producte  ihre  Entwickelun- 
gen  setzt ,  die  folgenden  Gleichungen  erhalten  werden : 

(40.)  n  [(l-52.+l)(l_^4,+4)^l_|_g6.4-3)] 

^  ( 1 ) » q^ii+i .  2  ( 1  )i(*~')  2^(3»»+.)  2  (—  1  )•  qi^^"+'^ .  V q^'*+' 

V  (^__iyqSü+i .  2  (_l)»  g9"+3. 
=   _      _       ^^3^+2;^  ■ 

Es  ist  ferner 

^-|  (1        g'      )(l+g'      )     _    2^(3«+t)__2^i(3»+l)(3.-+2) 

_  n(i— g'+^) . n[(i— g^»+')(i— g6^5)(i— gs-'+s)]  _       n(i— g'+^).n(i— g3'+3) 

woraus 

(41.)  n[(l— 9^0(1— 9'*+0(l— <?''+')] 

=    2 gt(3"+')  _  V  g^(3»+l)(3.+2)    _    2  ^(3.V+,)  _  2  2  g(3e+l)(6f+l) 

_    2(— l)*g^(3"+'>.:^(— iyg3.H-2t    ^    v(_iy^(3.v4-o_2(— l).g5Ö'H-«) 

2(— iyg3(3ü+0  ~  V^|(3..H-i) 

folgt.  Aus  den  Formeln  (40.)  und  (41.)  ergeben  sich  durch  Multiplication  mit 
den  Nennern  die  unten  folgenden  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen.  Da 
in  den  Zählern  der  Brüche  (40.)  der  Factor  2( — 1)'^^"+*^  in  den  Zählern  der 
Brüche  (41.)  der  Factor  S( — 1)'^'^"  nicht  vorkommt,  so  müssen  diese  Gleichun- 
gen von  denen,  welche  auf  die  oben  angegebene  Art  aus  (36.)  und  (38.)  abge- 
leitet werden  können ,  wesentlich  verschieden  werden. 

Der  Zähler  des  letzten  Bruches  in  (40.)  wird  aus  dem  Zähler  des  letzten 
Bruches  in  (41.)  erhalten,  wenn  man  darin  q^  für  q  setzt.  Es  ergeben  sich  daher 
für  denselben  aus  (40.)  und  (41.)  drei  oder,  wenn  man  noch  in  (40.)  — q  für  q 
setzt,  vier  verschiedene  Darstellungen  durch  Doppelsummen,  wobei  man  die- 
jenige nicht  mitrechnet,  welche  aus  der  doppelten  Form  der  in  (41.)  mit  dem 
Minuszeichen  behafteten  Summe  folgt.  Die  hieraus  erhaltenen  Gleichungen 
gehören  zur  Klasse  (3,  3),  die  übrigen  aus  (40.)  und  (41.)  folgenden  zur  Klasse 
(2,  2).  Sie  können  den  zu  diesen  Klassen  gehörigen  Formeln  der  obigen  Tabelle 
angeschlossen  werden ,  obgleich  sie  sich  von  ihnen  dadurch  unterscheiden,  dass 
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sie  jede  eine  Glei(liuiii4  zwischen  drei  Uoppelsummen  geben.  Die  unendlichen 
Producte  in  den  folgenden  Formeln  sind  die  Zähler  der  Ausdrücke ,  welche  die 
Brüche  (40.)  und  (41.)  ergaben;  nur  sind  diese  Producte,  wie  in  der  obigen 
Formelntabelle,   durch  ihre  Normalformen  ausgedrückt. 

XI. 

B.  (2,  2). 

y^( lyc  q^ii+X'äkk-^tSk ^/ J^  UY,(3»+l)ä+18A:t+6*    __    y  / ^  \i+/i  ^3«4-6*i+2i-f 2* 

4.  1 1 1  ( 1  —</«'•+ 1 )( 1  _^  (^6/+3)(  1  _  ^6/+5)(  1  „  ^^6,+6y^  ( 1  _  ^12.+4)('  1  _  g  12/+8^-] 

=:    V  ^ l)i(*ft+*)  ^9/.+i(3Ai+/0 2  ( l)i(**+*)  cfi+W+imh+k)    _    ^^ •^^,•+_l(W_A)  ^3«+f  *Ä+i+^* 

=    V(^ — j-jk^^f  3M+0+3(3Äfc+*) 2S(— l)*g(3i+l)(6i4-l)-f3(3it+Ä)  __    ^  / j^\H-*o|jV+3*i+».4-2Ä  _ 

C.  (3,  3). 

2.                 il[(l  — g6H-2)(l_g6.-f4)^|_^6,H-6)2j 
y  ^9M-f-3A;Ä+2Ä V  ^(3!+l)24-3ii4-2* 

V  ( iy+/r^9«+3U-i-2Ä    I     ^  / 1)«+*  o^3'+l)'+3W>4-2* 

__  y  ^3(3«-|-0+3U+t V^,(3t-(-l)(3/+2)+3*/;+7.- 

y  ^3(3M+»)+3fcÄ+A- 2  y  (72(32+l)l6»-j-l)+3A7;+A-    __    V  / 1  )»4-*  qiii^'ikk+i-\-Zk  _ 

Man  kann  dmcli  Combination  der  Formeln  (36.)  und  (38.)  noch  eine  Glei- 
chung zwischen  fünf  Doppelsummen  ableiten.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
Formeln  (36.)  und  (3  8.)  mit  einander,  nachdem  man  in  der  ersten  — q  für  q 
gesetzt  hat,  und  bemerkt,  dass 

{\{l  +  if'+-')\\{\-q"+')  =    1, 
so  erhält  man 

(42.)     V(_i)yH-2**+*  =  [S(— l)'r/"  +  ^(— l)'5^'^'+i)'][^gl'(3H-i)_2^^(3'+i)(6^-i)j. 

Diese  Formel  läfst  sich  aber  auf  die  Gleichung  B.  (2.)  zurückführen.  Setzt  man 
nämlich  für  S( — ijq",  2^^"+'  die  äquivalenten,  bloss  durch  andere  Gruppirung 
der  Glirrl'^r  unterschiedenen  Ausdrücke 
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von  denen  der  erstere  aus  i20.)  für  z  == — 1  iblgt,  und  der  zweite  durch 
die  Formel  (34.  gegeben  wird,  so  wird  die  Doppelsumme  links  vom  Gleich- 
heitszeichen 

[5;  (^  —  IJffi  —  22  (— iy'2^3»-{-l)»-j[-2  qii&+^)  -[-  V^^(3.-fl)(6^+l)J  ^ 

und  es  kommt  daher  die  Gleichung  (42.)  auf  die  folgende  zurück : 

2  /• 1  y  fßi-\-\ )^+|A-(3l+l)    __    2  ( 1  )'■  29«-f-(3fc+l)(6J+l)  ^ 

welche  aus  B.  (2.)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  q^  für  q  setzt  und  mit  q 
multiplicirt. 

IL     z  gleich  einer  imaginären  5ten  Wurzel  der  Einheit. 

Ich  will  jetzt  in  der  Formel  (ß.)  für  z  nach  einander  zwei  imaginäre  nicht 
reciproke  bte  Wurzeln  der  Einheit  setzen,  und  die  daraus  hervorgehenden  Glei- 
chungen mit  einander  multipliciren.     Wenn  man  in  der  Gleichung  (ß.), 

(^_^-i)n[(l— r/+i)(i_r/+i^2)(i__^+i^-2)-]  =  2  (—ly  #('+'>  ^2^S 

für  den  Index  i  unter  dem  Summenzeichen  nach  einander  bi,  — (bi-\-l),  ferner 
—  (5i-j-.2),  5i  +  l,  endlich  5i-f-2  setzt,  wodurch  alle  Werthe  von  i  erschöpft 
werden,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in  die  folgende:] 

(43.)  (^  —  ^-^  n[(l—  q''+'){l—q'+'z^){l—q'+'  ^-'^)] 

==    2  (— 1  )'gl'(''+l)(^10'+l  —  ;5-(10'+l))  +  2  (—1)'' ^(5^1K5:+2)  (^-(10;+3)  _ ^10.-+3) 

-|-  2  ( 1  )'■  ^A(5.+2)(5j4-3)  _2,10.-+5  , 

Setzt  man  — i  —  1  für  i,  so  erleidet  die  letzte  Summe  keine  weitere  Aenderung, 
als  dass  die  Gröfse  ( — ly^jiO'+ö  ^nter  dem  Summenzeichen  in  — ( — i  )«;5-(io«4-5) 
übergeht;  man  kann  daher  für  diese  Summe  auch 

setzen ,  woraus  man  sieht ,  dass  dieselbe  verschwindet ,  wenn  z  einer  beliebigen 
gten  ^^j.2el  der  Einheit  gleich  wird.  Bedeutet  daher  a  eine  imaginäre  5^^ 
Wurzel  der  Einheit,  und  setzt  man  in  (43.) 

^  =  a, 
so  erhält  man  nach  Division  mit  a  —  a~^ , 

(44.)  U[i\—q'+')il—q'+'^'")il—q'-^' ^--)]  =  S(-l)'#'^''+')  +  (^  +  ^-')l{—iyq^^^'+'^^^'^^- 
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Setzt  man  hierin  a"~  für  o ,  so  ergiebt  sich : 

n  [(1—  '/''+^)(l—  3'+^  a)(l  — r^'+i  --')]  =  I  (_1)'5§'(5.+1)  ^  (32  _j_  3-2^  2  (—1  )'Vy^(5/-MK5.-i-2)  _ 

Multiplicirt  man  beide  Formehi  mit  einander,  und  bemerkt,  dass  sowohl  die 
»Summe  als  das  Product  von  a  +  a~'   und  a-  -j-  g~-  gleich  —  1   ist ,  so  findet  man 

(45.)    •  n[(l  — S'+')(l— r/'^-s)]  =  V(_i),-^^(3«4-o^(_iy^(3,v+o 

oder  die  zur  Klasse    1,  5;  gehörige  Gleichung  : 

(46.)                                n[(l  — S^"+^)(l  — <Z^'+^)]    =    V(_l)/+/.^i(3«+15W+,+5Ä) 
=    ^  (— !)'■+'■■  g|'(5'+3)+?t(5;t+l)_  V(^ l\j+A-g|/(5/+l)+»(ÖA4-l)(5A+2) V  (—1)'+'^  ^^(5,-i-l)(5/-l-2)+^(5A+l):>/.--|-2)  _ 

In  der  ersten  der  drei  Summen  rechts  vom  Gleichheitszeichen  sind  die  Exponen- 
ten von  q  durch  5  theilbar,  in  den  beiden  andern  lassen  dieselben,  durch  5 
dividirt,  respective  die  Reste  1  und  2.  Wenn  man  daher  auch  die  Doppelsumnie 
links  vom  Gleichheitszeichen  in  drei  andere  theilt,  je  nachdem  die  Exponenten 
von  q  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Werthe  von  4-^(3» -f-l^,  durch  5  dividirt,  die 
Reste  0.  1,  2  lassen,  so  zerfällt  die  Gleichung  (46.)  in  drei  Gleichungen,  von 
denen  jede  zwischen  Doppelsummen  statthat,  in  denen  die  Exponenten  von  q, 
durch  5  dividirt,  dieselben  Reste  lassen.  Je  nachdem  i  die  Werthe  5/'  und 
—  (51-1-2;;  — (5*H-l);  5«-j-l  und  5^■-^-2  annimmt,  erhält  die  Zahl  p{di-\-l) 
die  ihren  drei  Resten  0,  1,  2   entsprechenden  Formen, 

ö.«(i5^_^l)     und     ö^3^■+l)(5^•-h2);    ^i(3i+l)4-l; 
ti(15i4-7)+2      und     |(3i+2)(5i4-l)  +  2. 

Es  werden  daher  die  sich  je  nach  diesen  drei  Fällen  aus  (46.)  ergebenden 
Gleichungen,  wenn  man  im  zweiten  und  dritten  Falle  respective  mit  q  und  q^ 
dividirt,  und  hierauf  überall  q  für  q^  setzt,  die  nachstehenden.  Die  den  Dop- 
pelsummen gleichen  unendlichen  Producte,  welche  ich  beigefügt  habe,  ergeben 
sich  leicht  aus  dem  Fundamentaltheorem. 

11.  34 
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XII. 

=    '^(^—ly+k^q^il-m+Skk-i-i+k)  _j_  ^|[(3j+1)(5.+2)+3M+/.J-]    _    V  (^—ly+k ^ß{w+m+i+k) 


n2 


3-  n  [{l~q^-^^){l—q^'+%l-'(f+^)J 

Die  erste  dieser  Formeln  ist  dieselbe ,  wie  die  oben  in  der  Formelntabelle  aufge- 
stellte ,  welche  dort  durch  eine  ganz  verschiedene  Methode  gefunden  worden  ist. 
Die  Formel  XII.  (l.)  ergab  sich  im  Vorhergehenden  aus  46.)  durch  die 
Bemerkung,  dass,  wenn  man  dem  i  den  Werth  — [bi-\-l)  giebt,  die  5-cckigen 
Zahlen  ^i{di-\-l)  die  Form  ^i['Si-\-l)-{-l   erhalten.     Dies  giebt  den  Satz : 

Wenn  man  von  den  5-eckigen  Zahlen,  welche,  durch  5  dividirt,  1  übrig  las- 
sen ,  1  abzieht ,  so  geht  der  Rest  nicht  bloss  durch  5 ,  sondern  auch  durch 
25  auf,  und  man  erhält  nach  Division  mit  25  wieder  5-eckige  Zahlen. 

Werden  die  unter  der  Form  y{^ü  —  i)  enthaltenen  Zahlen  in  2  Klassen  getheilt, 
je  nachdem  i  positive  oder  negative  Werthe  annimmt  (von  denen  die  erste  Klasse 
die  eigentlichen  5-eckigen  Zahlen  umfafst,  deren  Name  aber,  wie  im  Vorherge- 
henden ,  auch  auf  die  andere  Klasse  ausgedehnt  zu  werden  pflegt) :  so  kann  man 
den  vorstehenden  Satz  näher  so  bestimmen ,  dass,  wenn  man  von  jeder  von  beiden 
Klassen  h-eckiger  Zahlen  diejenigen  nimmt,  ivelche,  durch  5  dividirt,  1  übrig  lassen, 
von  denselben  1  abzieht  und  den  Rest  durch  2  5  dividirt,  die  sämmtlichen  o-eckigen 
Zahlen  der  andern  Klasse  erhalten  werden. 

Der  vorstehende  Satz  ist  dem  oben  für  die  3-eckigen  Zahlen  bemerkten 
analog.  In  beiden  Fällen  werden  diejenigen  3-  und  5-eckigen  Zahlen  betrachtet, 
welche  um  1  vermindert  respective  durch  3  und  5  aufgehen;  zieht  man  von 
ihnen  1  ab ,  so  lassen  sich  die  Reste  respective  durch  3^  und  5~  theilen.  Es 
werden  ferner  nach  geschehener  Division  respective  die  sämmtlichen  3-  und 
5-eckigen  Zahlen  erhalten.  Wenn  man  das  umgekehrte  Verfahren  anwendet,  und 
aus  3-  und  5-eckigen  Zahlen  durch  Multiplication  mit  9  und  2  5  und  Addition 
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der  Einheit  immer  andere  3-  und  5 -eckige  Zahlen  ableitet ,  so  erhält  man  den 
Satz ,  dasSy  ivnui  A  eine  beliebige  3-  oder  '^y-eckige  Zahl  ist,  auch 

l  (9"— 1)  +  9"J  ,       /,-  (25r  —1)  -f-  2h" A 

respective  '.\  -  und  7)-eckig€  Zahlen  werden,  von  denen  die  letzteren  zu  derselben  oder 
einer  andern  Klasse  ivie  A  gehören,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Der  Satz,  dass  die  3-  und  5-eckigen  Zahlen  von  der  Form  'Si-{-\,  hi-\-\ 
immer  auch  die  Form  'i~i-{-\.,  ^'i-\-\  haben,  läfst  sich  durch  folgende  Betrach- 
tungen auf  alle  vieleckigen  Zahlen  ausdehnen. 

Es  sei  M  eine  wi-eckigc  Zahl,  welche,  durcli  m  dividirt,  den  Rest  1  läfst. 
Ist  M  die  n^^  ???-eckige  Zahl 

M  =  -ii?[(m  — 2)(n— 1)-}-2], 
so  wird 

i¥— 1  =  !-(«— l)[(m  — 2)w  +  2] 
=  m  ■  }fn{n — 1)  —  (n — 1)^. 

Aus  dieser  Formel  folgt,  dass,  weil  M — J  durch  tn  theilbar  ist,  auch  {n  —  1 ;' 
durcli  7n  theilbar  sein  muss.     Es  sei 

m  =  a-&; 

wo  a^  das  gröfste  Quadrat  bedeutet,  durcli  welches  m  theilbar  ist,  und  also  b 
durch  keine  Quadratzahl  theilbar  sein  darf.  Es  muss  dann  [n  —  1)^,  welches 
durcli  a'b  =  m  theilbar  ist.  auch  durch  d^b' =  mb  und  daher  w  —  1  durch  ab 
theilbar  sein.     Es  werden  daher  nur  diejenigen  m-eckige?i  Zahlen,  durch  m  =  a'b 

dividirt,   den  Best  1    lassen,  deren  Seite   in  .  durch  ab  =         dividirt,  den  Rest   1 

a 

läfst.     Es  sei 

11  — 1  =  abc^ 
so  wird 

31 — 1  =  hn.a'-^b'^c  —  a^b^c~  =  a^b'^e\ln.a  —  c]. 

Es  sei  zuerst  m  ungerade,  so  werden  a  und  b  ungerade,  und,  wegen  ?i  —  1  =  abc, 
von  den  beiden  Zahlen  ?i  und  c  immer  die  eine  gerade.  Es  wird  also  c[^na — c) 
eine  ganze  Zahl,  und  daher  M — 1  durch  a^b^  theilbar.  Es  sei  zweitens  7n  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  wird  a  ungerade  und  b  ebenfalls  das  Doppelte 
einer  ungeraden  Zahl;  es  wird  daher  auch  n  ungerade,  und  c[Yna  —  c)  für  ein 
ungerades  c  nicht  mehr  eine  ganze  Zahl  werden.     In  diesem  Falle  wird  also 

34* 
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M — 1  nur  durch  4a' 6^  theilbar.  Wenn  drittens  m  das  Vier-  oder  Achtfache 
einer  ungeraden  Zahl  ist,  wird  a  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl;  es  wird 
daher  sowohl  n  als  \a  ungerade,  und  c[^na  —  c)  für  jedes  c  nicht  bloss  eine 
ganze  Zahl,  sondern  auch  immer  gerade,  und  also  M  —  1  durch  2a^6^  theilbar. 
Wenn  viertens  m  durch  IG  theilbar  ist,  so  wird  a  durch  4  theilbar,  c\-\na  —  c] 
eine  ganze  Zahl,  und  M — 1  durch  a^h~  theilbar.  Man  erhält  daher,  wenn 
man  Q  für  a^h^  setzt,  den  Satz:  Wenn  M  eine  m-eckige  Zahl  ist ,  welche,  durch 
m  dividirt,  den  Rest  I  lä/st,  und  Q  das  kleinste  durch  m  theilbare  Quadrat  bedeu- 
tet, so  wird  M — J ,  ivenn  m  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist,  durch  -^Q,  in 
allen  andern  Fällen  durch  Q,  und  wenn  m  das  Vier-  oder  Acht  fache  einer  ungera- 
den Zahl  ist,  immer  auch  durch  2Q  theilbar.  Wenn  a=  1,  hat  man  b  =  m, 
Q  =  m~,  und  daher  den  Satz  : 

Wenn  m  eine  durch  kein  Quadrat  theilbare  ungerade  Zahl  ist ,  und  M  eine 
m-eckige  Zahl,  welche,  durch  m  dividirt,  denkest   1   läfst,  so  wird  M  —  1 
auch  durch  m~  theilbar  sein. 
Die  für  M  und  M  —  1   angegebenen  Werthe  zeigen ,  dass  immer  gleich- 
zeitig 'iM  durch  n  und  2(M  —  1)  durch  n  —  1  theilbar  ist.     Wenn  also  M  nicht 
bloss  die  zweite  M-eckige,  sondern  noch  aufserdem  eine  vieleckige  Zahl  ist,  so 
haben  die  beiden  Zahlen  231  und  2{M  —  l)  aufser  den  Factoren  2  und   1   noch 
andere  Factoren,  welche  nur  um   1   verschieden  sind.     Diese  Eigenschaft  kann 
als  Definition  einer  vieleckigen  Zahl  gebraucht  werden.      Man  beweist  nämlich 
sehr  leicht  den  umgekehrten  Satz : 

Jede  Zahl  M  ist  so  oft  eine  vieleckige  Zahl,  als  2M  einen  Factor  hat, 
welcher  von  einem  Factor  der  Zahl  2(M — 1)  nur  um  1  verschieden  ist; 
wenn  von  den  beiden  um  1  verschiedenen  Factoren  der  Zahlen  2M  und 
2'M — 1 ;  der  Factor  von  2M  der  gröfsere  ist,  so  ist  M  eine  eigentliche  viel- 
eckige Zahl  und  dieser  Factor  ihre  Seite,  und  wenn  man 

2M  =  ff,        2{M-l)  =  cjg',        f  =  g-^l 

hat,  so  wird  g' — f'-\-2   die  der  Seite  f  entsprechende  Eckenzahl  von  M. 
Mit  der  Aufgabe,  zu  bestimmen,  wie  oft  und  auf  welche  Art  eine  gegebene 
Zahl  eine  vieleckige  sein  kann,  schliesst  das  grofse  Werk  des  Diophantus;  doch 
ist  ihre  Lösung  in  den  auf  uns  gekommenen  Handschriften  abgebrochen,  viel- 
leicht vom  Verfasser  selbst  unvollendet  selassen. 
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III.     z  gleich  einer  primitiven  S*''"  oder  IG*''"  Wurzel  der  Einheit. 

Bezeichnet  p  eine  primitive   16*®,  o  =  p'    eine  primitive   8*®  Wurzel  der 
Einheit,   so  wollen  wir  jetzt  in  den  Gleichungen 

in  der  ersten  nach  einander  r  =  a,  s= — a,  in  der  zweiten  nach  einander 
2;  =:  p,  z  =  ^^  setzen,  und  die  beiden  jedesmal  erhaltenen  Formeln  mit  einander 
niultipliciren. 

Man  kann  den  rechts  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Reihen  die  fol- 
a;ende  Form  i^eben: 

(47.)       I  (fs'  =  S  q^^"  ^*'  +  2  g^4'+i''  (0*''+i  +  .e'-(«+i>)  +  i  >]  5^4'+2V'  (-4,^-2  _j_  ^-(4,h-2)-)  ^ 

(48.)       ^  q¥''+'^  ,e2i+i  =  ^1  q¥'''+''\z^'+^  -j-  ^'-(S'+i))  =  v^2,(4.4-i)(^_j,8z+i  _|_  ^-(8.4-1)) 

_|_  2  ^(2^-f-l)(4«-fl)  (^^8«+3  _|_  ^,-(8^-3))  . 

Die  beiden  Summen  rechts  vom  zweiten  Gleichheitszeichen  in  der  Formel  (48.) 
werden  aus  der  Summe  2  ^^(''+''^  21^'+^  erhalten,  wenn  man  dem  Index  i  rcspective 
die  Formen  4i  und  — (4f  +  l),   4^-1-1   und  — Ui-\- 2'  giebt. 
Da 

0^+0-3    =    (o  +  p-l)[r.^' +0-2-1]    =    (0  4-r^)(\/2-l), 

so  folgt  aus  47.)  für  z  =  q  und  aus  (4  8.)  für  2  =  p,  wenn  man  letztere  Glei- 
chung mit  p4-p~^  dividirt, 

(49.)  n[(l— g2'+2)(l  +  g-''+^3)(14-22'+ia-i)]  =  SaV/" 

=  V(— l)'V/6»4-\/2  2(— l)'^('''+if 

,       .  .  o2/+i    1    o-(2*-fl) 

(50.)  ll[(i_r/+i)(l-j-,/+i,)(l+,/+i3-i)]  =  12-' ±^i    --q^U'+O 

P"rP 

=  2(— l)'g2'(4«+')  +  (v'2-l)2(-l)'-<z(2^+i)(^'+^>. 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  p''  für  p  und  also  —  a  für  a ,  so  ändert  sich  in 
den  Ausdrücken  rechts  bloss  das  Zeichen  von  V^2.  Man  erhält  daher  durch  Mul- 
tiplication  je  zweier  durch  diese  Aenderung  aus  einander  abgeleiteten  Formeln: 
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(51.)  n[(i-r/'+f  (i+^S'+i)] 

=  [;^(_iy2i6.vj2_  2[V(_iy^(4/+ij^j2 

_.  VC i)i+*- qMi{ü+m 2^2 v( i y-i-''- qie(n+m+S[,i+k) 

(52.)  n[(i-9'+^f(i+'/'+^)] 

=    [2(— 1)*' 3^''^^'+^^]'  —  2  2 (—1  )'■{?-' ^^'^^^  .  V(_iyg(2'+1)(4/+1)  _  |-VC_l).V^(2/+l)(4/+l)j2 

Jedes  der  beiden  unendlichen  Producte  kann  man  in  zwei  elliptische  unendliche 
Producte  zerfallen,  und  erhält  auf  diese  Weise  für  die  vorstehenden  Ausdrücke 
noch  andere  Darstellungen  durch  Doppelsummen.     Man  hat  nämlich : 

(53.)  n[(i-22'+2)'(i+'/^'+0]  =  ri[(i-^/+f  (i-9^'+*)].n[(i-r/'4-s)(i_gi6.+8)-| 

=    V(_l)V/2".V(-_iyg8,V    =    [Vg8/,_2V^2(4,-+l)^JV(_iy^8,V 

=  2(— !)'■  ff('''+'''''^  —  2(?2  v^ iyg8ii,+im+w: 

(54.)  ii[(i_2'-4-i)^(i4-./'+4)]  =  n[(i-r'+i)'(i-r/2'+2)].n[(i-./'+2xi-./'+8^ 

=    2(— l)V/.V(_iy22f(2<-+l)    =    [Vg4//_2V^(«+iP]V(__l)V^4n+2.- 
=    V(^ l),-^4(''+W.)+2' 2q^{ l)'24(,>-{-4«-)+2»-i-St  _ 

Wenn  man  die  Formeln  (.51.)  und  (53.)  mit  einander  vergleicht,  und  die 
Reihen .  in  denen  die  Exponenten  von  q  die  Form  8*  und  in  denen  sie  die  Form 
8«  -{-  2  haben .  besonders  gleich  setzt ;  ferner  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen 
q  für  q^  setzt ,  nachdem  man  die  zweite  derselben  zuvor  mit  q^  dividirt  hat,  so 
kommt  man  auf  die  bereits  früher  gefundenen  Gleichungen  A.  (4.)  und  A.  (l.) 
der  Formelntabelle. 

Ebenso  zerfällt  die  durch  Vergleichung  von  (52.)  und  (54.)  erhaltene  Glei- 
chung in  zwei  Gleichungen ,  wenn  man  die  Reihen ,  in  denen  die  Exponenten 
von  q  gerade  und  in  denen  sie  ungerade  sind,  besonders  einander  gleich  setzt. 
Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  durch  q  dividirt ,  und  hierauf  q  für  q^ 
setzt,  so  ergiebt  sich  die  Formel  A.  (6.).  Wenn  man  dagegen  in  der  ersten  von 
diesen  Gleichungen  q  für  —  q^  setzt ,  so  erhält  man  eine  neue  Formel : 

(55.)  2  2*(«+''*)+'+^  +  S  g4(a*+-A-*)+3(t+Ä)+l    _    2  q2i.H-{-M)+k  _ 

Man  wird  aber  weiter  unten  sehen,  dass  diese  Gleichung  in  einer  allgemeineren 
enthalten  ist,  welche  unmittelbar  aus  der  Fundamentalformel  fliefst. 
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IV.     z  gieicli  einer  primitiven  24'*''"  Wurzel  der  Einheit. 

Setzt  man  in  \1\.,  unter  den  Zeichen   ^    für    i    nach  einander    2«    und 

—  '2i-\-\  ,   so  erhält  man 

(56.)  (^•  +  ^-^)n[(l— 2'+')(l+9'+'^')(l+3'+''5---)]  =  X2^'C+^>^'2'+^ 

V  o^n3.4-n  (^'öi-i-l    1    _j.-(6t-t-l)-)    1    V]  g^.(3i+l)(3i+2)  ^61+3 

_    ^  2.3.(6.+l)(^12.+l  _j_  ^-(12.+1))  _|_  V  ^^(3.+l)(6.+3)  (^^.12.+5  _|_  ^-(Ui+ü)")  _|_  V  2(3^4-l)(6i-|-l)(5'12«+3_j_^-(12.+.3)). 

Es  bedeute  jetzt  p  eine  primitive  24®^^  Wurzel  der  Einheit,  welche  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  für  z  gesetzt  werden  soll.     Da 

pi^'-  =  (-!)•,     r/^4-p->  =  0,     p^-f  p-*  =  1,  ^  P^+p-^  =  Vi", 

p3+p-3    =    (,_|_o-%r^ +0-2-1)    =    (p  +  p~^)(V/3-l), 

p5+p-'    =    (o  +  p--l)(p4-f  p-^  — p2_p-2  +  l)    =    (p  +  o-l)(2  — Vä), 

SO  folgt  aus  (5(5. i  für  r  =  p  und  nach  Division  mit  p-|-p~': 

(57.)  n[(l-ö'+^)(l+S'+^P^)(l+5'+^p-')] 

=  V(_l)V/.(6,+i)  -f-  (2  —  V'S")  2(— l)''ä(3''+i)(ö'+2)  +  (V^"-  1)  2(— 1)'2^^''+^^^^'+*^  • 

Setzt  man  p^  für  p ,  so  geht  \/3  und  p^  in  —  V^  und  —  p^  über.     Man  erhält 
daher  aus  (57.)  eine  zweite  Formel,  wenn  man  darin  gleichzeitig    p^  und  V3    in 

—  p^    und    — V3    verwandelt.     Durch   Multiplication  beider  Formeln  ergiebt 
sich,  da 

die  folgende : 

\^^')  A^  l_|_g2t+2 

=  [;^(_l).-g3>(6.+i) ^  (2  —  v/3  )  2 (— ly 5(3e4-i)(6,+3)  _|_  (_i_|_  ^3 ) 2(— l)'gf(3^i)(6H-i)] 

.  [ 2(_l).g3,(6,+l)  -f  (2  +  \/3  )  S  (— l)'"2(3'+l)(6«-|-3)  -f  (—1—  \/3  )  2(— 1)'2(3H-1)(6.-+1)] . 

Andererseits  folgt  aus  (56.:,  wenn  man  für  z  eine   imaginäre  Cubikwurzel  der 
Einheit  und  dann  (f  für  q  setzt, 

n   (^ — g^'+^)(l-j-g^'+^)     v^3i(3t+l) y,.(3.+lK3.+2) 

_  V^3.(3.+l) 222^^'+*^^^'+^^  • 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 


SO  erhält  man  das  unendliche  Product  (58.)  noch  auf  eine  andere  Art  als  Troduct 
zweier  Reihen  ausgedrückt : 

Wenn  man  in  (58.)  und  (59.)  die  angedeutete  Multiplication  ausführt,  indem 
man  das  Product  zweier  Summen  immer  durch  eine  Doppelsumme  ersetzt,  so 
giebt  die  Vergleichung  dieser  beiden  Formeln  eine  Gleichung  zwischen  zehn 
Doppelsummen.  Diese  Gleichung  zerfällt  in  drei  einfachere,  wenn  man  die 
Doppelsummen  besonders  einander  gleich  setzt .  in  welchen  die  Exponenten  a  on 
q  respective  die  Formen  3i,  3«-|-l  und  3^-|-2  haben.  Wenn  man  in  diesen 
Gleichungen  — q  für  q^  setzt,  nachdem  man  respective  die  zweite  und  dritte 
Gleichung  durch  q  und  q^  dividirt  hat ,  so  kommt  die  dritte  auf  die  Gleichung 
A.  (J.)  zurück,  und  es  werden  die  beiden  andern  Gleichungen: 

Je  naclidem  die  Zahl  i  gerade  =  1i  oder  ungerade  =  — ^2i-f-l)  ist,  verwan- 
delt sich  ■^[^ii-\-i)  in  ^ii-\-i  oder  in  (2i-j-l)(3«+l)  =  6**  +  5*H-i-  Hieraus 
folgt,  dass  man  in  (60.)  die  beiden  Doppelsummen  links  vom  Gleichheitszeichen 
in  die  eine 

(60*.)  ^^^ßii+i)+m-\-u  =  ^g3(ü+kk)+,+2k 

zusammenziehen  kann.  Zufolge  A.  (7.)  werden  in  (61.)  die  zweiten  Doppelsum- 
men auf  den  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  einander  gleich.  Die  Glei- 
chung (61.)  wird  dadurch  auf  die  folgende  reducirt': 

(62.)  '^q6{ii+kk)+i^k  _^'^ge(n+kk)+5(i+k)+2   =    -^gSn+dkk+i^ 

Wir  werden  im  Folgenden  sehen,  dass  auch  die  Gleichungen  (60*.)  und  (62.)  in 
alls^emeineren  Formeln  enthalten  sind. 
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Allgemeinere  zur  Klasse  (1,1)  gehörige   Gleichungen  zwi.sclieu 

Doppelsummen. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  wie  man  unmittelbar  aus  den  Fundamentalformeln 
drei  allgemeine  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen  ableiten  kann ,  in  welchen 
die  Gröfsen  q  und  Zy  welche  sie  enthalten,  beide  beliebig  bleiben.  Diese  zur 
Klasse  (1,  1)  gehörigen  Gleichungen  werden  die  Formeln  A.  (1.)  —  (7.)  der  For- 
melntabelle, so  wie  die  im  Vorhergehenden  gefundenen  Gleichungen  (55.),  (60*.) 
und  (62.)  als  besondere  Fälle  umfassen.  Eine  dieser  Formeln  kommt  mit  der- 
jenigen, welche  ich  in  der  Anmerkung  zur  Formelntabelle  mitgetheilt  habe, 
überein ,  wenn  man  für  q  und  z  beliebige  Potenzen  von  q  setzt ,  was  dasselbe 
ist,  als  wenn  diese  Gröfsen  ihre  völlige  Allgemeinheit  beibehalten. 

Man  erhält  zwei  von  diesen  allgemeinen  (rleichungen ,  wenn  man  die 
beiden  Formeln 

n[(l— g2H-2)(l_f/^-M^)(l_52.-l-l^-l)j    ^  S(— 1)'9«^S 

ferner  die  beiden  Formeln 

n[(i— g-'+-)(i+«'^'+'^2)(i^22.-fi^_2)j  =  yq''s^', 

mit  einander  multiplicirt.  Man  kann  nämlich  jedes  der  beiden  ^unendlichen 
Froducte ,  welche  man  nach  geschehener  Multiplication  erhält ,  noch  auf  eine 
andere  Art  in  zwei  elliptische  unendliche  Froducte  zerfallen,  von  denen  nur 
das  eine  die  Gröfse  z  enthält,  und  erhält  hierdurch  die  beiden  allgemeinen 
Formeln : 

(63.)       n[{i-—q^'+^)\T^  —  q^'+')j'U[{i—g^'){'^—q^'+^^^K^-—q^'^"^-^)\ 

__    2( — ly+k g^2iH-2kk ^2k  _    2( — l)»g"+**^'+/' 

(64.)    n[(i+'z^'-»-^)(i-2*^*)] .  (^ +^-^) n[(i-(?'-i-^)(i+r^'  ^'){i + '/+'  ^-^\ 

Da 

so  wird  die  erste  Doppelsumme  in  (64.) 

vertauscht  man  in  diesem  Ausdruck  die  Indices  /  und  k ,  und  setzt  hierauf  wie-« 

der  2  2^2Ai+Ä  £^j.  ^q^(kk+k)^  so  erhält  man: 

2  öi(«+0+2W+t ^2^-1-1    :==    ^qü+hk+i g2i+2k+l  ^ 

II.  35 
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oder ,  wenn  man  mit  z  dividirt  und  dann  z  für  z^  setzt : 

(64*.)  2  3^^"+'^+^**+*^''  =  2l3'2^"+'^+^*'^+^.s*  =  2«««+';-^-+«^«+*. 

Die  beiden  Formeln  (63.)  und  (64*.)  umfassen  sämmtliclie  Formeln 
A.  (l.) — (7.)  und  die  im  Vorigen  gefundene  Formel  (60*.).  Setzt  man  nämlich 
in  (63.)  für  q  und  z  nach  einander 

so  erhält  man  die  Formeln  A.  (2.),  (4.),  (5,).  Setzt  man  ferner  in  (64*.)  — (f^ 
für  z  und  für  q  nach  einander  (f,  q^,  q^,  so  erhält  man  die  Formeln  A.  (3.), 
(6.),  (7.);  setzt  man  in  derselben  Formel  q"^  für  a  und  q^  für  q^  so  erhält  man 
A.  (1.);  endlich,  wenn  man  q~~^  für  z  und  q^  für  q  setzt,  die  Formel  (60*.). 
Die  Formel  (63.)  verwandelt  sich  in  die  oben  (p.  243  unter  (15.))  gegebene, 
wenn  man  für  q  und  z  beliebige  Potenzen  von  q  setzt. 

Eine  dritte  allgemeine  Formel  kann  man  auf  folgende  Art  aus  der  Funda- 
mentalformel ableiten. 

Man  setze  in  der  Formel 

für  q  nach  einander  die  Werthe  qsj—i  und  — (l\j—i^  ^ind  multiplicire  die  bei- 
den hierdurch  erhaltenen  Gleichungen.     Da 

^(V— 1)"'?"'^''  =  i:3*'*^2''-h\/^Sg(2*+»)'^2«+i, 
so  findet  man  auf  diese  Weise ; 

n[(l  +  <^*'+2)2(l_^4z+4)J.n[(l  — g4^+*)(l  +  g4«-+2^2)(1^24.^^^ 
=    2  </2"  .  S  ^2»  ^2/   ^    |-  -^  giü^2if  _j_  [-  2  q(2>+lf'  ^2.'+l-]2  ^ 

oder,  wenn  man  wieder  für  jedes  Product  zweier  Reihen  eine  Doppelsummo 
und  zugleich  q,  z  für  q^,  z^  setzt : 

(65.)  n  [(l-|-32H-l)2(l_g2e+2)2(i^  ^2^-1  ^)(^l^q2i+l  ^,-J)] 

_    2  qü+kk  ^i   __    2  ^2«+2U-  ^.e+Ä  _|_  2  ^2(«V+M)+2(i+A)+l  jjj'+t+l  ^  * 

Setzt  man  in  dieser  allgemeinen  Formel  wieder  q^  für  q  und  giebt  der  Gröfse  z- 
den  Werth  q"^,  setzt  man  ferner  rechts  vom  Gleichheitszeichen  —  i  und  —  k 
für  i  und  A:,  so  erhält  man  die  obige  Formel  (55.).     Setzt  man  dagegen  in  der 
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y. weiten  Uoppelsumme  rechts  — /— 1  und  —  Ä  — 1  für  i  und  k,  wodurch  sich 
^i+k+i  jj^  ^-o+i+i)  ändert,  und  hierauf  q^  und  q  für  q  und  z,  so  erhält  man  die 
obige  Formel  (62.).  Diese  particulären  Formeln  (55.)  und  (62.)  waren  dadurch 
gefunden  worden,  dass  in  den  Fundamentalformeln  für  z  primitive  16^®  und 
24«'^'^  Wurzeln  der  Einheit  gesetzt  wurden,  während  im  ^Vorhergehenden  die  all- 
gemeine Formel  (65.)  aus  denselben  Fundamentalformeln  dadurch  abgeleitet 
worden  ist,  dass  man  für  q  die  Gröfse  q\l^  setzte,  welche  Methoden  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sind. 

Neue   Gleichungen  zwischen  Doppelsummen,    welche   aus  den  der 
,  Transformation  der   3*'"  und  7**^^"   Ordnung  angehörenden 
Modulgleicliungen  hervorgehen. 

Zu  den  zahlreichen  in  den  vorhergehenden  Untersuchungen  aus  einer  und 
derselben  Fundamentalformel  abgeleiteten  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen 
will  ich  noch  einige  hinzufügen ,  welche  aus  einer  andern  Quelle  fliefsen ,  näm- 
lich aus  den  Modalgleichungen  oder  den  algebraischen  Gleichungen  zwischen  den 
Moduln  zweier  elliptischen  Integrale ,  welche  in  einander  transformirt  werden 
können.  Unter  den  unendlich  vielen  Gleichungen  dieser  Art  können  jedoch  nur 
die  auf  die  Transformation  der  3^^^  und  der  7^^^  Ordnung  bezüglichen  zu  dem 
vorliegenden  Zweck  angewendet  werden.  Diese  nehmen  ihre  einfachste  Form 
an,  wenn  man  die  erstere  zwischen  den  Quadratwurzebi  und  die  letztere  zwischen 
den  Biquadratwurzeln  der  Moduln  und  ihrer  Complemente  aufstellt.  Es  wird 
nämlich  die  erstere  eine  lineare  Gleichung  zwischen  dem  Product  der  Quadrat- 
wurzeln des  gegebenen  und  transformirten  Moduls  und  dem  Product  der  Qua- 
dratwurzeln ihrer  Complemente;  die  letztere  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
dem  Product  der  Biquadratwurzeln  des  gegebenen  und  transformirten  Moduls 
und  dem  Product  der  Biquadratwurzeln  ihrer  Complemente.  Ich  habe  in  den 
Fundamentis  (§.  65)  die  Quadratwurzel  des  Moduls  und  seines  Complements 
durch  gebrochene  Functionen  von  q  ausgedrückt,  welche  denselben  Nenner 
haben,  und  oben  (p.  235  und  p.  236)  dasselbe  in  Bezug  auf  ihre  Biquadrat- 
wurzel  gethan,  und  zwar  auf  vier  verschiedene  Arten.  Setzt  man  in  diesen 
Ausdrücken  f  für  q,  so  verwandeln  sie  sich  nach  der  von  mir  aufgestell- 
ten Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  respective  in  die 
Ausdrücke  der  Quadrat-  und  Biquadratwurzel  des  durch  eine    Transformation 

35* 
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der  w*®^  Ordnung  transformirten  Moduls  und  seines  Complements.  Wenn  man 
daher  in  dem  Ausdrucke  der  Quadratwurzel  des  Moduls  und  seines  Complements 
q^  für  q  und  in  den  Ausdrücken  ihrer  Biquadratwurzel  q''  für  q  setzt ,  so  wird 
man  alle  in  die  beiden  Modulgleichungen  eingehenden  Gröfsen  durch  q  ausge- 
drückt haben,  und  zwar  werden  die  beiden  Producte,  zwischen  denen  eine 
lineare  Gleichung  gegeben  ist,  durch  Brüche  ausgedrückt  werden,  welche  den- 
selben Nenner  haben.  Die  beiden  Zähler  derselben  und  ihr  gemeinschaftlicher 
Nenner  werden  Doppelsummen  von  der  hier  betrachteten  Art,  und  es  wird  daher 
durch  Multiplication  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  jedesmal  eine  Glei- 
chung zwischen  diesen  drei  Doppelsummen  erhalten.  In  mehreren  dieser  Glei- 
chungen trifft  es  sich  jedoch,  dass  die  allgemeinen  Glieder  zweier  von  diesen 
])oppelsummen  nur  im  Vorzeichen  verschieden  sind,  und  sich  daher  in  eines 
zusammenziehen  lassen.  In  diesen  Fällen  erhält  man  aus  den  beiden  Modul- 
gleichungen Gleichungen  zwischen  nur  zwei  Doppelsummen,  doch  wird  in  der 
einen  das  allgemeine  Gesetz  der  Vorzeichen  einen  complicirteren  Ausdruck 
haben.  Die  Modulgleichung,  die  sich  auf  die  Transformation  3*^^  Ordnung  be- 
zieht, führt  zu  einer  zur  Klasse  C.  oder  (3,  3)  gehörenden  Formel.  Die  auf  die 
Transformation  7*®'*  Ordnung  bezügliche  Modulgleichung  führt  durch  Combina- 
tion  der  verschiedenen  Ausdrücke,  die  ich  oben  für  die  Biquadratwurzel  des 
Moduls  und  seines  Complementes  gegeben  habe ,  zu  1 6  Formeln ,  die  sich  aber, 
wenn  man  diejenigen  ausschliefst,  die  in  den  übrigen  enthalten  sind,  auf  7  zu- 
rückführen lassen,  von  denen  3  der  Klasse  (7,  7),  2  der  Klasse  (7,  14)  und  2  der 
Klasse  (21,  42)  angehören. 

I.     M  =  3. 
"Wenn  man  durch  eine  Transformation  3^^^^  Ordnung  oder  durch  eine  Sub- 
stitution von  der  Form 

sin4/  =  — ,  y      .  2 — ^- 

die  Integrale 

in  einander  transformiren  kann ,  so  findet  zwischen  den  beiden  Moduln  k  und  X. 
und  ihren  Complementen  k'  =  \1\  —  Ä'~,  X'  =  Vi  —  X^  die  einfache  Gleichung 

\J¥l'-\-\JkX  =  1 
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statt,  welche  zuerst  von  \j  e  g-  e  u  d  r  e  in  seinem  oTraite  des  Fonctions  EUiptiques« 
aufgestellt  Avorden  ist.  Substituirt  »naii  in  den  in  den  Fundamentis  gegebenen 
Ausdrücken  von  ^k  und   \k' ^ 

'l-\-2q-\-  2^*+  2q^-\-  •  •  •     ~      '     IV/«' 
l—2q-\-  2g*—  2q^-\ _     :^  (— l)'g" 


S/k   = 
VF  = 


l-{-2q-{-2q^-]-2q^-\ Ig» 

für  q  die  Gröfse  q^,  so  erhält  man : 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Modulgleichung  substituirt ,  so  ergiebt  sich 
die  folgende  Formel,  welcher  ich  das  den  Doppelsummen  gleiche  unendliche 
Product  in  seiner  Normalform  beigefügt  habe. 

XIII. 

Diese  Formel  gehört  der  Klasse  (3,  3)  oder  C.  an,  und  kann  den  oben  gegebenen 
Formeln  dieser  Klasse  hinzugefügt  werden. 

Die  in  XIII.  links  vom  Gleichheitszeichen  befindliche  Doppelsumme  })e- 
sitzt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  von  ihr  blofs  diejenigen  Glieder,  deren  Expo- 
nent durch  3  aufgeht,  genommen  werden,  für  welche  f  die  Form  3«  annimmt, 
und  in  denselben  q  für  q^  gesetzt  wird,  man  auf  die  ursprüngliche  Doppel- 
summe wieder  zurückkommt.  Dieselbe  Eigenschaft  läfst  sich  auch  von  der 
hinter  dem  letzten  Gleichheitszeichen  befindlichen  leicht  erweisen.  Um  nämlich 
alle  Glieder,  deren  Exponent  durch  3  theilbar  ist,  zu  erhalten,  hat  man  in 
derselben  unter  dem  Zeichen  2  nur  —  (3?  +  l)  für  i  zu  setzen,  wodurch  sich 
4«  +  2«-j-l  in  3ÜW  +  1SÄ-1-3  verwandelt;  setzt  man  hierauf  ^  für  ^*  und  ver- 
tauscht die  Indices  i  und  k,  so  kommt  man  auf  den  ursprünglichen  Ausdruck 
zurück.  Es  giebt  daher  die  besondere  Vergleichung  derjenigen  Glieder  der 
Gleichung  XIII. ,  deren  Exponent  durch  3  theilbar  ist,  wieder  dieselbe  Glei- 
chung XIII. ,  nur  dass  in  ihr  q^  für  q  steht. 

Will  man  in  XIII.  die  Glieder  der  .Doppelsummen  besonders  mit  einander 
vergleichen,  deren  Exponent,  durch  3  dividirt,  den  Rest   1   h'lfst,  so  hat  man  in 
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der  Doppelsumme  links  ±(3*-|-l)  für  i  zu  setzen,  in  der  Doppelsumme  rechts 
dagegen  muss  man  dem  Index  i  die  Formen  'di  und  3i  +  l  geben.  Wenn  man 
dann  noch  mit  2q  dividirt  und  q  für  q^  setzt,  ferner  auf  beiden  Seiten  die 
Indices  /  und  k  vertauscht ,  so  erhält  man 

V  r  1    I    (■ 1  )»•-{-*]  qü+m+2k    _    2  ^qin+l2!.-k+2i+2l.  _|_  2^  q1n+12kk-i-2i-{-l0k+2  _ 

Die  beiden  Doppelsummen  rechts  kann  man  in  eine  zusammenziehen.  Da  nämlich 
I2M  +  IOÄ+2  —  (2Ä4-l)(6Ä-+2),  so  sind  12M+2A- und  12  A:Ä:  +  10A;4- 2  die 
beiden  Formen,  welche  die  Zahl  k{^k-\-l)  annimmt,  je  nachdem  k  gerade 
=  2k  oder  ungerade  =  —  [2k-\-l}  wird.  Man  kann  daher  statt  der  vorstehen- 
den Gleichung  einfacher  die  folgende  setzen,  bei  welcher  ich  zugleich  das  den 
Doppelsummen  gleiche  unendliche  Product  in  seiner  Normalform  beigefügt  habe  : 

^^  2[l+( 1  )'+*•]  g"-(-3**+2/.-  =  222*"+^**+-'+''. 

Wie  diese  Gleichung  aus  der  Gleichung  XIII.  folgt ,  so  wird  sich  auch  umge- 
kehrt aus  ihr  die  Gleichung  XIII.  ergeben.  A¥enn  nämlich  q<l  und  f[q)  eine 
Function  ist ,  welche  für  ^  =  0  verschwindet ,  und  wenn  durch  f[q)  eine  andere 
Function  cp(^    mittelst  der  Gleichung 

fiq)  =  na')+a'^(a') 

deiinirt  wird,  so  wird  umgekehrt  ^i^)  aus  f{q)  durch  die  unendliche  Keihe 

q^{q')+(f9(a')-\-a'?ia''')+g''?(q'')+  etc.  =  fiq) 

bestimmt.  Bezeichnet  man  eine  der  beiden  Doppelsummen  in  XIII.  mit  /"(</),  so 
wird  die  auf  derselben  Seite  des  Gleichheitszeichens  befindliche  Doppelsumme 
in  der  aus  XIII.  abgeleiteten  Gleichung  i^[q);  und  da  immer  auch  f[q)  durch 
^)(q)  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  die  beiden  Doppelsummen  der  letzteren 
Gleichung  einander  gleich  sind ,  auch  die  beiden  Doppelsummen  in  XIII.  ein- 
ander gleich  sein  müssen. 

II.    Qi  =  7. 
In  dem    12*^"   Bande    des   Grelle  sehen  Journals   p.  173  hat   Herr   Dr. 
Gützlaff  die  algebraische  Transformation  der   7^®"  Ordnung  untersucht,  und 
die  auf  diese  Transformation  bezügliche  Modulgleichung  auf  die  einfache  Form 

v/Fr+v^u  =  1 
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o-ebracht.      Jede  der  beiden  Gröfsen  V^^  und  \lk'  habe  ich  oben  durch  vier  ver- 

o 

schiedene  Brüche  auso-edrückt.     Es  ist  nämlich 


(66.) 


(6)   \Jk  = v^^T— — '  V«'   —        ^^-fi — ' 

[C)    \K  —  2^ iy(f»  \ti    —    \,iy^ii  > 

(«)  V /''  =  v::^ ■ '  V «=  —  — y-^i —  > 


WO  die  neben  einander  gestellten  Brüche  denselben  Nenner  haben. 

Wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  für  q  die  Gröfse  q'  setzt,  so  erhält  man 
vier  verschiedene  Brüche  für  jede  der  beiden  Gröfsen  s/l.  und  V^',  welche  wieder 
respectivc  dieselben  Nenner  haben.  Man  substituire  jetzt  beliebige  dieser  Aus- 
drücke von  V^Ä"^  \Jk',  \/i,  \/\'  für  diese  Gröfsen  in  die  Modulgleichung,  indem 
man  jedoch  für  \lk  und  \/k'  und  eben  so  für  v'X  und  \/k'  gleichzeitig  immer  nur  die- 
jenigen Brüche  setzt,  welche  denselben  Nenner  haben.  Es  werden  dann  jedesmal 
auch  die  Ausdrücke  von  \lk\  und  \lk'X  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben, 
und  es  wird  sich  durch  Multiplication  mit  demselben  jedesmal  eine  Gleichung 
zwischen  drei  Doppelsummen  ergeben. 

Bezeichnet  man  die  aus  den  Formeln  ia) ,  (6) ,  (c) ,  [d)  durch  Verwandlung 
von  q  in  q^  hervorgehenden  Formeln  respective  mit  (a) ,  (ß) ,  (7) ,  (0) ,  so  ergeben 
sich  auf  die  angegebene  Art  aus  der  einen  Modulgleichung  16  Gleichungen 
zwischen  Doppelsummen,  welche  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  jede  der 
Formeln  (a),  [b),  (c),  (d)  mit  jeder  der  Formeln  (a),  (ß),  (y),  (^)  combinirt.  Diese 
Gleichungen  werden  zu  Klassen  gehören,  von  denen  in  den  vorhergehenden 
Untersuchungen  nocli  kein  Beispiel  gefunden  war.  Es  geben  nämlich  die  Com- 
binationen 

wj.,     6,3,     r'Yj     do      GleichuDgeu  der  Klasse  (7.  7); 

«ß'     «V,     «^)  _  _         _        (21,42); 

&7. ,     Ca,     do.\ 

b'i,      bo,     co]  _  _         _  (7,  U). 

c[i,    d{i,    d-i) 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  jedoch,  wenn  man  nur  die  wesentlich  verschie- 
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denen  von  ihnen  betrachten  will,  auf  eine  viel  geringere  Anzahl  zurückführen. 
Es  werden  nämlich  die  aus  den  Combinationen  rf8;  bo,  d^.  d^\  m,  da  hervor- 
oehenden  Gleichungen  respective  aus  den  durch  die  Combinationen  cy;  h^.  c[l  cö; 
öY,  ca  gefundenen  durch  blofse  Verwandlung  von  q  in  — q  erhalten.  Es  er- 
sieht sich  ferner  bei  näherer  Untersuchung;,  dass  die  aus  den  Combinationen 
/>Y,  öÖ.  a^  entspringenden  Gleichungen  respective  in  den  durch  die  Combinatio- 
nen cß,  /;a.  CO.  gefundenen  enthalten  sind  und  aus  ihnen  dadurch  abgeleitet 
werden  können .  dass  man  die  Glieder ,  deren  Exponent  durch  7  aufgeht,  beson- 
ders mit  einander  vergleicht.  Ich  werde  daher  in  dem  folgenden  Tableau  nur 
die  7  aus  den  Combinationen 

art.,     &ß,     cy;     cß,     c6;     ho.,     ca. 
hervorgehenden  Gleichungen  zusammenstellen,  aus  denen  die  übrigen  folgen. 
Die  diesen  Gleichungen  hinzugefügten  unendlichen  Producte  habe  ich  in  einer 
einfachen,  nicht  in  der  Normalform  dargestellt,  da  in  diesen  Fällen  das  allge- 
meine Glied  der  Normalform  eine  sehr  grofse  Factorenanzahl  umfafst. 

XIV. 

L.   (7,7. 

1.                   2gri[(l  -f  2'-'-f-*)(l  +  2l2,+8)(l_^12i+12)(l_|_  ^84/+28^(l  _f_  ^4H-5«-)( l_ ^^8<k+84)-] 
__    2  [( l)^(««+**-H+'i;) ( 1)'"+*]  ^^(3«+21U-{-t-|-7/.) 

=  22  ( l)^ftg6«H-42M+2»H-m+i       .     .     .     • a,  a 

3.  n[(l— S^'+O^Cl— ö2'+2)(l_gU.+7)2(l_2l*'+14)] 

==    V(_iy+Z-g2tH-14U 22  ( l)^*^2«+l«A:-H+7A+l C^    y 

M.   (7,  14). 

1.  n  [(,1— 2^2)2^i_^4e4-4)(l_|_g28.H-7)^1^228/-h21)(l_  ^28,-i-28)J 

=    2(— 1)*+*'3*^^***+'*+22( iyg2''4-28a-+.-|-l«-|-l c,    ^ 

=  2(~i)''^2'^™--i:(— iy-i-*3'^"^'' f;  0 
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N.    (21,  42). 

1.  2qU  [(1 4-  ^«+2)(l_g8H-8)(l_  g28.-f28)-| 

__    2  [-( l)|-(«.-A) ( ly+AJ g»(4M+21/d-+2«+7Ä) 

=  22(— 1)^'9^"+*^^''+2'+"^+^ h,  OL 

=    2  (— 1  )'■+'' r/^^2«+21U+7Ä) c,    a 

Wenn  man  in  den  drei  Gleichungen  L.  und  der  -Gleichung  M.  (2.)  die 
Glieder  besonders  vergleicht,  deren  Exponenten,  durch  7  dividirt,  respective 
die  Reste  2,  6,  0,  0  lassen,  so  wird  man  wieder  auf  ähnliche  Gleichungen  zu- 
rückgeführt. Aus  dieser  Eigenschaft  lassen  sich,  wie  die  folgenden  Betrachtun- 
gen zeigen,  ähnlich  wie  in  L,  besondere  Formen  schliefsen,  welche  die  durch 
die  Doppelsummen  ausgedrückten  Reihen  haben  müssen. 

1.  Die  Zahl  4^(3^^^-^)  erhält  die  Form  7* +  2  nur  für  die  Werthe  von  «, 
welche  die  Form  7^+1  haben.  Setzt  man  li-\-l  für  i,  so  verwandelt  sich 
4^(3^^■-l-^■-i-10)  in  |-(21m-1- 7i  + 2)  und  6ii-{-2i-\-(j  in  7  (42w-|-14i-|- 2) ,  und 
es  erhält  ( — i)i("+*)  den  entgegengesetzten  Werth.  Wenn  man  daher  in  der 
Gleichung  L.  (l.)  nach  Multiplication  mit  q^  nur  die  Glieder  beibehält,  deren 
Exponent  durch  7  theilbar  ist ,  und  in  denselben  q  für  q"^  setzt ,  ferner  mit  —  q 
dividirt  und  die  Indices  i  und  k  vertauscht,  so  werden  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  wieder  die  ursprünglichen  Doppelsummen  erhalten  werden.  Bezeich- 
net man  daher  die  auf  den  beiden  Seiten  von  L.  (1.)  befindlichen  Doppelsummen 
mit  f(q) ,  so  wird 

wo  f  (q)  eine  Function  von  q  ist,  in  welcher  kein  Exponent  die  Form  7i-\-2 
hat.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  umgekehrt  f'{q)  durch  f^{q)  mittelst  der 
Formel : 

m  =  f^{q)-qY^(q')  +  fß''-'¥^{a'')-ü^'^''-'V^ig'')+  etc. 

Das  Charakteristische  dieser  Form  der  Reihe  f{q)  besteht  darin ,  dass ,  wenn 
man  den  Theil  derselben ,  welcher  die  Glieder  umfafst ,  deren  Exponent ,  durch 
7*"  dividirt,  den  Rest  .]  (7"'— 1),  aber  nicht  auch,  durch  7'"+^  dividirt,  den  Rest 
^7»»+i_l)  läfst,  durch  (— l)'"r^''"~"/'i(^n  ausdrückt,  die  Function  f^iq)  für 
u.  36 
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jedes  m  dieselbe  bleibt,  und  die  Glieder  der  Reihe  f[q)  enthält,  deren  Expo- 
nent, durch  7  dividirt,  nicht  den  Rest  2  läfst. 

In  der  Gleichung  L.  (l.)  ist  die  Doppelsumme  hinter  dem  zweiten  Gleich- 
heitszeichen eine  ungerade  Function  von  q;  man  beweist  leicht,  dass  dies  auch 
mit  der  Doppelsumme  vor  diesem  Gleichheitszeichen  der  Fall  ist,  indem  der  Factor 
(_  1  )|OH-*i+H-*)  _  (_  1  )H-i  =  0  ist ,  so  oft  der  Exponent  \{Zii-\-1\kk^i-\-lk) 
gerade  ist.  Weil  hier  die  Function  f[q)  eine  ungerade  ist,  muss  auch  [^[q) 
eine  ungerade  Function  sein. 

2.  Man  multiphcire  die  Gleichung  L.  (2.)  mit  ^,  und  behalte  bloss  die 
Glieder,  deren  Exponent  durch  7  aufgeht,  was  dadurch  geschieht,  dass  man 
—  (7i-}-2)  für  i  substituirt,  wodurch  1n-{-i-\-\  sich  in  7(l4w-[- 7^•-l-l)  ver- 
wandelt. Setzt  man  hierauf  q  für  q'  und  dividirt  mit  q,  so  erhält  man  nach 
Vertauschung  der  Indices  wieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  ursprüng- 
lichen Doppelsummen.  Bezeichnet  man  daher  die  Doppelsummen  in  L.  (2.)  mit 
f[q)  und  mit  /^  [q]  die  Glieder  von  f{q) ,  in  welchen  kein  Exponent  die  Form 
7w-}-6   hat,   so  wird 

Man  erhält  hieraus  für  f[q)  die  Form 

/i((Z)  +  2Yi(3^)  +  9^-Yx((2n  +  'Z^'-Yx(2n+  etc.  =  M^ 
Das  Charakteristische  dieser  Form  besteht  darin,  dass  wenn  man  die  Glieder 
von  qf[q) ,  deren  Exponent  durch  7*",  nicht  aber  durch  7"'+^  aufgeht,  durch  den 
Ausdruck  q^"' f^iq'^"')    darstellt,  die  Function    qfi(q)  für  jedes  m  dieselbe  bleibt, 
und  die  Glieder  der  Reihe  qf(q)  enthält ,  deren  Exponent  nicht  durch  7  aufgeht. 

3.  Die  beiden  Doppelsummen  in  L.  (3.)  gehen  in  sich  selbst  über,  wenn 
man  in  den  Gliedern,  deren  Exponent  durch  7  theilbar  ist,  q  für  q^  setzt. 
Hieraus  folgt,  dass  sie  die  Form 

haben,  wo  fi{q)  eine  Reihe  bedeutet,  in  der  kein  Exponent  durch  7  theilbar 
ist.  Bezeichnet  man  daher  den  Theil  derselben,  welcher  die  Glieder  umfafst, 
deren  Exponent  durch  7"',  aber  nicht  durch  7'"+^  aufgeht,  mit  /,(^''"),  so  bleibt 
f^[q)  für  jedes  m  dieselbe  Function. 

4.  Betrachtet  man  in  M.  (2.)  diejenigen  Glieder,  deren  Exponent  durch  7 
theilbar  ist ,  setzt  in  ihnen  —  q  für  q"^,  und  kehrt  alle  Zeichen  um ,  so  kommt 
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man  wieder  auf  die  ursprünglichen  Doppelsummen  zurück.  Bezeichnet  man 
daher  diese  Doppelsummen  mit  f{q)^  und  umfafst  mit  f^[q)  die  Glieder  derselben, 
die  einen  durch  7  theilbaren  Exponenten  haben ,  so  muss  die  Gleichung 

m  =  -f{-(i')+fM) 

stattfinden ,  woraus 

m  =  A(«)-A(-2')+/"i(2n-A(-r')+  etc. 

folgt.  Diese  Formel  zeigt,  dass,  wenn  man  in  f{q)  alle  Glieder,  deren  Expo- 
nenten durch  1"\  aber  nicht  durch  7'"+^  theilbar  sind,  durch  den  Ausdruck 
( — l)'"/i(( — 1)'"^''"')  umfafst,  f^iq)  für  jedes  m  unverändert  bleibt. 

Man  kann  noch  aus  andern  Darstellungen  der  Modulgleichung  Gleichun- 
gen zwischen  Doppelsummen  ableiten,  welche  aber  in  den  im  Vorhergehenden 
aufgestellten  Formeln  enthalten  sein  werden,  weshalb  die  folgenden  Andeutun- 
gen genügen  mögen.     Die  Gröfsen 

V/F,  v^^;  Slh',  \IW,  \/k 
lassen  sich  durch  Brüche  darstellen,  welche  alle  denselben  Nenner  2^"  haben, 
während  die  Zähler  Reihen  ähnlicher  Art  sind.  Für  \kk'  erhält  man  einen 
solchen  Bruch,  wenn  man  den  Werth  von  V^*  aus  (66.  c)  mit  dem  Werthe  von 
\/k'  aus  (66.  d)  multiplicirt.  Fügt  man  aus  (66.)  die  mit  dem  Nenner  2^"  behaf- 
teten Ausdrücke  der  andern  4  Gröfsen  hinzu,  so  erhält  man 

(67.)     {  _     _ 

Bedeutet  X  irgend  einen  transformirten  Modul,  so  folgt  hieraus,  dass,  so  oft 
man  zwischen  den  36  Gröfsen,  welche  aus  der  Multiplication  von 

1,    \lh',    \/k,     \Jk',    \IW,     Sjk      mit      1,    y^V,    \II,     \/^,     s/W,     \/k 
erhalten   werden,  eine   lineare  Gleichung   hat,  sich   aus   derselben   auch  eine 
Gleichung  zwischen  Doppelsummen  der  hier  betrachteten  Art  ergiebt.     Multi- 
plicirt man  z.  B.  die  Modulgleichung 

\/n:-^\/kl=i 

mit  \/k'l.'  oder  mit  \/k\  und  substituirt  in  den  hieraus  entstehenden  Gleichungen, 

^¥J:-\-\/¥Wk  =  \/¥V,      \/¥Wl-{-slkl  =  \/kk, 

die  Formeln    (67.),  so  erhält  man  nach  Multiplication  mit  dem  gemeinschaft- 

36* 
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liehen  Nenner  2^" 2^'"  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen,  die  mit  den 
obigen  L.  (2.),  (3.)  übereinkommen.  Ob  es  aufser  den  hier  gegebenen  Beispielen 
noch  andere  Modulgieichungen  giebt,  welche  als  lineare  Gleichungen  zwischen 
den  angegebenen  3  5  Gröfsen  dargestellt  werden  können,  bezweifle  ich.  Wenig- 
stens scheint  die  zur  Transformation  5^^^  Ordnung  gehörige  Modulgleichung 

\/kx[\JI—\Jx]  =  ^'[\IJ:—\jk'], 

die  ich  in  den  nFund.  Theor.  F.  Ellipt.  §.  30.«  gegeben  habe,  welche  man  auch 
auf  die  beiden  folgenden  Arten  darstellen  kann , 

sjl—sjx  =  v^FÄ'[v/^4-\/^], 

auf  keine  solche  Form  gebracht  werden  zu  können. 

Ich  will  jetzt  alle  zwischen  Doppelsummen  gefundenen  Gleichungen, 
welche  in  der  obigen  Formelntabelle  und  in  den  Formeln  XI. — XIV.  enthalten 
sind,  in  einer  zweiten  Formelntabelle  zusammenstellen,  dabei  aber  zugleich  durch 
Substitution  einer  Potenz  von  q  für  q  selbst  und  durch  Multiplication  mit  einer 
Potenz  von  q  die  Exponenten  auf  die  Form 

bringen,  was  für  jede  der  in  derselben  Gleichung  enthaltenen  Doppelsummen 
durch  dieselbe  Substitution  und  Multiplication  bewerkstelligt  werden  kann.  Die 
Formen  der  Exponenten  habe  ich  in  Klammern  übergeschrieben ,  wobei  gemein- 
schaftliche Factoren  von  m  und  n  fortgelassen  sind.  Die  Gleichungen  A.  1. — 6. 
der  ersten  Formelntabelle  und  die  Formeln  (55.),  (62.),  (64.)  habe  ich  durch  die 
allgemeinen  Formeln ,  in  denen  sie  enthalten  sind ,  ersetzt. 


Zweite   Formelntabelle. 
Allgemeine  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen. 

=  i{—iy(t^+^^ßi+''  =  2(— iy+^^2(u+a)^2i- 63_ 

2.  (^  4-  ^-1)  n  [(1 — q^^i+i^f  (1  -i-  q^-^  ^2)(i  _|_  q8i+s  ^-2)-] 

3.  n  [(1  -f  q''+^f  (1— ^'+*)'  (1  +  q^'+^  ^2  ■)(i_|_  ^H-2  ;^-2)] 
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Particuläre  Gleichungen   zwischen  Doppelsummen,   deren  Exponenten 
ähnliche  quadratische  Formen  haben. 

=  2(4Ä;+l)2(4'+i)'+(4*+')'  =  2(— iy(4Z;4-l)22[4,H-(4*+i)'j ^    g_ 

[xx  +  2yy'] 

_    2(— iy+''g3[(6,+l)»+2(6fc+lf]    ^    2^_2y-^(6i4-ip+8(3Ä-i-l)» 

=    ;g(_l)A-g9[(4;+l)H-8ÄÄ] B.    1      2. 

=  2  ( 1  y  q3(.6i+iy+öm V  ( ly  qS(,6i+if+6(3k+if 

=  v(_iy+Ä-2(6t+i)'+2(3ft+i)=' XI.  B.  3. 

_    2  ( 1)|("-H)  23(68+lf +216U-  _  2  (_1)|(M-H-)  ^3(6.4-1)^+24(34+1)» 

=    ^(_l)i(«-')+i-^(6j+l)=+2(6A:+l)"- XI.    B.    4. 

4.  23pj[-(l_g48,+24-)(^l_  ^144,+U4)2  (^j_^288t+96)(l_g288t+192)J 

_    2  (_l)»^3(6»+l)^+216a 2  (_1)J  ^3(6t+l)^+24(3Ä:+l)^ 

=    V(_l)^2(6«+l)^+2(6ft+l)^  XI.    B.    5. 

5.  g9  n  [(1  —  ^24e+24)(l_  gl44.+24)(l_  ^144.+120)(^1_^144.+144)-] 

=    ^  (—1)^'  23(6i+l)*+6(6Ä:+l)-  _  2  2  (—1)^  ^27(4»+l)»+6(6Ä+l)^ 

=  2(— iy+'^g(S'+^>'+«(3'^+^)' XI.  B.  6. 

[xx  -\-  Zyy] 

^    ^Z       iy+ft24[(6/+l)=+12M-]    _    ;^(- j-^i;^(6,+l)=+3(4/:+l)' 

=  2(— l)'*^''+'')+^g<^'+^^'+^<**+^^' c. 

2.  g4J|[(l_372^f24)(l_^T2t+48)(i_^72H-72)2-j 

^    2g4[(3''+^)'+27tA]_2g4[(3i+l)-^+3(3Ä+l)^J    =    ^  g(6.+l)^+3(6Ä+l)^.  __  2  S  2^^'+^^°+^'^^+^^' 

=  2(— 1)'+*??(^'+^''+^^^^+^^' XI.  C.  3. 

=  2[i— (— iy+*]2*<"+^*''^  =  42g(^*+^^'+^^'**+^)' XIII. 
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[xx-\-lyy\ 

1.  2^32 n  [( 1  +  g288!+96)(l  _|_2288.+192-)(^l ^288i+28S^(- 1  _|_g2016j+672)(^l  _|_^2016.+13Mj(^l ^2016i+2016)-j 

==  2[1— (— iy+*](/^^''+^^'+^^**'''^^'  =  2Sg2[(4«+i)'+7(4i+i)']     ....        XIV.  L.  2. 

3.     n[(i— g'^'+^Ai— ö'^'+''')(i— 3"^''^°^/(i— 2"^'"^"^)] 

__  ^f iy+Äg8(M+7tft) XIV.  L.  3. 

Particuläre  Gleichungen  zwischen  Doppelsummen,   deren  Exponenten 
in  wesentlich  verschiedenen  quadratischen  Formen  enthalten  sind. 

[_xx-\-ißj,   xx-{-2ijy'] 

2'n[(l+  396^48)(i„g96,+96)2-j 

_    ^Z        iy+i-g6[(4i+lf+16i4]    _    2(^ 1)Ä  ^3[(4t+l)=+(4i+l)'] 

=   '^(—iy+''q^[(.^i+^f+^(^^+^fi   =   S(— l)''g6K«+l)=4-8*i] D.   1.   2.   3. 

[a;:z; +  ?/«/,   a;Ä;  +  3?/2/] 

^4f|(l_^48.+48)2 

__    2(  — iy+*32[(6i4-l)^+(6t+l)='] 

^  5;('_iy^(6j+i)'+3(4/^+i)'  _  2(— iy+^'g4[<6.-+i)'+i2M] E.  1.  2. 

[ajx4-«/y,  xx-}-6yy'] 

=  ^riy+Tcf^2[i6i+i)^+2m] F.  1. 

lxx-\-yy,   2xx-\-Zijij] 

^5fJ[-(l_g48i+24)(l__^96^48^(l__g96.-f96)2-J 

=    2( iy4-*^(6«-|-l)'-H(6i+l)'' 

_    2(_l)^fi^2(6*+lf4-3(4/c+l)' F.    2. 

[a;Ä;  +  22/«/;   xx-^^y'] 

1 .  g  n  [(1  +  g«H-24)(l_ g48i+48)(l _  g72i+72)^l_  gl44.+72)-J 

=  2(— l)^('^'')+'^g(6'+i)'+^2Äi 

=    2( l)Ä-2(6«+l)''+48ifc G.    1. 
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=  -^(^—lyqman-^^iik+ir-] ^  ^ 

=    >;(_l)Äg(6/+lf+3(4/.+l)^ ^     g 

=    V(_l)^■(^3[(4^-|-lf+3(4A+lf] ^     ^ 

lxx-\-2tßj,  xx-\-Qijy'] 

1.  ^n  [(1  —  <^^2^24)(i__^72.+48)(^l_^144H-72)3  (^j_^i44,+144)2-j 

:=    V  ( 1  y+k  ^(6«+l)'+72U- 

=    2(_l)ftg(6^flf^-24^-* Yi,    \, 

2.  3»n[(l— 22^'+2^)(l— 2^**^^*)(1— 2^*^'+^20^(l— 2^^^+"*)] 

=    ;S( l)H-*g(6i+l)'+8(3Ä+l)=' 

=  2(— l)*g9(4.+if+24i-i- g_  2. 

3.  33]^|-(l_^^48*+24)(l_^72^W-72)(l_^96«+%)(l_^144.4-72^] 

=    2(^_ljÄ:^(6H-l)'+2(6i+l)^ 

=  •^(—.\yq^(il+^f+'iim H.  3. 

[xx  -f-  '^.yy,   2xx  -j-  3«/«/] 

2n[][(l_g48.+48j('l_^^U4e+72j(-l_^288*+288^-] 

=  2  (— iy5^(^^^)'+3(*^+^)' H,  4. 

[xx  +  3^/?/^   XX  -f-  6«/«/] 

_    2  (—  1  )'■+*  g(6»+l)'+48U 

—    2( 1)4("-H')+A^(6.+1)'+24U- I_    1_ 

2.             g4 n  [(1—  ^48.4-24)2  ^^__  ^96H-48)(1  _  ^96,-+96)2  J 
=   2  (— 1  )'+*  g(6H-l)'-|-3(4Ä+l)» 
=    2(_iy+Äg[4(6«+l)'+6M] I.    2. 
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3.            g'  n  [(1  +  248.-|-2*)(l—  g96'+96)2  ] 
_    2(  — 1)»24(6j-1-1)''+3(4/+1)» 
_    2(_iyJ-("H-0^(6»+l)=+6(4J+l)^ I.    3. 

1.  q^^W  ■"(! (7120H-120V1 ^600t+600j-| 

_    V  (- ly+Ä  ^3[(10,-+l)''+(10A-|-3)^  ] 

=   ;^(_l)'+ig5[(6.-+l)'+5(6/f+l)=] XII.   1.   K. 

2.  </^rir(l o600'+240  ■)  / 1 ^6002+360-)  ( \ q^m+mdj^ 

-—    ^( iyH-)l:g3[aOj+l)=+(107r+l)^] 

_    2( l)«+^^(30i+l)'+5(6^+l)'_}-V(- i^*+/.-g(30f+ll)"+5(6i+l)' XII.    2. 

3  f/^*  n  r(l ö600j-|-i2oy  ]^ q(,m+im\ri ^oo»4-600\-]2 

_    2  (— 1  )'+*  ^3[(10.+3)"+(107f+3)'  ] 

==    2(_l)H-i-g(30.+7)^+5(6*+l)^_V(_iy+t^(30.-|-13)»+5(6Ä+l)=' XII.   3. 

\xx-\-  7yy,   xx  -|-  14«/?/  und  2a:;:r-|-  7«/«/] 

1.  ^7f|  |-(i_g,32e+16)2(l_g32/+32)(X4-2224.+56)(l^  g224e+168.)(l_^224.-|-224)-| 

_    2!(_l)'gl6«i+7(4i+l)'' 

=  2(_l)'+Ä,^8ü+7(4i+i)=_j_22(— l)''g(4'+i)"+i*(^''+i)" XIV.  M.  1. 

2.  2g8f|  [(1  —  3l^''+S)(l— 332'4-32)(l_|_  ^112;+56)(l_^224.+224)-] 

=    2(_l).:gl6«/+56*Ä_2(_l)'4-Ag8»+112a- XIV.    M.   2. 

2g34  n  [(1  +  396'+*8)(  1—  5l92'+192y  1_ g672.+672)-j 
=    2  [(— 1  )*<*'^'-*^  —  ( 1)''+^]  ^3(4.+l)'+7(6A-+l)'' 

=  22(— iy"(Z^f^^*'+^^'+"^®*+^^'^ XIV.  N.  1. 

[Sxx-\-7yy,   6xx-\-7yy] 

g7  Yl  [(1  _ g48t4-24)2 (1__ ^8»4-48)(l_^168.-f-168)-] 

=  2  ( l)i(**-*)-H"248»+7(6'«+i)' 22  ( iy+kqS{ii+if+28(eii+if 

==  2(— l)'+^g24»+7(6i+lf XIV.   N.   2. 
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SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS. 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSfiE  A  L'ACADlilMIE  DES  SCIENCES 

DE  PARIS. 

(Lu  dans  la  seance  du  30  juillet  1849.) 


Le  Probleme  de  la  rotation  d'im  corps  solide  qiielconque ,  qui  n'est  sollicite 
par  aucune  Ibrce  acceleratrice ,  est  susceptible  d'etre  resolu  par  des  formules 
nouvelles  si  elegantes  et  si  parfaites,  que  je  ne  peux  m'enipecher  de  les  com- 
muniquer  a  votre  illustre  Academie.  Ce  sont  les  fonetions  0  et  H  que  j'ai 
introduites  dans  l'analyse  des  fonetions  elliptiques ,  c'est-ä-dire  les  fonetions 

/2Kx\ 
Oi- j  =  1 — 2qco8  2x-\-2q^cos4:X  —  2q^  C08  6x -{-••■ , 

h{^^^  =  2\/qsmx—2\fq^ämdx  —  2\/q^smbx  —  2\/^8m7x-\ , 

au  moyen  desquelles  je  suis  parvenu  a  exprimer,  de  la  maniere  la  plus  simple, 
les  neuf  Cosinus  eux-memes  qu'il  s'agit,  dans  ce  probleme,  de  determiner  en 
fonetions  du  temps.  En  effet,  x  etant  une  variable  proportionnelle  au  temps, 
on  trouve  les  cosinus  des  angles  qui ,  ä  chaque  instant ,  determinent  la  position 
des  axes  principaux  du  corps,  egaux  ä  des  fractions  qui  ont  cette  fonction  6> 
pour  commun  denominateur ,  les  neuf  numerateurs  etant,  abstraction  faite  de 
facteurs  constants,  la  meme  fonction  6>,  dans  laquelle  seulement  a?  se  trouve 
augmente  d'une  constante  imaginaire.  Quel  que  soit  le  degre  d'exactitude  auquel 
on  voudra  pousser  les  calculs ,  on  n'aura  guere  ä  prendre  plus  de  trois  ou  quatre 
termes  de  ces  series ,  excepte  les  cas  extremes.  ( )n  doit  donc  regarder  ces  cosinus 
comme  exprimes  par  des  quantites  finies,  et  meme  par  des  quantites  finies  tres- 
simples.  8i  l'on  veut  resoudre  le  probleme  du  mouvement  elliptique  d'une 
planete  par  de  semblables  formules  definitives  qui  ont  le  temps  sous  le   signe 
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COS  QU  sin,  on  a,  comme  on  sait,  des  series  beaucoup  moins  convergentes ,  et 
des  coefficients  beaucoup  plus  cbmpliques. 

La  rotation  en  question  se  compose  de  deux  rotations  periodiques  j  et  dont 
les  periodes,  en  general,  sont  incommensurables  entre  elles.  Pour  avoir  une 
idee  nette  et  claire  de  ce  mouvement ,  il  faut  supposer  aux  axes  des  Jc  et  i/,  dans 
le  plan  invariable ,  un  certain  mouvement  rotatoiie  uniforme ,  et  rapporter  la 
Position  du  corps  ä  ces  axes  mobiles  et  a  Taxe  fixe  des  z  perpendiculaire  au 
plan  invariable.      Or.   etant  pose 

X  =  ax'  -{-  ^y'  -\-  7  s' 
y  =  a'x'-^^^'y'-^-i's' 
z  =  a'V-j- ,8"?/'-|- y'V, 

les  axes  des  oc' ,  y ,  z'  etant  les  axes  principaux  du  corps,  et  les  axes  des  x  et  y, 
comme  on  vient  de  dire,  des  axes  mobiles  tournoyant  uniformement ,  avec  une 
vitesse  determinee,  dans  le  plan  invariable,  les  neuf  quantites  a,  ß,  etc.,  seront 
des  fonctions  du  temps  (simplement)  periodiques.  Avant  de  donner  Icurs  valeurs 
en  fonctions  du  temps ,  il  faut  convenir  des  notations  suivantes : 

Soient,  h  la  force  vive,  l  le  moment  de  rotation  dans  le  plan  invariable, 
A,  Bj  C  les  trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  des  x',  y',  z',  et  supposons, 
pour  fixer  les  idees ,  que ,  B  etant  le  moment  moyen ,  Ton  ait 

Bh>l\        Ä>B>C. 

Dans  le  cas  de  Bh < P,  on  supposera  A<B<C. 

Le  module  des  transcendantes  elliptiques  qui  entreront  dans  les  formules 
donnees  ci-dessous,  sera 


/.; 


i/Ä-~B    .IV—Ch 
y  B  —  C'y  Ah-P' 


d'oii 


Laisons ,  comme  dans  mon  ouvrage  sur  les  fonctions  elliptiques 


Jq    \/i— Ä^sin^ß  Jo    Vi- 


^  •        q  =  e    ^ 

Je   sm  8 
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soit  de  plus  K' —  a  ime  integrale  elliptiqiie  de  premiere  espece ,  doiit  le  sinus 
de  ramplitiide ,  par  rapport  au  module  complementairc  k',  est 


QU ,  etant  mis 


soit 


JÄ{B—C)  .         ,,.,         .,, 

\  B(Ä  —  C)  ^  smam(7f  —  a,/0 

sin  ß  =  y 


B{A  —  C) 


n""          dß 
a  =    I      — !- 


sin' 


Soit  t  le  temps ,  et 

n  =  nt-\-~, 

X  etant  une  constante  arbitraire ,  et  de  plus 

Aux  fonctions    e[u)  et  H(u)  dont  j'ai  fait  usage  dans  les  Fundamenta,  je 
joins  les  fonctions 

6>i(w)  =  e{K—u),        Hi{u)  =  H{K—u); 
de  Sorte  qu'on  a 

Cela  pose,  et  etant  i  —  \l^l.   on  aura  le  tahleau  suivant  des  valeurs  des  neuf 
quantites  a ,  ß ,  etc. : 


—  _  01  (0) [Hju  +  ja)  +  H{u  -  ift)]           ^^,  ^  _0i(O) [^(m  +  <a)  —  ^(^  — Jg)l ^ 
~                        2Hi{ia)G{u)                  '        "■  2iHi{ia)e(u) 

_        G{0)[Hi{u  —  ia)  +  ifi(t^  +  i(^)']    ^      o'_  0(O)[gi(i*— ^)  — -giC^  +  ^ft)]  ^ 

~                       2Hi{ia)G{ii)                  '        '  2iHi{ia)0{u) 

—  -Hl  (Q)  [Q(^^  +  ^^)  —  Q(^  —  ^'^)]           .'=  gi(Q)  [6)(^»+i«)_+gL^^  ~Ml ; 
""                       2iHi{ia)e{ti)                 '        ^  '         2Hi{ia)e{u) 

„ Q{ia)H,{u)_           „  _    ei{ia)H(u)  _,,  ^    H{}a)Qi{ul^  _ 

"■    ~        Ä,(ia)0(w)  ■        '           H^{ia)e{u)'        '  iHi{ia)e{u) 


? 
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Les  vitesses  de  rotation  autonr  des  axes  des  x,  y ,  z-  serofit  ; 

fl&i {u  —  ia)  —  &i {u  -f  ig)]  f\Qy (u  —  ia)  -\-0i{u-\-  ia)']  h 

2iHi(ia)e{u)  '  2Hi{ia)e{t()  '        T 

oü 

f  =  n\/WGi(0). 

Les  axes  des  x  et  des  y  ayant ,  dans  le  plan  invariable,  im  mouvement  de 
rotation  uniforme  autour  du  point  fixe ,  datis  le  sens  du  choc  primitif  applique  au 
Corps j  V angle  proportionel  au  temjjs  quils  decriront  dans  un  Intervalle  t  du  tempis, 
sera  mit,  oü  Ia  constante  n   est 

,  _  1        (p  d  log  H(ia)  d  log  0(ia)  >^ 

*"  ~  A-C  V^       da  ^       dr~J' 

Mettant 

TM    Tiint-j-i:)  a 

^  ~    2K   ~         2K       '        '  ^  'W 

OÜ  6<1  .  011  aiira  cV apres  Ia  clefiiiitioii  des  fonctions   0  etc.. 

I  [0  ( w  +  ia)  +  0  ( M  —  iay]  =  1  _  gl -'^  ( 1  -f  (f')  cos  2ä;  +  54-2^ (^  1  _|_  gii.^  cos  4it; ; 

-^[_0{u-\-ia)—G{u-~ia)']  =  q^-^ {1— rf')  sin 2x  —  (/-^\l— q'^'')sm4:X -{-  •  •  -, 
i  \B:{%i  +  ia)  +  Ti{ii  —  m)]  =  5^-^''  [(1+ g")  sin x  —  52-6  (i_^  ^si)  giß  3.^.  ^ ] , 

^[fli(w— ia)4-fii(«^  +  m)]  =  gi-^''[(l+g'')cos^4-s2-''(i-[-g3i)co8  3Ä:H ]; 

-^[J3i(m— ia)  — Äi(M  +  m)]  =  q-^\{\—q^)%\ViX^(f-\\—ci''')%mZx^ ]; 


[6>i(«fc  —  ia)  +  6>i  (m  +  ia)]  =  1  +  (/^-''(l  -f  52^)  cos  2:r  +  g^-si  ( 1  _|_  ^4/.^  cos  ^x  + 


-^-t[0i(«  — ?a)— 0i(wH-ia)]  =  $^-'^(1— 5^'0sm2a;+ (/*-2''(l— g4^)sin  4^  J 

Dans  les  deiix  premieres  et  les  deux  dernieres  formules,  les  premiers  termes 
qui  suivent  ceux  qii'on  a  ecrits,  sont  de  l'ordre  de  Ia  quantite  (f'^^:,  dans  les 
quatre  autres  formules,  ces  termes  sont  de  l'ordre  de  Ia  quantite  (f~-^':  ceux-ci 
ajoutes.  on  n'aura  rejete  que  les  termes  respectivement  de  l'ordre  des  quantites 
(^'^-'^^  et  ^^-~^^  Ell  mettant  ou  6=0  ou  ^'  ==  0 ,  on  aura  le  developpement  des 
autres  fonctions  qui  entrent  dans  les  formules  etablies  ci-dessus  et  dont  l'argument 
est  u  ou  \a.     On  a  d'ailleurs 

0,(0)  =  y/f,     0(0)  =  v/^,     ff.(o,  =  v/¥- 
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Si  la  quantite  q  et  Ic  module  k  sont  tres-proches  de  rimite,  on  se  ser- 
vira  des  transformations  suivantes ,  par  lesquelles  les  fonctions  qiii  se  rapportent 
au  module  k  sont  changees  en  d'autres  qui  se  rapportent  ä  son  complement 
k',    d'oü  suit  que  la  quantite    q    sera  reinplacee  par  la  quantite   extremenient 

petite     ^'=^1«^^: 

Q{u-\-ia)  =   igH[u  —  i(K' — «)]  =  g'Hi{a  —  iu,h') 

=  g"Qi[_a-\-i{K—u),'k'^ 
H{u -\-  ia)  =   igQ[u  —  i{K'—  a)]  =  ig'H {a  —  iu,  k' ) 

=  g"0[a-^i{K  —  u),h'] 
Hi(u-\-ia)  =  gOi[u  —  i{K' — «)]  ==  g'0{a  —  iu,k') 

=  —  ig"H[a  -f  i{K—  u),  F] 
Gl  {u  +  ia)  =  gHi  [m  —  i  (K' —  a)]  =  g'  ©i  (a — iu,  Je' ) 
=  g"Hi[a  +  i{K-u),Jn, 
oü 

g  =  e   ^"^  ;      ß   =  \j^ie  ^^^  ,      0    =  \  ^>e   ^^^'' 

Par  cette  transformation ,  les  formules  perdent  leur  caractere  periodique .  comme 
cela  est  bien  propre  a  des  formules  par  lesquelles  doit  etre  exprime  un  mouve- 
ment  extremement  lent  et  dont  la  periode  est  d'une  duree  quasi-infinie. 

On  peut  aussi  developper  les  valeurs  fractionnaires  des  neuf  cosinus  a,  3,  etc., 
en  series  tres-simples  et  assez  convergentes ,  quoique  depourvues  de  cette  con- 
vergence  extraordinaire  dont  jouissent  le  denominateur  et  les  numerateurs  des 
fractions  memes.  On  obtient  ces  developpements  en  se  servant  des  formules 
suivantes : 

l—(i'  ^^  ^    •  V(l— g-2-^)(l— g2+ij   ^  (l_g4-&)(i_^+6)  i  J^ 

Q  (u  -\-  ia)  —  G(ti  —  ia) 


(2.)  F:(O)0(O)0i(O) 

—  SiV-l'^-L  ,  ■//,  f     g(l— g')sin2a;  q\l—q^)  sinAx 

(3.)  ifi(O)0(O)0a(O) 


2H{ia)  0{u) 
q\l—q^)si 
{l-q'-'W- 
H(u  -j-  ia)  +  i/^(M  —  ia) 


2Q{ia)&{u) 
—  ■2(n-V>  1  rA'\f     Vg(l— g)si"^       I     \/g'(l— g')sin3.r  A 
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(4.)  ^,(„)e(0)e,o)-^^|_|;p«i 

==  o(a-*h      ,M)f      V^g(l  +  g'COSx-  Vg'(l  +  g')cos3a:  \ 

^^  ^    -^  V(l— gi-&)(l_^i+6)   "T"   (I_g3-ö)(i_g3+6y  i  y  1 

^^        ^y    ;  V(l-^gl-'^)(14-gl+'')   ^    (l_|-g3-^'),^l_|_r/+?')   "^  >*' 

(7.)  J^i(O)  0(0)  0i(O) 


©1(2* — ««)  +  S\{u  -\-  ia) 


2Hi{ia)  S{u) 

^       2g'''  .,  i     /      g(l+(/)C0S22-  g^(l-fg4)  cos^^  \  , 

(8.)  i/,(0)  0(0)  0i(O) 2i5i(.-a)0ÖÖ 

—  o/«-ift _ a^h.  (     q{l—q')^m2x  g^(l— g^)sin4a:  \  _ 

(9.)     fli(O)0(O)-^~>-(    = cosam^^  =     —^^.^^ -T-T-a — 


(10.)   1^.(0)0,(0)^    =  ^-^-sinam«  =      ^1_-     +  _V^_^  + 
(11.)   0(0)0,(0)^(^4^^   =    -^  Aam.    =l+^i^+    ^^'^^«^^      . 


0(m)  TT  '       l-\-q'      '  1+g^       ^ 

Quant  aux  facteurs  constants  par  Icsqiicls  il  laut  multiplier  les  formules 
precedentes  pour  obtenir  Ics  valeurs  des  ncul"  cosinus.  j'observe  qu'on  a 

G{ia)    _  ./¥  1  ^  . /I;  ./ä(V'—CE) 

Hi{ia)    ~  V  /j    cosam(iaj    ~  V  ^  V  (>!— C)?^ 

0i(ia)    _    J^     Aam(ia)     _    J_  ./jB(F—~Chj 
Hi{ia)    ~    y/^    cosam(«aj    ~    "^^(5^6')^ 

g(^<^)    ^    VF  tg  am  (ig)        _     ,p  . /C(^/^— 7^) 
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Les  hiiit  formules  (l.)  .  .  .  (8.)  sont  nouvelles  et  d'une  grande  importance 
dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques;  j'ai  remarque  dans  une  lettre  ä  Mr. 
Her  mite  [Mathematische  Werke  Vol.  I.  p.  357*))  que,  par  leur  moyen,  on 
parvient ,  de  la  maniere  la  plus  aisee  et  la  plus  direete ,  aux  formules  de  la 
transformation  inverse  et  de  la  division  des  fonctions  elliptiques. 

On  trouvera  des  series  analogues  pour  les  valeurs  des  six  quantites 

_^     J^     i_    _L     _i_     i_ 

a"  '        a"  '        ß"  '        ß"  '       y"  '        y"  ' 
ou  pour  les  tangentes  des  angles  que  les  projeetions  des  axes  des  x',  y',  z    sur 
les  plans  des  x,  z  et  des  y,  z  forment  avec  Taxe  des  z. 

Pour  les  recherches  generales  et  analytiques,  il  conviendra  presque  toujours 
de  faire  usage  des  formules  fractionnaires.  Ces  formules  remarquables  pourront, 
dans  le  probleme  de  la  rotation,  servir  de  point  de  depart  pour  resoudre  des 
questions  analogues  a  celles  que  M.  Gaufs  a  traitees  dans  sa  Theoria  motus  corp. 
coel.  etc.  par  rapport  au  mouvement  elliptique  et  hyperbolique. 

Les  memes  formules  donnent  une  nouvelle  maniere  d'exprimer  par  trois 
quantites  les  neuf  cosinus  des  angles  que  forment  entre  eux  deux  systemes  d'axes 
de  coordonnees  rectangulaires.  Ces  trois  quantites  sont  ici  les  deux  arguments 
u  et  a,  et  le  module  k;  ou,  si  Ton  veut,  les  quantites  x,  b,  q. 


DEMONSTRATION  **)• 

Expose  des  notations  dont  on  fait  usage   et  des  formules  par  lesquelles 
le  Probleme  est  reduit  aux  quadratures. 

Faisons  voir  ä  present  comment  on  peut  tirer  les  resultats  precedents  des 
formules  connues  et  dont  on  trouve  la  demonstration  dans  les  traites  de  Mecanique. 
Pour  plus  de  commodite,  on  a  emprunte  ces  formules  au  Traite  de  Mecanique 
de  M.  Poisson.     On  ne  s'est  ecarte  des  notations  de  cet  auteur  que  dans  la 


*)  Vol.  II  de  cette  edition ,   p.  115. 

**)  On  a  cru  faire  plaisir  aux  geom^tres,  en  ajoutant  la  demonstration  des  formules  pr6c6dentes, 
laquelle  n'avait  pas  ete  donnee  dans  la  lettre  ä  l'Academie  de  Paris.  On  a  change  les  directions  des 
axes  des  x'  et  des  //  dans  les  directions  opposees,  afin  qu'elles  s'accordent  parfaitement  avec  celles  qui 
ont  etk  supposees  dans  la  Mecanique  de  M.  Poisson.  En  outre,  on  a  corrige  quelques  fautes  qui 
s'etaient  glissees  dans  les  formules  relatives  ä  la  determination  de  l'axe  instantane  de  rotation. 

n.  3  8 
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definition  des  axes  des  ^  et  des  y^  lesquels,  chez  M.  Poisson,  sont  supposes 
fixes  dans  le  plan  invariable  et  qui  ont  ete  supposes  ici  faire  dans  ce  plan,  autour 
du  point  fixe,  une  rotation  uniforme,  dans  le  sens  de  la  rotation  initiale  du 
Corps.  On  supposera,  avec  M,  Poisson,  que  Taxe  des  x  parvient  dans  la 
direction  de  Taxe  des  y,  apres  une  rotation  de  90*^,  faite  dans  le  meme  sens;  de 
Sorte  que ,  d' apres  la  notation  employee  dans  nos  formules ,  les  quantites  desig- 
nees  par  x  et  y  dans  le  Traite  de  M.  Poisson,  devront  etre  remplacees,  par 

cos  ^^{t — tQ).x  —  sin  '^F{t  —  ^o)-2/ 
cos  W(t — ^o).  t/  +  sin  "^Fit  —  ^o)-^; 

^  et  fo  designant  des  quantites  constantes. 

J'observe  encore  que  la  lettre  k  designant  dans  le  Traite  de  M.  Poisson 
le  moment  principal,  a  ete  remplace  ici  par  l,  k  etant  employe  comme  module 
des  fonctions  elliptiques  qui  entrent  dans  nos  formules.' 
Nommons  donc, 
x,  y\  z   les  coordonnees  paralleles  aux  axes  principaux  du  corps ; 
A,  B,  C  les   moments  du  corps  par  rapport  ä  ces  axes,   et  dont   B    soit  le 

moment  moyen; 
([>  l'angle  que  l'intersection  du  plan  des   x'y  y    et  du  plan  invariable,  fait  avec 

une  droite  fixe ,  menee  dans  ce  dernier  plan  par  le  point  fixe ; 
cp  l'angle  que  cette  intersection  fait  avec  Taxe  des  x  ;■ 

^  l'angle  que  Taxe  des    z    fait   avec  une  droite  perpendiculaire  au  plan  in- 
variable, laquelle  sera  prise  pour  Taxe  des  z; 
p,  q,  r  les  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  des  x'j  y',  z  . 

Connaissant  les  angles  cj; ,  cp ,  D ,  on  determinera  la  direction  des  axes  des 
x ,  y',  z ,  de  la  maniere  suivante.  Supposons  que  le  plan  invariable  soit  hori- 
zontal et  menons  ä  ce  plan  une  verticale ,  par  le  point  fixe  O,  dirigee  en  bas  ou 
dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Soit  OA  la  droite  fixe  prise  ä  l'arbitraire  dans  le 
plan  invariable;  soient  OB ,  OC ,  OD  trois  autres  droites  dans  le  meme  plan, 
telles  que  les  angles  BOA,  BOC ,  BOD,  comptes  dans  le  meme  sens  dans 
lequel  le  choc  primitif  a  fait  tourner  le  corps,  soient  respectivement  egaux  ä 
^,  cp,  cp-j-i^-  Faisons  tourner  le  plan  et  la  perpendiculaire  qu'on  lui  a  menee, 
supposee  fixement  liee  avec  lui,  autour  de  la  droite  OB,  de  maniere  que  la 
partie  adjacente  ä   OB  et  dirigee  dans  le  meme  sens  dans  lequel  les  trois  angles 
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(j^ ,  cp ,  cp  -f-  ^t:  ont  ete  comptes ,  s'eleve ,  au  commencement  de  son  mouvement, 
au  dessus  du  plan  horizontal.  Quand  le  plan  et  Taxe  perpendiculaire  au  plan, 
auront  decrit  l'angle  &,  les  directions  qu'occuperont  alors  les  droites  OC  et  OD, 
et  Taxe  iperpendiculaire  au  plan,  seront  celles  des  axes  des  x',  y',  z.  La  di- 
Tection  de  la  verticale,  perpendiculaire  au  plan  invariable,  sera  prise  pour 
Taxe  des  z.     (Poisson  Mec.  II.  p.  62  —  64.) 

Les  quantites  "p,  q,  r  sont  liees  entre  elles  par  les  deux  equations: 

les  memes  quantites  sont  liees  avec  le  temps ,  par  les  formules  difFerentielles : 

.p  N  ^f  ^  __^ dp^ B_   dq^  _  C__  dr^  _ 

^^  B  —  C    qr    ~        A  —  G    rp    ~    A  —  B   pq  ' 

Tangie  ^  s'obtient  au  moyen  d'une  autre  formule  differentielle : 

(3-)  ^^--  jy||f^V?^'^> 

enfin  les  angles  &  et  cp  sont  donnees  par  les  formules  algebriques : 
(4.)  -j-  =  —  sin  Ö  sin  cp ,      -—^  =  —  sin  (}  cos  cp ,      -^  =  cos  0. 

Les  quantites  h  et  /  sont  des  constantes  arbitraires ;  deux  autres  constantes 
arbitraires  entreront  dans  les  formules  du  probleme  par  l'integration  des  equations 
(2.)  et  (3.)     (Poisson  Mec.  IL  p.  139  — 144.) 

Limites  des  quantites  j?>;  q,  r. 
Substituant  les  valeurs  (1.)    de  h  et  de  /^  on  voit  que  les  deux  constantes 
{A  —  C){Ah-l^),        {A—CW—Ch) 
sont  positives,  parceque,  B  etant  moyen  entre  A  et  C,  les  quantites  A—B  et  B—C 
ont  le  meme  signe  que  A — C.     Comme  on  est  maitre  de  choisir  pour  A  le  plus 
grand  ou  le  plus  petit  moment,  supposons  que  l'on  ait  fait  Tun  ou  l'autre  choix, 
Selon  que  Bk  —  P  est  positif  ou  negatif.     II  suit  de  lä,  que  les  six  constantes, 

A  —  C,        A  —  B,      B—C, 

Ah—V,      Bh  —  V,        V—Ch 

auront   toutes   le  meme  signe,    ou  que   le  produit    de  deux  d' entre    elles  sera 

toujours  positif.     J'observe  que  quand  on  emploiera,  dans  les  calculs  suivants, 

38* 
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le  signe  ambigu  +  ou  +,  on  supposera  toujours  que  le  signe  siiperieur  ait  lieu, 
lorsque  Bh>  P,  et  le  signe  inferieur,  dans  le  cas  contraire.  On  prendra  les 
radicaux  toujours  avec  le  signe  positif,  de  sorte  qu'on  devra  mettre,  par  exemple, 


1       i/{A-CXAh-P)  _      J- 
—n  V  n  ~  -  V  ; 


Äh—P 
A  —  C  ^  C  —  ^\  C{A^C) 

Exprimons  p^  et  r^  par  q^,  on  aura 

2  _    P—Ch  —  B{B  —  C)cf 


p"  = 


(5.)  {  ^^^-^^ 

2  _   AJi  —  P—B(A~B)q' 


C{A—C) 
On  voit  par  lä,  que  q^  doit  etre  plus  petit  que  la  plus  petite  des  deux  quantites, 


P—Ch  ,       Ah—l' 

et 


B{B  —  G)  B{A—B) 

Or  comme ,  suivant  la  supposition  faite ,  la  difference 


Ah  —  l^  _  P—Ch   ^    {A—C)(Bh^P) 
A  —  B       B-C     ~    {A—B){B—G) 


est  positive,  on  aura 


Ah—P  P—Ch 


B{A  —  B)  ^  B{B—C) 
Nous  verrons  que  q^  peut  atteindre  la  valeur  limite ,  pour  laquelle  la  quantite  p 
s'evanouit;  mais  la  quantite  r  ne  saura  jamais  s'evanouir  et  conservera,  par  suite, 
toujours  le  meme  signe.  Comme  le  choix  de  ce  signe  est  arbitraire,  supposons 
que  r  ait  le  meme  signe  que  Bh  —  l^  ou  A — C. 

Sur   la  marche    que    suivent  les  variables  ^J;  <!>  »*;    avec  le  temps  croissant, 
et  comment  le  mouvemeiit  propose  se  compose   de  deux  mouvements 

periodiques. 

Nommons  q'  la  limite  superieure  de  q, 

^    ~  ^B{B—C)' 
et  supposons  qu'a  un  certain  temps  le  signe  de  p  soit  negatif.     Le  signe  de  dq 
sera  alors  positif  ou  q  croissant ,  ä  cause  de  la  formule 

{A-G)rp.dt 
ag  = ^ f 
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et  de  ce  que  relement  du  temps  est  toujours  positif.     Le  facteur  p  ne  pouvant 

changer  de  signe   avant  de  s'evanouir,    q    devra  continuer  ä  croitre  jusqu'ä  ce 

qu'on  ait  jy  =  0  ,  et  par  suite  q  =i  -\-q'. 

A  cause  de  la  formule 

(B—C)qr.dt 
ciP  =  2^ ^ 

et  parceque  q  =  q'  est  positif,  on  aura  alors  dp  positif;  donc  p  devant  con- 
tinuer ä  croitre ,  changera  de  signe ,  en  passant  du  negatif  au  positif.  La  quan- 
tite  q,  par  suite,  commencera  ä  decroitre,  dq  devenant  negatif,  et  eile  devra 
continuer  ä  decroitre  tant  que  p  reste  positif.  Au  contraire,  p  devra  continuer 
ä  croitre,  'tant  que  ^,  en  decroissant,  ä  partir  de  sa  limite  superieure  -[-q'} 
restera  positif.  Lorsque  q  s'evanouit,  en  passant  du  positif  au  negatif,  p  aura 
atteint  sa  limite  superieure 


P 


V   A( 


—  Ch 


A{A  —  C)' 

et  devra  commencer  ä  decroitre,  dp  devenant  negatif.  Lorsque  pt,  en  decrois- 
sant, atteint  la  valeur  zero  et  repasse  au  negatif,  la  variable  q,  en  decroissant 
aussi,  atteint  sa  limite  inferieure  — q,  et  recommencera  ä  croitre  jusqu'ä  ce 
qu'elle  soit  parvenue  ä  sa  limite  superieure  -\-q'}  et  lorsqu'elle,  dans  cette  marche, 
en  s'evanouissant ,  repassera  au  positif,  la  variable  p,  de  son  cote,  aura  atteint 
sa  limite  inferieure  — p'.  C'est  ainsi  que  les  variables  p  et  q,  avec  le  temps 
croissant,  passent  et  repassent  d'une  de  leurs  limites  ä  l'autre,  de  maniere  que, 
q  prenant  successivement  les  valeurs 

•  •  •  —d';  0,  -f-g';  0,  —q',  0,  .  .  ., 
la  quantite  p  obtiendra  les  valeurs  correspondantes , 

...  0,  —p',  0,  +2/;  0,  —p',  .  .  . 
La  limite  inferieure  de  r  est 

-y  c{B—c) 

la  limite  superieure 


_  ^4/  Äh—P 


C{Ä—C) 
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et  Ton  demontre  aisement  qu'aux  valeurs  precedentes  de  p  et  q    correspondent 
les  valeurs  de  la  quantite  r: 

...     >'°,     r',    r^,     r',    r^,    r ,     ... 
Supposons  que  le  temps  dans  lequel  la  variable  q  croit  ou  decroit  d'une  de 
ses  limites  ä  l'autre ,  soit  egal  ä   T;  supposons  de  plus  que ,  pendant  que  q  croit 
constamment  d'une  valeur  indefinie  q  jusqu'ä  sa  limite  superieure  ^'  ou  decroit 
constamment  de  q  ä  q,  le  temps  t  ait  augmente  de  la  quantite  i  —  t;  on  aura 


/•''   äq  rUq  rp 

J_,/  2:>r  J  qr    pr 

Jn    W  J  ^,  pr 


Ti 

oü  Ton  a  pose   m=  —  -^ — -^ .      Generalement ,  la  quantite  pr   ayant ,  pour  la 

meme  valeur  de  q,  des  valeurs  opposees ,  selon  que  q  est  croissant  ou  decrois- 
sant,  il  sera  toujours  permis  d  echanger  entre  elles  les  deux  limites  de  l'integrale. 
On  aura  donc  successivement, 

r'   dq  . 

ml      — -  =.  -  —  t 


J  q'       W 

f-'' dq  f'dq  n  äq         rp      ,_      .^ 

I       —t-=zm]       -^—mj    —  =  l—{-—t) 

Jq  pr  J  q'        pr  Jq'     IW 

/•«     dq  f'    dq  fUq  ^      ,        .. 

J-q,  pr  J-q'  pr         Jq   pr 


m  ^ 

-q 


OÜ  l'on  suppose  toujours  que  la  variable  q  croit  ou  decroit  constamment,  en 
passant  d'une  limite  de  l'integrale  ä  l'autre.  La  variable  q  etant  retournee  ä  sa 
valeur  primitive  et  ä  l'etat  de  croitre,  eile  recommencera  de  nouveau  les  memes 
tours  et  retours ,  et  l'on  retrouvera ,  pour  les  differents  intervalles ,  les  memes 
valeurs  de  l'integrale  que  precedemment. 

Ajoutant  successivement  au  temps  t  correspondant  ä  la  valeur  primitive 
de  q,  les  differentes  integrales  dont  on  vient  de  donner  les  valeurs ,  on  aura  le 
tableau  suivant  des  valeurs  correspondantes  du  temps  t  et  de  la  variable  q : 


a> 

i. 

(i^ 

-q\ 

<ly 

Q> 

2. 

t, 

^, 

2x  —  t, 

^  +  T, 

t  +  2T, 

T  +  2T, 

2T+2T— ^, 
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On  voit  par  ce  tableau  que ,  le  temps  ayant  augmente  de  la  quantite  2  T,  la  va- 
riable q  sera  retournee  ä  la  meme  valeur  et  aura  repris  la  meme  direction  de  sa 
marche.  La  meme  chose  aura  lieu  par  rapport  aux  quantites  p  et  r  et,  par 
suite,  comme  il  resulte  des  formules  (4.),  par  rapport  aux  cosinus  et  sinus  des 
angles  (p  et  ^. 

Venons  ä  l'examen  de  rintegrale  par  laquelle  on  a  exprime  l'angle  cj;, 

Si  ron  prend  la  constante  l  avec  le  signe  positif ,  cette  integrale  montre  que  6 
decroit  constamment.  Considerons  l'expression  par  laquelle,  sous  le  signe 
integral,  sc  trouve  multiplie  dt,  comme  fonction  de  t,  il  suit  des  remarques 
precedentes,  que  cette  fonction  reprend  les  memes  valeurs  quand  t  augmente 
de  la  constante  2  T.  On  aura  donc ,  en  designant  cette  fonction  par  F(t) ,  pour 
deux  limites  quelconques  de  l'integrale ,  t^  et  t^ , 

/     F{t)dt  =  /  F{t)dt, 

ou,  en  ajoutant  aux  deux  membres  la  meme  integrale  etendue  de  ti  ä  t^-^-lT, 

/  F{t)dt   =    /  F{t)dt. 

On  voit ,  par  cette  formule ,  que  l'integrale 

F{:t)dt 

est  independante  de  la  valeur  de  la  variable  t  ou  que  cette  integrale  est  une 
quantite  constante  positive  que  nous  designerons  par 

l       ~Jt      A^p^-\-B\^      ' 
Supposons  que  la  valeur  <j>  =  0   corresponde  au  temps  t  =  tQ,  on  aura 

C^^^^  Ap^4-Bq^  r*  Äp^-4-JBq^  f^'^^^Äp^-\-Bq^ 

Donc,  toutes  les  fois  que  le  temps  augmentera  de  la  quantite  constante    2T, 
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Tano-le  (j>  decroitra  de  la  quantite  constante   1T^.     De  la  suit  que,  faisant 

f  =  .]>  +  ^/>x^-o, 

l'aiio-le  (]>'  ne  change  pas  du  tont  de  valeur,  quand  le  temps  augmente  de  la 
constante  lT,  ou  que  ^,  de  meme  que  les  quantites  ip,  q,  r,  et  les  cosinus  et 
sinus  des  angies  cp  et  ^,  est  une  fonction  du  tem^s  periodiqiie  et  qui  jouit  de  la 
meme  periode  que  ces  quantites ,   2  T. 

Supposons  que,  dans  le  plan  invariable,  une  droite,  que  je  designerai  par  {x\ 
tourne  uniformement ,  et  avec  une  vitesse  angulaire  ^,  autour  du  point  fixe  dans 
le  meme  sens  dans  lequel  les  angies  i^  decroissent  ou  danslequel  se  fait  la  rotation 
du  Corps  autour  de  Taxe  des  z.  Supposons  de  plus  que,  pour  le  temps  #  =  ^o  5 
cette  droite  coincide  avec  la  droite  fixe,  ä  partir  de  laquelle  1' angle  ^  est  compte. 
Dans  un  temps  indefini  t  la  droite  [x)  fera  avec  la  droite  fixe  un  angle  egal  a 

Donc,  c];  etant  l'angle  que  l'intersection  du  plan  des  oc',y'  et  du  plan  invariable 
fait  avec  la  droite  fixe ,  la  meme  intersection  fera  avec  la  droite  mobile  {00)  un 
angle  egal  a 

On  pourra  donc,  indifi"eremment,  determiner  cette  intersection,  ou  par  l'angle  ^ 
qu'elle  fait  avec  la  droite  fixe,  ou  par  l'angle  ^'  qu  eile  fait  avec  la  droite  mobile  [x). 
Soit  fixement  liee  avec  la  droite  [x)  une  autre  droite  (j/),  perpendicu- 
laire  ä  {x)  dans  le  plan  invariable,  et  dont  la  direction  est  la  meme  que  la 
droite  [x)  aurait  apres  une  rotation  de  9ü",  faite  dans  le  sens  de  son  mou- 
vement.  On  connaitra,  ä  chaque  instant,  la  position  des  droites  (x)  et  (^), 
puisqu'elles  tournent  uniformement,  dans  le  plan  invariable,  autour  du  point 
fixe,  dans  un  sens  donne,  et  avec  une  vitesse  angulaire  donnee.  A  un  instant 
quelconque  prenons  les  droites  ix)  et  {y)  pour  axes  des  coordonnees  x  et  y,  et 
pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  menee,  par  le  point  fixe,  au  plan  invariable. 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  du  corps  mobile,  rapportees 
ä  ces  axes;  soient  x',  y\  z  les  coordonnees  du  meme  point,  rapportees  aux  axeü 
principaux  fixes  dans  le  corps;  on  aura 

a;  =    a  X  -|-  ß  ^'  ~t~  T  ^' 

z  =  a'V+ß'Y+T'V, 
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et  Ton  obtiendra  les  expressions  des  neuf  quantites ,  a ,  ß ,  etc. ,  de  celles  don- 
nees  dans  la  Mecanique  de  Mr.  Poisson  (II.  p.  ()4),  en  rempla9ant  seulement 
l'angle  <\)  par  rangle 


.]>  +  'n^-0. 


On  aura  donc 


a  =  cos^  siD  cp  sin'/-l-coscp  cos'V 
a'  =  cos  d  sin  cp  cos  <h' —  cos  cp  sin  <]/' 
a"  =  —  sin  ^  sin  cp , 

ß  =  cos  ^  cos  <p  sin '}'  —  sin  cp  cos  <L' 
ß'  =  cos  ^  cos  cp  cos '{;'-(-  sin  <p  sin '/ 
ß"  =  —  sin  ^  cos  cp 

Y  =  sin  ^  sin  <l>' 
'('  =  sin  ^  cos '/ 
■("  =      cos  ^ . 

Les  Cosinus  et  sinus  des  trois  angles  cp,  ^,  tj;',  reprenant  toujours  les 
memes  valeurs,  apres  un  accroissement  du  temps  egal  k  2Ty  on  voit,  par  ces  for- 
mules,  que  les  neuf  quantites  a,  ß,  etc.  sont  des  fonctions  du  temps  periodiques 
et  jouissent  toutes  de  la  meme  periode  2  T.  Connaissant  donc  les  positions  di- 
verses que  le  corps  mobile  prend  dans  un  temps  limite  2  T,  on  en  connaitra  la 
Position  pour  tout  le  temps,  futur  ou  passe.  En  efFet,  etant  donnee  une  des 
positions  du  corps ,  correspondante  ä  un  temps  t,  pour  en  determiner  la  position 
correspondante  au  temps  i-\-2iTy  i  etant  un  nombre  entier  quelconque,  on 
n'aura  qu'ä  faire  tourner  le  corps,  autour  de  Taxe  des  z,  d'un  angle  constant 
egal  ä  li^T,  dans  le  sens  de  la  rotation  primitive.  Le  corps  se  trouvera  dans 
la  position  correspondante  au  temps  t — liT,  apres  avoir  fait  la  meme  rotation 
dans  le  sens  oppose.     On  voit  par  lä,  que  le  mouvement  du  corps  se  compose  de 

deux  mouvements  periodiques;  apres  un  temps  ^gal  a  -y-r,  les  droites  {x)  et  [y\ 
mobiles  dans  le  plan  invariable ,  auront  repris  la  meme  position  dans  ce  plan, 
Taxe  des  z  restant  toujours  en  repos;  et  apres  le  temps  1T,  le  corps  aura  repris 
la  meme  position,  par  rapport  aux  axes  des  x^y,  z. 

Quand  on  est  parvenu  a  reduire  un  probleme  aux  quadratures ,  un  grand 
avantage  de  cette  reduction  consiste  en  ce  qu'elle  nous  met  ä  meme  de  juger 
II.  39 
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en  general  de  la  marche  que  suivent  les  variables.  Mais  il  semble  que  l'on  n'a 
pas  assez  fait  ressortir  cet  avantage ,  dans  tous  les  cas ,  des  formules  integrales, 
puisque,  si  l'on  a  discute  cette  marche  des  variables,  ce  n'a  ete  presque  toujours 
qua  dans  les  cas  qui  se  pretent  aux  Solutions  approximatives  et  que  l'on  aurait 
pu  traiter,  sans  meme  connaitre  la  Solution  generale. 

Le  raisonnement  qu'on  vient  de  faire  sur  la  nature  des  variables  qui,  dans 
le  Probleme  propose,  determinent  ä  chaque  instant  la  position  du  mobile,  est 
independant  de  ce  qu'on  peut  reduire]  ces  variables  aux  fonctions  elliptiques. 
Mais  par  le  moyen  de  ces  fonctions ,  on  saura  representer  ces  memes  variables 
par  des  series  periodiques  simples  et  regulieres  et  d'une  convergence  des  plus 
rapides. 

Eeduction  des  neuf  coefficients  a,  ß  etc.  aux  fonctions  elliptiques. 

Legend re,  dans  son  Traite  des  Fonctions  Elliptiques ,  a  reduit  les  ex- 
pressions  du  temps  t  et  de  1' angle  <^ ,  ä  des  integrales  elliptiques ,  respectivement 
de  la  premiere  et  de  la  troisieme  espece.  Les  cos.,  sin.,  A  de  l'amplitude  de 
ces  integrales  sont  egaux  aux  cosinus  des  angles  que  les  axes  principaux 
du  Corps  fönt  avec  Taxe  des  z,  multiplies  par  des  facteurs  constants  lesquels, 
comme  le  module  et  le  parametre  des  memes  integrales ,  sont  determines  par  les 
moments  principaux  du  corps  et  les  donnees  initiales  du  probleme.  On  saura 
donc  exprimer,  reciproquement ,  en  fonctions  de  t,  les  cosinus  des  angles  que 
les  axes  principaux  fönt  avec  Taxe  des  z,  ou  les  quantites  designees  ci-dessus 
par  a",  ß",  y"-  La  theorie  des  fonctions  elliptiques  fait  voir  que  ces  expressions 
inverses  peuvent  etre  representees  par  des  fractions  dont  les  numerateurs  et  le 
denominateur  sont  des  fonctions  de  la  plus  grande  simplicite  et  lesquelles,  ä 
cause  de  l'extreme  convergence  des  series  dans  lesquelles  elles  peuvent  etre  de- 
veloppees,  pour  toute  valeur  reelle  ou  imaginaire  de  leur  argument,  doivent 
etre  regardees,  dans  le  calcul,  comme  des  quantites  iinies,  de  meme  que  les 
quantites  algebriques,  trigonometriques  ou  exponentielles.  Par  ces  memes 
fonctions  on  a  exprime  encore,  d'une  maniere  tres  simple,  les  integrales  elliptiques 
de  la  troisieme  espece.  On  saura  donc  aussi  exprimer  1' angle  c|;,  dependant  d'une 
integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece ,  par  ces  fonctions  simples  et  explicites 
du  temps. 
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Les  expressions  eii  fonctioiis  du  teuips,  doiit  oii  vient  de  parier,  des  trois 
coefficients ,  a",  ß",  7",  et  de  l'angle  cj»,  ont  ete  donnees  par  M.  Rueb  dans  une 
savante  these  *)  laquelle ,  en  outre ,  eontient  plusieurs  developpements  interes- 
sants.  Ces  expressions  suffisent  pour  determiner  la  position  des  axes  principaux 
du  mobile ,  correspoiidante  a  un  temps  quelconque.  Mais  on  a  cru  que ,  pour 
avoir  une  Solution  complete ,  il  faudra  donner  les  fonetions  du  temps ,  par  les- 
quelles  s'expriment  tous  les  neuf  coefficients,  a,  ß  etc.  En  remplissant  cette 
taclie ,  on  est  parvenu  ä  des  expressions  de  ces  quantites ,  qui  par  leur  simplicite 
et  leur  caractere  analogue  a  celui  des  fonetions  algebriques  rationnelles ,  sont 
eminemment  propres  ä  ctre  traitees  dans  le  calcul,  circonstance  d'autant  plus 
importante,  puisque  ces  memes' quantites  pourront  et  devront  etre  un  element 
fondamental  de  la  mecanique  des  mobiles  ä  trois  dimensions. 

Rappelons  les  formules  (5.)  que  j'ecrirai  de  la  maniere  suivante: 


^   ~  Ä(Ä—c)  V       i'—ch   ^y ' 


Ah-V^    f        B(Ä-B)      \ 
HÄ  —  C)  V  Ah—l^     ^  J' 


^  C{Ä  —  C) 

Le  facteur  de  q^  etant  plus  grand  dans  la  valeur  de  p^  que  dans  celle  de  r^ 
on  fera 


BjB  —  C) 
P  —  Ch 

B{A—B) 


.  q  =  sm ;: 
.  q  =  /jsinc 


Ak  —  P 
oü  A-  est  une  constante  plus  petite  que  Tunite  et  qui  est  donnee  par  l'equation 


v/ 


d'oü  suit 


Posant,  de  plus. 


{A—B)(P—Ch) 
{B—CXAh—Vy 


A(c)  =  \/l  — Fsin^^ 


*)    Speciiiien    inaugurale     de     motu    gyratoiio     corpoiis    rigidi   iiuUa   vi   acceleratrici  soUicitati   auct. 
Adolpho  Stephano  Kueb  lloterodainensi ,    Trajecti  ad  Rhenum   1834. 

39* 
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il  viendra 


/   P  —  Ch 


—  Ch       .    , 
sin; 


L'on  a,  dans  ces  formales,  determine  les  signes  de  maniere  que  1' angle  ^ 
croit  constamment  avec  le  temps.  En  efFet,  on  a  vu  que  le  signe  de  p  doit  etre 
oppose  ä  celui  de  dq,  ou  ä  celui  de  cos^^?.  Donc,  pour  que  d'z  soit  toujours 
positif ,  ainsi  que  Telenient  dty  on  a  du  donner  ä  la  valeur  de  p  le  signe  — . 
Quant  ä  la  valeur  de  r,  il  a  fallu  lui  donner  le  signe  ±,  puisqu'on  a  suppose 
que  r  ait  le  meme  signe  que  Bh  —  f ,  et  qu'on  est  convenu  de  prendre  le  signe 
superieur  ou  inferieur,  selon  que  Bh  —  /^  est  positif  ou  negatif. 

En  substituant  les  valeurs  de  p^  q,  r,  dans  la  formule  difFerentielle , 

dt    ^^ j 7=i ; 

Ä  —  C    rp 
il  viendra 


CA  V 


{B  —  C){Äh  —  l') 


dt. 


A(e)    ~   ^  ABC 

Supposons  que  S  s'evanouisse  en  meme  temps  que  <\)  ou  pour  t  =  t^,  et  faisons 


**  ""  V^ Üc ^'(^  — ^o)  =  n{t-Q 


en  posant 
On  aura  donc 


=  v/ 


{B  —  CXAh—V) 


ABC 

dl 


=  du, 


ou ,  d' apres  la  notation  dont  on  se  sert  dans  l'analyse  des  fonctions  elliptiques , 

^  =  am  (u) , 

et,  par  suite, 

l                                 I   i'i     Ch 
p  = r-sin^sino  =  — V  -rr^ 7^  cos  am  m 

A  '  \  A{A  —  C) 

l  I   p (jji 

q  =  — -g-sin^coscp  =        SJ  _    ^m^mu 

l         ^  ,.  I   Ah-P    , 
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le  module  des  fonctions  elliptiques  etant  la  constante  k  dont  on  a  donne  ci-dessus 
la  valeur. 

L'angle  ^  est  suppose  cntre  0  et  180",  d'ou  suit  quc  sin^  sera  toujours 
positif.  Cet  angle  sera  entre  0  et  90^  si  Bh>l\  et  entre  90"  et  180**,  dans  le 
cas  contraire.  Donc,  selon  que  Bh  —  l^  est  positif  ou  negatif,  Taxe  des  z'  doit 
etre  mene  au  dessous  ou  au  dessus  du  plan  invariable  suppose  horizontal. 

L'intersection  qu'a,  au  temps  t  =  to,  le  plan  des  cc',  y  avec  le  plan  in- 
variable ,  est  la  droite  fixe  dans  ce  dernier  plan ,  parceque  pour  t  =  t^  on  a 
suppose  cj>  =  0.  D'autre  cote,  pour  t  =  tQ  aa  m  =  0,  ona  coscp  =  0  et 
sin^sincp  positif;  par  consequence,  sin^  etant  toujours  positif,  Ton  doit  avoir 
(p  = -j-^TT,  c'est  ä  dire,  Taxe  des  oe'  fera,  dans  le  sens  convenu,  l'angle  +^tc 
avec  l'intersection  du  plan  des  x',  y'  et  du  plan  invariable ,  ou  avec  la  droite 
fixe  dans  ce  dernier  plan.  En  augmentant  cet  angle ,  dans  son  plan  et  dans  le 
meme  sens,  de  4^tc,  on  a  la  position  de  Taxe  des  y' .  Cet  axe  fera  donc  avec  la 
droite  fixe  dans  le  plan  invariable  l'angle  tt.  Donc,  au  temps  t  =^  t^^  Taxe 
des  y'  sera  couche  sur  le  plan  invariable,  et  y  prendra  une  position  opposee 
ä  la  direction  de  la  droite  fixe  dans  ce  plan. 

Pour  reduire  aux  fonctions  elliptiques  l'angle  c|^,  substituons  d'abord 
dans  Ä^p^-\-B^(l  les  valeurs,  donnees  ci-dessus,  de  jw  et  de  q.  On  aura  par 
cette  Substitution 

A'ir 4- B-(i^  =  (?-—  iJi)  j     j^_Q- H B^^G~ 


=  —  sin'-^  am  {ia! )  =  tg^  am  («',  Ix! ) , 


iß-C) 
En  faisant 

A{B  —  G) 
C{Ä—B) 

oü  l'on  supposera  a    entre  0  et  K',  cette  expression  se  change  dans  la  suivante : 

Ap^JJq-       ^_^      i^l       gij^2a„j(-,v)y'' 

ou,  comme  on  a 

sin  am  (iK' —  ia' )  =  j—. .-t-t^  , 

^  a;  sin  am  (^a  ) 

dans  celle-ci : 

A^p^~-\-B''(f  =  --^'^^(l— Ä;2sm2amz(iC'— a')sin2amM). 
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Donc ,  etant  pose 

K' — a   =  a, 
il  viendra 

On  tire  de  lä 

,1     I 


_  J^       (^— :B)(^  — C)  sin^amM 

Ä  Ä^\B — C)        1 — Ä;^sm"^am(ia)sin^amw 

d'oü  suit 

_  _.  Cji£±B£_ 


dt 


~         \  A{B  —  C){Ah  —  PyV^^'      A{B~C)       Jo  l—kHm'2,m{ia)^\n'^mu)' 


Or ,  de  ce  qu'on  a  pose  ci-dessus ,  l'on  tire 

C{A—B) 


—  Z;^  sin  2  am  («a)  = 
A^am(«a)  = 


A{B  —  C) 
B(A  —  C) 


A{B—C)  ' 

L2      2       r  ^  _   ^-^  (l'-Ch    ,C\_   {A-B)iA-C)        P 
fc  cos  amw  —  -^z^fj  \Ah-l'~^AJ  ~        A{B  —  C)        Ah—P  ' 

et,  par  suite. 


k^  sm  am  (^a)  cos  am  («a)  A  am  (^a)  =  —        ..^^ ^. y  ^,p_^,  . 


A{B—  C)  V  ^(i?-  C){Ah—l') 

Donc,  en  posant 


4«         '\  A(B  —  C)(Ah  —  P) 


_^.C       cos  am  (ia)  A  am  (/a) 


J.«  V  A{B  —  C){Ah  —  l-)  A~C  sin  am («a)  ' 

il  viendra 

,  .  f"'  Ji^  sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  A  am  (ia)  sin^  am  u  du 
^  Jo  1 — /.:-'sm''am(««)  sm-^amw 

On  tire  Ia  valeur  de   lintegrale   pr^cedente    de    Ia   formule    {Fnndamenta  nova 

§.52.(3.)): 

r  "  h''^  sin  am  a  cos  am  o  A  am  a  sin^  am  u  du    d  log  0(a)      ^^  ^  ,       0{ti  —  a) 

Jq  1 — /^^sin-'ama  sin'-^amw  da  ^        ©{ti-\-a)' 
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dans  laquelle  la  constante    a    peut  avoir  des  valeurs   quelconques,    reelles   cu 
imaginaires.     En  effet,  il  siiit  de  cette  formule,  en  y  mettant  ia  au  lieu  de  a. 


f,    dlogGiia)         \      ,   ,  .,       0(u  —  ia) 
\  da  y         2       D  O  u4-ta) 


DU 


,    ,     1  ,      G(u-\-ia) 

n  u±^rT-  log  -— — '—^ 

2i     °  G{u — la) 


etant  pose 


n   =  V4 ^ — i — - 

da 


Pour  parvenir  aux  valeurs  precedentes  des  quantites  p,  q,  r,  et  de 
l'angle  cj^,  il  suffit  de  remplacer  les  formules  de  Legendre  par  celles  Stabiles 
dans  mon  ouvrage  sur  les  fonctions  elliptiques.  Ces  valeurs  ont  ete  donnees, 
pour  la  premiere  fois,  dans  le  beau  memoire  de  M.  Rueb.  Mais,  pour  achever 
la  Solution  du  probleme  propose ,  et  pour  arriver  ä  des  formules  definitives ,  il 
faudra  faire  des  calculs  ulterieurs  et  pour  lesquels  les  expressions  trouvees  pre- 
cedemment  ne  sont ,  pour  ainsi  dire ,  qu'un  point  de  depart. 

Substituant  dans  n  la  valeur  donnee  ci-dessus  de  v,  et  remarquant  qu'on  a 

*  cos  am  {ia)  A  am  {ia)  

sin  am  (m) 

on  trouve 

'^    ^  ~  \{A  —  C)da        {A-C)da:\ 

La  quantite  q  etant  proportionnelle  au  sin  am  m,  lorsqu'elle  croit  constam- 
ment  de   sa   limite    inferieure  a  sa  limite  superieure,  l'argument  u,  croissant 

indefiniment  avec  le  temps,  aura  augmente  de    2K,   et,    par  suite,  le   temps 

1  2K 

^  ==  —  w  -f-  ^0  5    ^^^1*^  augmente  de  — .     (3r ,  on  a  ci-dessus  appele   T  cet  inter- 

valle  de  temps  pendant   lequel   q,    en  croissant    constamment,  parvient   d'une 
limite  ä  l'autre;  on  aura  donc 

n 

En  augmentant  u  de  1K  ou  t  de  T,  la  fonction  Oiiil^id)  ne  change  pas 
de  valeur,  donc  l'angle    c{;  decroitra  de    'InK  =  nnT.     Or,  on  a  trouve  egale 


(^logsinam(ia)          d\ogH{ia) 

dlog&{ia) 

da                          da 

da 

[  Cd  log  II{ia)        Ad  log  0{ia)  \ 
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k  ^T  cette  quantite  de  laquelle  (j>  decroit  cliaque  fois   que  le  temps  augmente 
de   T,  W  etant  la  vitesse  angulaire  de  la  droite  [oc] ;   on  aura  donc 


■qs  =  nn'  ==  ± 


nC     d\ogH{ia)  nÄ      d\ogO{ia) 


[A  —  C  da  Ä — C  da 

Des  formules  donnees  ci-dessus ,  Ton  deduit  aisement  les  suivantes 

l     A  —  C    _(_    i  cos  am  {ia)  Ä  am  {ia)     _^  d  log  sin  am  {ia) 

n        AC  ~  sinam(ia)  ~  da 

l     A  —  B   ^  Ä;'^  sin  am  (ia)  cos  am  (ia)   -i.    ^  ^^S  ^  ^^  (*«) 


n        AB  *Aam(*c()  da 

l      B  —  C   _^  i  cos  am  {ia)  _^  (^  log  cos  am  (JS^ — ia) 

n        BC  ~     sin  am  (ia)  A  am  {ia)  ~  da 

La  premiere  de  ces  formules  donnc 

j    c?  log  sin  am  (ia)    l     d\ogH{ia)         l    d\ogO{ia) 

da  A  da  C  da         ' 

d'oü  l'on  tire ,  apres  quelques  reductions  faciles ,  les  formules  remarquables  : 

,,,.       l  —     d\ogO(ia) 

A  da 

_!.  _  -     d\ogGi{ia) 
^       B   -  +''         da 

.,,,.        l  —     d\o8:H(ia) 


C  ^  da 

L'argument  constant  a  etant  entre  0  et  Ä'^  les  quantites 

d  log  0{ia)  d  log  H(ia)  d\ogHi{ia)  d\og0i(ia) 

da  da         '  da         '  da 

seront  reelles  et  positives*).     En  vertu  de  cette  remarque,  on  pourra  conclure, 
des  formules  precedentes,  que  —  est  toujours  contenu  entre  le  plus  grand  et  le 

plus  petit  moment,  et  que  le  moment  moyen  est  toujours  contenu  entre  —  et  vy^.  • 
Posons 


*)  C'est  ce  qui  est  clair  par  rapport  ä  la  troisieme  et  la  quatrieme  de  ces  quantites;  par  rapport 
ä  la  premiere,  on  le  demontre  en  developpant  <9(ja)  en  produit  intini,  et  par  rapport  ä  la  deuxieme ,  en 
la  ramenant  ä  la  premiere  par  la  formule  : 

d\ogH{ia)    _      t:  d\ogQ{ia') 


da  2K  da' 
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Tancrle  f  sera  imc  fonction  periodique  de  Targument  u  ou  du  temps  t,  donnee 
par  requation 

,,'  ±1  i^o.  0(u-]-ia)  1  e(u±ia) 

''  2t       ^  e{u~ia)  2i   ^  e{u  +  ia) 

L'angle    f  etant  exprime  ainsi  par  un  logarithme  divise  par  l'unite  ima- 
ginaire,  le  sine  et  le  cosine  de  cet  angle  seront  des  fonctions  algebriques  de  la 
quantite  qui  se  trouve  sous  le  signe  logarithmique.     Les  expressions  du  sine  et 
cosine  d'une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  et  au  caractere  trigono- 
metrique ,  teile  qu'elle  sert  ä  exprimer  l'angle  <h\  seront  donc  plus  simples  que 
Celle  de  l'integrale  meme.     Or  ce  ne   sont  presque  jamais  les  angles  eux  memes, 
mais  leurs  sines  et  cosines,  dont  on  fait  usage  dans  les  calculs  analytiques.     En 
passant  de  l'expression  logarithmique,  de  l'integrale,  aux  expressions  de  son  sine 
et  cosine ,  on  aura  donc  reuni  le  double  avantage ,   d'avoir  des  expressions  aloe- 
briques,  et  d'avoir   les    expressions   des    quantites    memes   qui  entrent  dans  le 
calcul.     C'est  ainsi  qu'on  franchit  veritablement  la  barriere  devant  laquelle  on  a 
coutume  de  s'arreter  dans  les  cas  nombreux  ou  l'on  parvient  ä  ramener  un  angle 
ä  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece.     On  verra,  de  plus,  dans  la 
question  que  l'on  traite  ici ,  et  dans  beaucoup  d'autres ,  que ,  le  sine  et  cosine  de 
l'integrale  se  trouvant  divises  par  un  radical ,  ce  radical  s'en  ira  dans  le  cours  du 
calcul,  a  l'aide  d'un  facteur  par  lequel  ces  memes  sine  et  cosine  seront  multiplies; 
de  Sorte  que  l'on  parviendra,  finalement,  ä  des  expressions  fractionnaires  ration- 
nelles  et  qui  ont  une  maniere  d'etre  parfaitement  analogue  ä  celle  des  fonctions 
elliptiques,    sin  am,  cos  am,  Aam;     seulement   les   arguments  des  numerateurs 
de  ces   fractions  difFereront  de  celui  de  leur  denominateur  d'une  quantite  con- 
stante    qui   pourrait   etre  quelconque,  pendant   que,   dans    les   expressions    des 
fonctions   elliptiques    elementaires ,    sin  am ,  cos  am ,  A  am ,    les   differences    des 
arguments  du  numerateur  et  du  denominateur  ont  des  valeurs  constantes  par- 
ticulieres,  savoir  celles  des  demi-indices ,  iK',  K-{-iK'  ou  K. 

Voici  ä  present  les  calculs  memes  qu'il  reste  a  faire  pour  achever  la  So- 
lution du  j)robleme  mecanique  propose. 

De  la  valeur  donnee  ci-dessus,  de  l'angle  ([»',  on  tire 


,/  ,/f)(u±ia)  

V  0(u  +  ia) 


0(u±ia) 
f 


e{u  +  ia)  \'N 

IL  40 
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oü  l'on  a  pose 


On  aura  donc 


O  {u  -}-  io)  0{u — ia)  =  N . 
O  (n  -j-  ia)  -\-0(n  —  ia) 


cos-y  = 


2\lN 


2i\jN 

Les  formules  par  lesquelles  on  a  ci-dessus  rappele  les  variables  p,  q,  r 
aux  fonctions  elliptiques,  donnent 

.  o  .  1  i/Ä{r'—Ch) 

a    =  — sm^sincp  = ^y — ^-j ~- cos&m  ti 

0"  •  ^  1  i/Mi'-ch)  . 

ß    =  — sin^coscp  =       -y-y — ^ — y=^ — sinamw 

±1  i/CiÄh—P)  , 
y"  =       cos ^  =     -j—  \       .  _^     Aamu. 

Ramenons,  dans  ces  formules,  les  facteurs  constants  aux  fonctions  ellip- 
tiques ä  l'argument  imaginaire  ia. 

On  aura  d'abord,  d'apres  les  formules  par  lesquelles  on  a  introduit  le 
module  k  et  les  fonctions  elliptiques  de  ia, 

C{Äh-P)  ^  ,       ,.  . 

(Ä  —  CJW  ^  —  tg'am(m); 


puis 


iÄ-B)(l'-Ch)    _     ■ 
{B  —  C){Äh  —  P) 

B{A  —  G)  A2ara(m) 


et,  par  suite 


C{A  —  B)  h^^m^2iVa.{ia) 

A{B  —  C)    ^ 1 

C{A—B)    ~        Fsin2am(«V0  ' 

B{1^ — Ch)   tg^am(m)  A2am(m)    A^am(m) 

{B  —  C)l'^  sin'^am(m)  co8^am(m) 

A{V—Ch)    _  tg^^am(^a)  _  1 

{A  —  C)l^  sin^am(m)  cos"^am(ia) 
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On  aura  donc  les  valeurs  suivantes  des  cosinus  des  angles  que  les  axes  prin- 
cipaux  du  mobile  fönt  avec  la  perpendiculaire  au  plan  invariable : 

„  •    o    •  cos  am  M 

a    =  — sm^sin'f  =  — ■ . 

cos  am  {la) 

rjff  •    o  Aam(m)sinamw 

p    =  —  sin  ^  cos  CS  =        5^ — ^ — ;-- 

cos  am  («a) 

„  „  ,    sinam(io)  Aaraw 

7     =       cos^  =   ±  ^    ' 


i  cos  am  {ia) 


En  V  substituant  les  formules 


1      H{u)  .         ,.  ,  1       H{ia) 

smamw  =  ^L  slnam(^a)  =  ~^^ -p^-^ 


cos  am  t« 


i/k'   H,{u)  Jk' 

=  yT~eM'        cosamM  =  \/^ 


Hl  (ia) 
Siu)  '        ™v-/  —   V  ^    -QikiY 

G{_ti)  ' 
ces  valeurs  se  changent  dans  celles-ci : 


Aamw  =     V^'     ^,  /  ;  Aam(t«)  =     S^k       ',.  /-, 

&{_u)  ^    ^  *       G{ia) 


a"  =  —  sin  ^  sin  9  = 
ß"  =  — sin^coscp  = 
-/'  =        cos^  =   ± 


e{ia)Hi{u) 
Hi{ia)G{u) 

Ol  (ia)  H(u). 
Hx{ia)Q{u) 

H{ia)ei{u) 


iHi  {ia)  Q  [u) 
On  deduit  des  formules  precedentes 

.  o^  cos^am««  + A^am{m)sin^amw  1 — Ä;-'sin^am(«a)  sin^amw 

sin  3  —   ' -^ — =  • -^ — • 

cos  ^  am  (ia)  cos  ^  am  (m) 

Or  on  a  la  formule  suivante,  qui  est  d'un  grand  usage  dans  l'analyse  des  fonctions 
elliptiques  [Fund.  .§.  54.  III.): 

e\<d)G{u  +  ia)e{u  —  ia)  G\0).N  ^      ^.,  .   ^       r^   ■   2 

G^{ia)G^{u)  G\m)G-{u)  ^    '  ' 

laquelle  etant  substituee  dans  l'equation  precedente ,  donnera 

.   ^        0(0)  VF  1 

G{ia)G{u)     cosam(*a)  ■ 
ou 

HiiO)\jN 


^^"^        Hi(ia)G{u) 


40 
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On  tire  de  cette  formule  et  des  valeurs  donnees  ci-dessus  de'  coscj;'  et  de  siin|>', 

.,          O(u-\-ia)4-0(u  —  ia) 
cosi^    =  — ^^ — ■ ^    

^  2SjN 

,     .    .,  0(ii-\-ia)  —  S(u  —  ia) 

±8m'h    =  — ^ — ' — -==^ — ) 

^  2i\/N 

les  valeurs  des  cosinus  des  angles  que  Taxe  des  z'  fait  avec  les  droites  (.r)  et  {y), 
mobiles  dans  le  plan  invariable , 

Hl  (0)  [r9  (m  4-  ia)  —  G{u~  ia)'] 


'[  =  sin  ^  sin  -f  =  ± 
y'  =  sin  ^  cos '/  = 


2iHi(ia)0(u) 
Hl  (0)  [e(u  +  ia)  -\-eiu  —  ia)'] 


2Hi{ia)0{u) 

formules  rationnelles  et  dans  lesquelles  le  radical,  ^N,  par  lequel  sont  divisees 
les  valeurs  de  cos  ((;'  et  de  sin  '\>',  s'en  est  alle  par  Ia  multiplication  faite  avec  le 
facteur  sin^. 

En  divisant  par  Ia  valeur  de  sin  ^  les  equations  donnees  ci-dessus , 

e(ia)Hi(u)  .    ^  ei(ia)H(tt) 

sin^sincp  =    „-\-\^7-4;       sm^coscp  =  —   tt  f^^\nuA  ' 
'  Hi{ia)0{u)  Hi{ia)0{u) 

on  trouvera  les  valeurs  suivantes  de  sin  cp  et  cos  cp : 

e(ia)Hi{u)  Qi{ia)H{u) 

Sincp   =    ^—^ -^,  COScp   = ■— -    ; 

dans  lesquelles  on  retrouve  le  radical,  \JN . 

On   vient  d'exprimer    par   les   fonctions   elliptiques  les   valeurs  des  cinq 
coefficients , 

"  Q"  "  -/'  'r 

<^      )  P      >  1       ,•  1     ?  1    • 

Quant  aux  ^wafre  restants ,  ils  sont  donnes  par  les  angles  cp,  ^,  'j>',    au  moyen 
des  formules, 

a    =  cos^  sinö  sin'y+ coscp  co8<L' 

a'  =  cos  ^  sin  cp  cos  ^j^' —  cos  cp  sin  6' 

ß    =  cos^coscp  sint|;' — sincp  cos ^j^' 

ß'  =  cos  ^  cos  cp  cos '];' -|~  sincp  sin 'j/'. 

En  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  qu'on  a  trouvees  de 

cos^,      sincp,       coscp,       sin^];',      cos-/, 
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on  voit  tout  d'abord,  qu'encore  dans  les  valeurs  de  a,  ß,  a'.  [j'  s'en  va  le  radical 
\J'N.  Mais  pour  avoir  les  expressions  les  plus  simples  de  ces  coefficients ,  il 
faudra  passer  par  quelques  transformations  et  appeler  ä  l'aide  les  formules  de 
l'addition  des  fonetions  elliptiques. 

Ell  effet,  en  substituant  dans  les  deux  formules  d'addition, 

,     ,   .  s           cosam(ia)cosamM  + sinam(Äa)  Aamfia)  sinamw  Aam  w 
cosam(^«±^a)  =    ■ — ^ — -  ^ 


sin  am  (u  ±  ia)  = 


1 — h'^  sin'''  am  {ia)  sin-  am u 
cos  am  (ia)  A  am  {ia)  sin  am  u  +  sin  am  (ia)  cos  am  u  A  am  u 


1 — 1i^ sin'-  am  [ia)  sin^  am  u 

les  formules  trouvees  ci-dessus, 

cos  am  w  .    ^    . 

sm  5  sm  cp 

—  siu^  coscp 


cos  am  (ia) 
A  am  {ia)  sin  am  u 


cos  am  {ia) 

am  {ia)  A  a 
cos  am  {ia) 

1 — Ä;^sin^am(m)  sin^am^t 


sin  am  {la)  A  am  u  ,   ■        ^ 

,.  ,     -  =   ±^co8^ 
cos  am  {la) 


==       sin^3^, 


cos^am(ia) 
on  parvient  aux  formules  importantes  : 

sin  <p  ±  i  cos  ^  cos  cp 


cos  am  (m  ±  ia)  = 


sin^ 


,     ,   .  ,  — cos  CO  +  *  cos  ^  sm  cp 

sm  am  (u  ±  la)  =  — ^—. — ~ —  • 

sin^ 

On  substituera  aux  signes  ambigus  +,  dans  les  deux  membres  de  chacune  de  ces 
deux  equations,  ou  le  meme  signe  ou  des  signes  opposes,  selon  que  Bh  —  P  est 
positif  ou  negatif. 

Introduisons  ä  present  dans  les  valeurs  donnees  ci-dessus  de    a,  a',  ß,  ^' 
au  lieu  de  cos  c|^'  et  sin  cp'  les  exponentielles ,  on  aura  : 

2ot    :=  ( — i  cos  ^  sin  cp -|-   coscp)e"^'-|-(icos^sin  cp -|-   coscp)e~''l'' 

2a'  =  (cos  ^  sin  cp  -j-  i  cos  o)e^'^'-{-   (cos  ^  sin  cp  —  i  cos  cp)  e~^'^' 

2ß   =  ( — *  cos  ^  coscp —  sin  cp)e*'J''+(*  cos  ^  coscp —   sin  cp)  e~*'5'' 

2ß'  =  (cos^coscp — isincp)e*'l''-f  (cos^  coscp -f- i  sin  cp)e~''l'') 
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d'oü  Ton  tire,  en  substituant  les  valeiirs  qivon  vient  de  trouver,  de  sinam(w±m' 

et  cos  am  [u  +  ia) , 

2a    =  —  sin  ^  e"''' sin  am  (^t  ±  ia) —  sin  ^  e""*'^' sin  am  (?<  +  ia) 

2a'  =  — i  sin  ^  e^'^' sin  3iüi  {tt  ±  ia) -\- i  iiitt  ^ e^^'i'' sm  SLm  (ii  +  ia) 
2ß  =  —  sin  ^  e*'^' cos  am  («t  +  m) —  sin  ^  e~"T'' cos  am  («*  +  ia) 
2[i'  :=  — isin^e":'' cosam(«f±ya)H-«siu5-e~"^  cos  am  (m  +  ict) . 


Or  on  a 


sin^e*'^ 


Hi{O)0(^u±ia) 
Hi{ia)e{u) 

■^,  _    HA0)O(u+ia) 
Hi{ia)0{u}  '  ' 


sin^e-''^  = 
et  les  formules  elliptiques 

Hl  (0)  0{u±  ia)  cos  am  {u  ±  ia)  =  0(0)  Hi  {u  ±  ia) 
Hl  (0)  0{u±  ia)  sin  am  (u  ±  ia)  =  0i  (0)  H(u  ±  ia) . 

En  substituant  ces  equations  dans  les  expressions  precedentes  de   a,  a\  ß,  ß',  on 
parvient,  finalement,  aux  expressions  suivantes  de  ces  coeflicients : 

Ol  (0)  [H{u  4-  ia)  +  H{u — ia)] 

"'    "~  2Hi(ia)e(ti) 

,  _  _^   ei{<d)[H{u-\-ia)  —  H{ti  —  ia)'] 
"■   ~  ~  2iHi{ia)G{u) 

_  _  e(0)  [Hl  (u  +  ia)  +  Hi(u—ia)'] 
^'^   ~  2Hi{ia)G(u) 

.,  ^  +  e{0)[Hi(u-]-ia) - Hiiu—ia)-] 
'  ~  2iHi(ia)G(u) 

On  a  exprime,  dans  ce  qui  precede,  les  cosinus  des  angles  que  les  trois 
axes  principaux  du  corps  fönt  avec  les  droites  (<r)  et  (^) ,  ou  les  quantites 

a,    ßj    t;     «',    ß'.    y', 

par  des  fractions  qui  ont  toutes  le  meme  denominateur  et  dont  les  numerateurs, 
abstraction  faite  des  facteurs  constants  qui  ne  sont  que  fonctions  du  module,  sont 
formes,  respectivement,  ä  l'aide  des  trois  fonctions  0^  H,  H^  dune  maniere 
parfaitement  analogue.  Ün  pourrait  desirer,  pour  rendre  complet  le  Systeme  de 
ces  formules ,  de  voir  paraitre  encore ,  dans  cette  theorie ,  les  fractions  analogues 
dont  les  numerateurs  sont  formes  ä  l'aide  de  Ia  quatrieme  fonction,  0^.      De 
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pareilles  fractions  ne  se  sont  pas  trouvees  parmi  les  valeurs  des  trois  autres 
quantites,  a",  |3",  Y',  ou  des  cosinus  des  angles  que  les  axes  principaux  fönt 
avec  le  troisieme  axe  de  coordonnees,  celui  des  z;  mais  de  telles  expressions  se 
presenteront ,  en  cherchant  les  vitesses  de  rotation  du  corps  autour  des  droites 
(a?)  et  (j/) ,  ou  les  prodiiits  de  la  vitesse  de  rotation  autour  de  Taxe  instantane 
avec  les  cosinus  des  angles  que  cet  axe  fait  avec  ces  memes  droites,  la  vitesse 
de  rotation  autour  de  Taxe  des  z  etant,  comme  on  sait,  une  constante, 

A 
T' 

On  pourra  parvenir  ä  ces  expressions  de  plusieurs  manieres  differentes,  et  en 

faisant   usage    de    teile   ou  teile    formule  d'addition   des   fonctions   elliptiques. 

L'analyse  suivante  qui  peut-etre  n'est  ni  la  plus  courte  ni  la  plus  symetrique ,  a 

paru  pourtant  celle  qui  s'oiFre  le  plus  naturellement. 

Determination   des  vitesses  de  rotation  du  corps  autour  des  axes 

des  X  et  y. 

Designons  les  vitesses  de  rotation  du  corps  autour  des  droites   (o?)  et  (y), 
mobiles  elles  memes  dans  le  plan  invariable,  par  v  et  v',  on  aura 

V    =   ap  _[_  ß  (^  _|_  Y  r 
v'  =  a'p-j-^'q-\-Yr, 
OU 


/ov:     IT  ,  ITA 

\  Ä    ^   B    ^    C   J 


Eliminons  les  valeurs  de  yt  "  ®^  ^^^  TT "  ^^^  moyen  des  equations 

il  viendra 

l  rA  —  C      „  ,    B—C 


'  =--c 


(A-C      „.B-C..„\ 
f  i'  (A — C    ,  ,,  .    B  —  C  n^o'A 


En  substituant  la  formule 

A^amM  =  -^^p-^. 
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et  en  posant 

_        {B  —  C)l 

ces  expressions  se  changeront  dans  celles-ci: 

V    =  fjL[A- am  yia) a a."  -)-  [3 ,3"] 
v'  ==  |x[A^am(ra)a'a"-)-ß'ß"]. 

Au  lieii  de  considerer  ä  part  les  quantites  v  et  v',  nous  allons  chercher  la 
valeur  de 

V  +  ic', 

oü  Ton  prendra  encore  le  signe    +    oii  — ,    selon  que    Bh  —  /'    est  positif  ou 
negatif.     Four  cet  efFet,  je  remarque  qu'en  mettant 

ni  =  Hi{ia)  0{u); 
l'on  tire  des  valeurs  trouvees  ci-dessus  de  a.  a',  ß,  ß'  les  deux  formules  suivantes: 

7n(rx±ia')  =  —Oi{0)H(u  —  ia) 

m(i3±«ß')  =  —0{O)Hiiu  —  ia). 

Ces  eqiiations  etant  substituees  dans  la  valeur  de 

v±w'  =  iJi[A2am(ia)(a±m)a"+(,3±ip/)i3"], 
on  aura 

All 

{v ±  iv')  =  ©i(0)  A2am(m)  H{u  —  ia)  a"+  0(0) fii(M  — ia)ß". 

Substituant  les  valeurs 

cos  am  u 


cos  am  (?'a) 

„  A  am  («a)  sin  am  «* 

cos  am  {ia) 
et  faisant  usage  des  formules 

01  (0)  H{u  —  ia)  =  Hi  (0)  0(«  —  ia) .  sin  am  {n  —  ia) 
&{0)H}(u  —  ia)  =  Hi{0)G{u  —  ia).cosam(M — ia), 
on  trouvera 

«?cosam(ia)            v±iv'  .  ■  s      .       ,■  ^  •         ,        ■  . 
7 T~^  ■  -Trvx^r:F^7 ^-v  =  sin  am  u  cos  am  [u  —  «a)  —  A  am  ha)  cos  am  u  sm  am  (u — ^a). 

Or  d'apres  une  formule  d'addition  que  l'on  deduit  aisement  des  formules  con- 
nues,  on  a 

sin  am  u  cos  am  («  —  ia)  —  A  am  {ia)  cos  am  u  sin  am  {u  —  ia)  =  sin  am  {ia)  A  am  {u  —  ia) , 
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d'oü  l'on  tire 

mcosam(?a)  v±iv''  .         ,.  .  » 

Ä r^\~  ■   TT  fr^\  r\< ~-~T  =  sin  am  ha)  A  am  (m  —  %a) . 

fjLAam(«a)       lii{0)  0(ti  —  la)  ^    ^  ^  ^ 

Remarqiions  qu'on  a, 

sin  am  (m)  A  am  (ia)   *  i/BC{ÄJi  —  l'^) 

"cosam(ia)  ~"  T  V  ~A(B  —  C)    ' 

et,  par  suite,  multipliant  par  [).  et  substituant  la  valeur  de  ji  et  celle  donnee 
ci-dessiis  du  facteiir  n^ 

[i- sin  am  (ig)  A  am  (m)    _  _  .lJ{B  —  C){A}i  —  P)  _  _  . 
cos  am  (m)  "~  +^V  ABC  ^  +**^" 

Remarquons .   de  plus  ,   qu'on  a 

il  viendra 

,   .  ,  ,   .    .  12,11' K     ei(u  —  ia) 

V      TT        Hi{ta)0(u) 

Changeant  i  en  — i^  on  aura  de  meme 

_  .  ,  .4  /2M'K     01  (u  4-  ia) 

»       TT        Hi{%a)0{u) 

Donc,  les  vitesses  de  rotation  autour  des  droites  mobiles  [x)  et  [y]  que  l'on  a 
choisies  pour  axes  des  x  et  y ,  deviendront 

_  f\0\{u — ia)  —  Oi{u-\-ia)'\ 

^'    ~  "^  2iHi{ia)e(u) 


, f[Oi  {u — ia)  -\-Ox{u-\-  ia)] 

^  ~  2Hi{ia)e{u) 


ou  l'on  a  pose 


f^n\/^^-^  =  nHXO), 


en  designant  par  H'{0)  la  valeur  de    'j        pour  w  =  0   {Fund.  ^.  Ol). 

(Xti 

Remarquons  que  partout  oü  entrent  dans  les  resultats  trouves  les  signes 
ambigus  ±  et  +  ,  on  peut  s'en  passer  et  les  remplacer  par  le  signe  superieur,  en 
II.  41 
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ayant  soin  de  donner  aux  axes  des  z  et  des  y  les  directioiis  opposees  quand 
BhKP.  C'est  ce  qui  resulte  des  formules  primitives  desquelles  on  est  parti  et 
peut  servil*  ä  verifier  ces  signes  dans  les  valeurs  que  Ton  a  trouvees  des  cosinus 
des  angies  que  les  axes  principaux  et  Taxe  instantane  fönt  avec  les  axes  des  x,y,  z. 
Le  quarre  de  la  vitesse  de  rotation  autour  de  Taxe  instantane  est  la  somme 
des  quarres  de  celles  autour  de  trois  axes  rectangulaires  quelconques.  En 
prenant  pour  ces  axes  ceux  des  x',  y',  z    ou  des  x,  y,  z,  on  aura  l'equation 

2,2(2  2   r       '2   ,      '* 

p  -\-q^r    =v-|-v-j-  — , 

laquelle  peut  servir  a  verifier  les  valeurs  trouvees  de  v  et  v'.     C'est  ce  que  nous 
allons  faire  de  la  maniere  suivante. 
Des  equations  (5.), 

V—Ch—B(B  —  C)(f 
p^  =  — 


y     •^— 


Äh  —  P—B(Ä—B)q' 


P' 

'■-{-q- 

^  +  r^- 

et  comme  on 

a 

P- 

-Ch 

2'  = 

~    B{B 

-G)' 

il  viendra 

C{A  —  G) 
il  s'ensuit 

{A}i  —  V){V'—Ch)  —  l\A—B){B—C)q'' 
AC.P 


(B-OJAh-P) 
*'    ""  ABC 


^2^g2^,.2_|;.  _  ]l_^!L^B{Ah-l-^)-iA~B)PBm^^mu-] 

-  »*  yjB^cjV  ~~  {B- C)(Ah - P)  ''^  ^"^  V  ' 
et  comme  on  a  de  plus 

_    jA—BW—Ch)  A'amjia)     ^    B{P—Ch) 

''    —    (B  —  OiAh  —  Py        cos-^am(m)  {B~C)P  ' 

il  r^sultera 

9,9.9       ^^  2f  A^amO«)        72-2         ^ 

^     '  ^     '  If  \cos^ara(ta)  / 
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P'autre  cote,  on  troiive  successivement 

v'  -\-  ?y^  =  ^~  ^1  ^^*  +  ^^)  ^1  ^**  "■  *"**) 

"^  Hfiia)  e\u)         " 

f'^   G{u-\-ia)0(u  —  ia)   .        ,     ,    .  x  . 
=  T? jTür-  \r^¥r\ — ^  A  am  (w -f  ta)  A  am  (m  — ««) 

=  ZT  SHO)  H^(ia)'  '-■^ ~ ^'^ ^^^^ ^^  ^^^^  ^^^^ ^^ ^*^  A  am  (w  -f  ia)  A am (m  —  id) 

/'^ [A^  am  (ia)  —  h^  cos'-^  am  (id)  sin'''  am  tt] 

Wei{0)cosHm{ia)  ^' 

donc 

2  ,     ,2  2/^  A^amfi«)         7«  .  .,         ^ 

^'  -f-v     =  n  [ r, — —^ A'''sm''amM  ) 

V  COS''  am  (ta)  J 

=  i>'  +  'z'  +  ^-'— 7F-J 
ce  qii'il  fallait  demontrer. 

All  lieii  de  faire  toiirner  les  droites  [x)  et  [y)  dans  le  plan  invariable  autour 
du  point  fixe  avec  la  vitesse  angulaire  '^P\  on  peut  donner  ce  mouvement  de 
rotation  au' plan  invariable  meme.  La  vitesse  de  rotation  du  corps,  parallele  k 
ce  meme  plan,  etant  y-,-  on  aura 

\-      ■ 

poiir  la  vitesse  relative  de  la  rotation  du  corps  parallele  au  j)lan  invariable,  ce 
dernier  de  son  cote  etant  suppose  tournoyer  autour  du  point  fixe  avec  la  vitesse 
angulaire    'I^'.     Cette  vitesse  relative ,  -^ y^'^   peut  etre  exprimee  au  moyen  des 

fonctions   &   d'une  maniere  remarquable. 

Pour  trouver  cette  expression,  on  partira  de  la  formule 

,       ,.  ^         (A-C)P 
cos-amM  =  ^^.ZTd)  ' 

d'oü  Ton  tire 

1±  _  jf  ^  A  —  C 


\C        AC  cos^  am  (iä)  / 


l  \C        ACcos^Sim{ia) 

Or  on  a  trouve  ci-dessus  la  formule 

l     A  —  C   1    '<  cos  am  (ia)  A  am  (ia) 


n        AC  sinam(m) 


*)  Fund.  nov.  §.18.  form.  (11). 

41 


324  SUR  LA  ROTATION  d'uN  CORPS. 

d'oii  suit  ^ 

{A  —  C)l  ,  in  A  am  (ia) 


+ 


=  ±w 


-4Ccos^am  {ia)  sin  am  (io)  cos  am  {ia) 

d  log  tg  am  {ia)    ,      /<?  log  H{ia)        d  log  Hy  {ia) 


/d]ogH{ia)        d]ogHy{ia)\ 
V        da  da         ) 


da 

Ajoutons  a  cette  equation  Ia  suivante  ä  laquelle  on  est  parvenu  au  meme  endroit, 

7p _1   =  q:^^  d\ogH{ia) 


C  da 

on  aura 

l  da 

On  voit  par  cette  formule  et  par  les  valeurs  donnees  ci-dessus  des  quantites 

¥*' — -j-,    ^ — ^,    '^F — Yr,  que  les  quatre  quantites , 

A'  B'       ^  C'  l  ' 

forment  un  Systeme  de  quantites  analogues  entre  elles,  leurs  valeurs  etant 
exprimees,  respectivement ,  par  les  produits  de  +/^  avec  les  differentielles 
logarithmiques  des  quatre  fonctions 

S{ia)^       Gi{ia),       H{ia),       Hi{ia). 

Tableau  de  formules  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 
La  formule  d'addition  dont  on  s'est  servi  dans  l'article  precedent,  fait  partie 
d'un  Systeme  de  seize  lormules  semblables  que  Ton  peut  aisement  deduire  des 
formules  connues  ou  les  unes  des  autres  et  que  je  veux  presenter  ici  dans  un 
meme  tableau.     Soit  pose 

am(a)  =  a,  am(i)  =  [-i,  Sim{a-\-h)  =  a, 
ces  seize  formules  qui  sont  autant  d'equations  entre  les  fonctions  sine,  cosine 
et  A  des  amplitudes  a,  ^3,  a,  peuvent  etre  distribuees  dans  quatre  systemes 
dont  trois  embrassent  les  equations  dans  lesquelles  entrent  deux  des  quantites, 
sina,  cosa,  Aa,  et  le  quatrieme  les  equations  dans  lesquelles  entrent  toutes  ces 
quantites  ä  Ia  fois.  On  remarquera  que  les  differents  termes  de  ces  equations 
sont  composes  de  maniere  que  Ton  ne  trouve  jamais  Ia  meme  amplitude  dans 
deux  facteurs  du  meme  terme.  La  formule  d'addition  dont  on  a  fait  usage  dans 
l'article  precedent,  s'obtient  de  Ia  derniere  formule  du  tableau,  en  posant 
a  =  am{u),       [i  =  — am(m),       a  =  am(M  —  ia). 
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[am(a)  =  a,       am(&)  =  {-i,       iim(a~\-h)  =  a]. 

(1 .)  Aa    A  |3    A  a  —  /i;"  cos  a  cos  ,3  cos  3  =  ^'" 

(2.)  A  3 -j-/;^ sin a  sin (3  cos 3  =        Aa    Aß 

(3.)  cosacosßAa—        Aa    Aß  cosa  =  /i;'"sina  sin  ß 

(4.)  sinasinßA3+                     cosa  =       cosa  cos ß 

(5.)  A  ß  A  3  4-  /t;^ cos  a  sin  ß  sin  a  =         A  a 

(6.)  A  a  A  3  -f-  ^*^^  sin  a  cos  ß  sin  a  =         A  ß 

(7.)  — sin  a  cos  ß  A  3 -|-                Aasin  3=       cosa  sin  ß 

(8.)  — cosasinß  Ao-f-               Aßsina=      sin a  cos ß 

(9.)  cos ß  cos 3-}-        Aasinßsina  =       cosa 

(10.)  cosa  cos 3+        Aßsinasina  =       cosß                              , 

(11.)  Aasinßcos3—             cosß  sin 3  =  — sinaAß 

(12.)  A  ß  sin  a  cos 3  —             cos  a  sin  3  =  —sin  ß  A  a 

(13.)  Aacosßcos3-f-         Ä;'^sinßsin3  =       cosaAßA3 

(14.)  Aßcosacos3-f-         Ä;'^sinasina  =:       cosßAaAo 

(15.)  sin ß  cos 3 —       Aa  cosß  sin 3  =  — sinaAa 

(16.)  sin  a  cos  3 —       Aß  cosa  sin  3  =  — sinßAa 


Dans  les  quatre  premieres  de  ces  formiiles  on  peut  echanger  entre  elles 
les  amplitudes  a  et  ß;  par  le  meme  changement  les  autres  formules,  deux  ä 
deux,  se  changeront  l'une  dans  l'autre.  Mais  on  peut  aussi  echanger  entre  elles 
les  amplitudes  a  et  o,  si  l'on  change  en  meme  temps  ß  en  — ß.  C'est  ce  qui 
suit  de  ce  que  par  le  changement  de  a  en  a-\-b  et  de  />  en  — b,  a-\-b  se 
change  reciproquement  en  a. 

La  formule  (4.)  qui  long-temps  a  ete  la  seule  connue  de  Celles  du  tableau 
precedent,  a  donne  lieu  ä  la  celebre  construction  de  Lagrange,  laquelle  fait 
voir  qua  chaque  formule  de  trigonometrie  spherique  repond  une  formule  d'ad- 
dition  des  fonctions  elliptiques,  et  reciproquement.  En  effet,  d'apres  cette 
construction  on  peut  supposer  que  a,  ß,  a,  soient  les  cotes  d'un  triangle 
spherique  dont  les  angies,  a\  ß',  a',  respectivement  opposes  a  ces  cotes,  sont 
donnes  par  les  equations 

sina'  =  Ä;sina,      sin  ß'  =  Ä;sinß,      sin  3'  =  A;sin3 
cos  a'  =  A  a  .  cos  ß'  =  A  ß .  cos  3'  =  —  A  a . 
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Cr,  comme  dans  cbaque  formule  de  trigonometrie  spherique  oii  peiit  echanger 
entre  eux  les  trois  cötes  du  triangle,  en  faisant  le  meme  echange  entre  les  angles 
opposes,  il  suit  que  dans  chaque  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 
ou  dans  chaque  equation  entre  les  amplitudes  a.  ß,  a,  on  peut  echanger  entre 
elles  ces  trois  amplitudes,  en  ayant  soin  toutefois  de  prendre  Aa  avec  le 
signe  — ,  de  maniere  qu'en  permutant  a,  ß.  a  d'une  maniere  quelconque,  on 
doit  permuter  entre  elles  de  la  meme  maniere  les  quantites  sina,  sinß,  sina; 
cosa.  cosß,  cosa;  Aa,  Aß,  — Aa.  C'est  ce  qu'on  peut  deduire  aussi  de 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  en  remarquant  que  si  l'on  change  a  en 
2K-\-2iK' — a — by  les  quantites  sina,  cosa,  Aa  sont  changees  respectivement 
en  sina,  cosa,  — Aa,  et  reciproquement. 

D'kpres  les  remarques  precedentes  les  seize  formules  du  tahleau  peuvent 
etre  ramenees  ä  cinq  d'entre  elles,  par  exemple  aux  equations  (1.)  —  (4.)  et  (7.), 
desquelles  on  deduira  les  autres  par  de  simples  echanges  de  lettres  et  des  chan- 
gements  de  signes.  La  formule  (1.)  est  unique  en  son  genre;  de  chacune  des 
formules  (2.),  (3.),  (4.)  on  tire,  par  ces  changements,  trois  formules  du  tableau, 
et  de  la  formule  (7.)  les  six  autres.  Mais  on  peut,  de  plus,  reduire  ces  cinq 
formules  et,  par  suite,  toutes  les  seize  a  une  quelconque  d'entre  elles  au 
moyen  des  remarques  suivantcs. 

Et  d'abord,  en  divisant  les  formules  (1.)  et  (3.)  par  AaAß  et  en  changeant 
^^  ^^  a-\-h  en  K — a,  K — b,  iK — a  —  b,  l'on  obtient  respectivement  les 
formules  (2.)  et  (4.).  II  suftira  donc,  pour  pouvoir  deduire  toutes  les  quatre 
formules  (1.)  —  (4.)  d'une  d'entre  elles,  de  deduire  Tune  des  formules  (1.)  et  (3.) 
d'une  des  formules  (2.)  et  (4.  . 

Pour  cet  effet,  on  remarquera  .qu'en  changeant  u  en  iu,  et  en  meme  temps 
le  module  k  dans  son  complement  k',  les  fonctions  sin  am m^  cos  am  t^^  Aam2« 
seront  changees  respectivement  dans 

*sinamw  1  Aam^< 

cos  am«  '        cosam?(  '         cos  am  w 

D'oü  suit  qu'en  divisant  la  formule  (2.)  par  cos  a  cos ß  cos  a ,  et  changeant  les 
quantites  a,  b,  a-\-b,  k  en  m,  ib,  ia-\-ib,  k',  l'on  obtiendra  la  formule  (3.). 

II  ne  restera  donc  qu'ä  faire  voir  comment  on  peut  deduire  encore  la  for- 
mule (7.)  d'une  des  formules  (1 .)  —  (4.).     On  peut  se  servir,  pour  cet  effet,  d'une 
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I)ropo.sition  qui  se    fondc  sur  la  remarque    importante  et   utile  dans  beaucoup 
d'autres  oceasioiis,  qiien  charigeant  q  en  — q  dans  les  expressions 


\-\-2q-\-2q*-{- 
1— 2g4-25'^- 


l4-2g  +  2g^  + 
'l+2^  +  3«+- 
1— 2g  +  2g*  — 

"i+r  +  3'+- 

1— 2ry  +  2g^  — 
l+2g+2<ir*  + 


l+2g  +  2f/+. 

s\nx — g- sin 3ic  4- 3^ sin  Sic  — 

1 — 2^cos2ä;  +  2^*  cos  4a;  — 

cos  x-\-q^  cos  3^  -f-  5^  cos  hx  -f 


=  Sjh' 


1 — 2g  cos  2a; -|- 2g*  cos4ic  — 
l-\-2qGOB2,x-\-  2g*cos4Ä;+  ■ 


1  —  2g  cos  2x  -\-  2g*  cos  4a;  — 


2Kx 


les    quanütes    k~,   k".    sin  am — _ 
respectivement  dans  les  suivantes: 


COS  am 


2Kx 


Aam 


:=  sin  am 

=  cos  am 

=    A  am 

2Kx 


2Kx^ 

2Kx 

2Kx 


seront    changees 


h'  sin  am 


2Kx 


l''' 


Aam 


2Kx 


2Kx 

cos  am 

TT 

~r    2i^~ 

Aam 


Aam 


2Kx 


et  que,  si  dans  ces  eucpressions  l'on  change  ä  la  fois  q  en  —  q  et  cc  en  ^tc  —  x,  les 
memes  quantites  seront  changees ,  respectivement ,  dans 


1^ 


,J2' 


cos  am 


2Kx 


smam 


2Kx 


1    ,        2Kx 
^rr  Aam 

fC  TT 


Dans  une  equation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques  des  argu- 
ments  a^h,  a-\-h  mettons  respectivement  — a,  K — h,  K — a  —  b  au  lieu  de 
a,  h,  a-\-h,   et  considerant  les  quantites  qui  entrent  dans  cette  equation  comme 

des  fonctions  de  q,  ~^>   ^~v^'   changeons  dans  ces  fonctions  le  signe  de  q,    on 

aura ,  en  profitant  de  la  remarque  precedente ,  la  proposition ,  que  dans  les  for- 
mides  d'addition  ou  dans  les  equations  entre  les  amplitudes 

a  =  am(a),       ,3  =  am(&),       a  =  am(a  +  ?;), 

ü  est  permis  de  mettre  respectivement  au  lieu  des  quantites 

Jc^ ,        h'^ ,       sin  7. ,       cos  a ,       A  7. , 
sin  [d .       cos  ,3 .       A  ,3  ,        sin  a ,       cos  a ,       As 
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les  quantites 


Ti-           1 

/.'sine. 

cos  a 

1 

1^'  '       Ic'  '■ 

Aa 

Aa 

Aa  ' 

cos ,':; ,      sin  ,3 . 

1     Ar 

-^A[d,       cos  3, 

sin  3. 

i^^ 

Au  moyeii  de  cette  propositioii  Ton  obtiendra  tout  de  suite  la  formule  (7.) 
de  la  formule  (4.)  divisee  par  Aa.  On  aura  donc  deduit  de  la  formule  (1.)  la 
formule  (2.),  en  changeant  a  et  6  en  K—a  et  K—b;  de  la  formule  (2.)  la 
formule  (3.).  en  multipliant  les  arguments  par  /  et  en  changeant  k  en  k' ;  de 
la  formule  (3.)  la  formule  (4.),  en  changeant  encore  a  et  b  en  K — a  et  K — b; 
enfin  de  la  formule  (4.)  la  formule  (7.),  en  changeant  a  en  — a,  b  en  K — b, 
et  en  imaginant  que  dans  les  developpements  des  fonctions  elliptiques  et  du 
module  on  ait  change  q  en  — q.  On  obtiendra  ensuite  de  ces  cinq  formules 
les  onze  autres  formules  du  tableau.  en  echangeant  entre  eux  a  et  b,  ou  en 
changeant  a  et  b  en  a-\-b  et  — b. 

Les  projections  sur  le  plan   invariable   de  Taxe  des  ^'  et  de  Taxe 

instantane,  de  meme  que  Celles  des  axes  des  x'  et  des  y',  sont  accouplees 

Fune  ä  Tautre  de  maniere  que  deux  projections   accoupl6es   ont  le  meme 

mouvement  moyen  et  que   l'une  d"elles   est  donnee  par  la  position  que 

Tautre  a  avant  ou  apres  le  temps   |T. 


Soient  respectivement 


V,    '/i, 


les  angles  que  les  intersections  avec  le  plan  invariable .  du  plan  des  x',  y,  du 
plan  des  y ,  z,  du  plan  des  z',  x  et  du  plan  instantane  de  rotation*),  fönt  avec 
Taxe  mobile  des  x  ou  la  droite  {x\.  Ces  angles  sont  respectivement  ^gaux  ä 
ceux  que  les  projections  sur  le  plan  invariable,  des  axes  des  z ,  x,  y  et  de  Taxe 
instantane,  fönt  avec  Taxe  mobile  des  y  ou  la  droite  (y).     lies  quantites 

a,       ,3.       •'.       — 

etant  respectivement  les  cosinus  des  angles  que  les  axes  principaux  et  Taxe  in- 
stantane fönt  avec  Taxe  des  x,  et  les  quantites 

,       ,,        ,        ^' 


*)  C'est  ainsi   qu'on    nomme   le   plan    perpendiculaire   ä   l'axe  instantane  de  rotation ;    on  nommera 
plus  bas,  avec  M.  Poisson,   w  la  vitesse  de  rotation  du  corps  autour  de  l'axe  instantane. 
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les  Cosinus  des  angles  que  ces  memes  axes  fönt  avec  Taxe  des  y,  on  a 


d'oü  Ton  tire  les  expressions  suivantes  des  quatre  angles  memes : 

61    =   -.log-r^;^,  <i;,    =   —log  4^^ 


2«  '"&  ^/_M-  '"^  2?      *=  ß'— iß 

En  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  trouvees  ci-dessus  des  quantites 
a,  ß,  etc..   on  aura  les  equations 

<]>    =  ±--^log 


2i     ^  e{u—ia) 

iy(M  — ia)J  2?"     ^  H{ia  —  u) 


—  w^  log 
2?      •= 


1  :- 

2"- 


^2  -  -  2,:  ^«^L      ir,(«-ia)J         -  2»    "^  H,{u-ia) 

^■''         -  2i  ^^  &,{u  —  ia)  ' 

dont  la  premiere  est  la  meme  que  celle  que  l'on  a  pris  pour  point  de  depart  dans 
les  recherches  anterieures. 

Les  quantites  logarithmiques , 

Q{ii-\-ia)  ,       0i{u-\-ia) 

peuvent  etre   developpces  dans    des   series  convergentes  suivant  les  cosinus  et 
sinus  des  multiples  de  Tangie 

II  suit  de  la,  que  les  angles  'V  et  'Y^  sont  des  fonctions  du  tem\is jyeriodiques. 
Mais  la  meme  chose  na  pas  lieu  ])ar  rapport  aux  quantites  logarithmiques , 

H{ia-{-u)  ,       Hi(u-]-ia) 

dont  les  developpements  contiendront  chacun  un  terme  proportionel  au  temps  en 
II.  42 
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dehors  des  signes  sinus  ou  cosinus.      ()n  peut  separer  ces  termes  de  la  partie 
periodique,  en  se  servant  des  formules  [Fund.  §.61) 

■7t;(K'—  2t«) 

Hx{u-^iK')  =    e"^^      0i(w), 
lesquelles  peuvent  etre  deduites  l'une  de  l'autre  en  changeant  u  en  K  —  u  et 
i  en  —  i.      En  effet ,    on   tire    de  ces  formules    en  posant ,    comme    ci  -  dessus, 

a  =  K' —  a, 

1  H{ia  —  u)    TTW  1  Q{u-\-ia') 

21  ^^  H{ia  +  ^  ~  ~2K'^'2%    ^^  Q{u  —  ia) 

1  .      Hi{u — ia)    Tzu  1  ,       0\{it  —  ia) 

'U  ^  Hx{u+ia)   ~  ~2K  ~ '^i   ^^  ei{u-\-ia')  ' 

^  f ^ 

On  aura  donc,    en   rempla^ant   -^^   par  — =-^,    le  Systeme  suivant  de  quatre 

equations   dans   lesquelles   les  seconds    membres    sont    des  fonctions   du  temps 
periodiques , 

_  1  0(w  +  m) 


2i      *  Q{u  —  ia) 

z:  j.'  _  J!fc=^         -      JL 1^^  e{u  +  ia'y 

"^^^  T  2i   ^    e{u  —  ia') 

_    ,.  1  Ox{u  —  ia) 

+  '>3  =        -^log 


2i      °   0i(tt  +  m) 

A  cause  de  la  multiplicite  des  valeurs  des  logarithmes,  il  est  permis 
d'ajouter  aux  valeurs  precedentes  la  quantite  +tc.  II  faut  donc  examiner,  si 
pour  t  =  tQ  ou  11  =  0  les  seconds  membres  des  equations  jorecedentes  ont  les 
valeurs  0  ou  +7C.  Pour  cet  effet,  on  remarquera  que  les  neuf  quantites  a,  p,  etc., 
et  les  quantites  Vj  v'^  v",  qui  sont  süffisantes  et  necessaires  pour  determiner  les 
directions  des  axes  principaux  et  de  Taxe  instantane ,  ont  pour  t  =  t^  ou  7i  =  0 
les  valeurs  suivantes  : 

a    =        0,  ß    =  —1,  Y    =       0 

a'  =   ±  siaam(a,  Ä;'),         ß' =       0>         T    ==       cosam^a^k') 

a"  =  — cosam(a,  Ä;'),        ß"  =       0,        t"  ==  ±  sin  am  («;/»;') 

h 
V    =       0,  v'  =  wAam(a, /o'),  v"  =  -j-, 
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oü  les  quantites 

h 

sin  am  (fl,  Ä;' ) ,         cos  am  («, /;:'),         Aam(«, /,'),         n,         -r- 

t 

sont  positives ,  et  oü  Ton  a  nomme  v"  la  vitesse  de  la  rotation  autour  de  Taxe 
des  z.  On  conclut  de  ces  valeurs  par  de  simples  considerations  jgeometriques 
que,  pour  t  =  t^,  Ton  doit  avoir,  lorsque  Bh>P, 

f  =  0,      ->;  =0.      ^;  =  -iTT,      '].;-  =  o. 

et  lorsque  Bh  <  /^ . 

f    =    0,  f,     =    TZ.  f,    =    -ITÜ,  ^3    =    0. 

II  faudra  donc  ajoiiter.  dans  le  second  cas,  la  demi-circonfereiice  du  cercle  ä  la 
valeur  de  ([^i.     Donc,  si  l'on  designe  par  ttj  une  quantite  teile  que  l'on  a 

TTj  =  0.        si    Bh>I^     et 
TTj  =  TT.        si     Bh<P, 

et  que  l'on  ajoute  ä  la  valeur  de  ^[  la  quantite  tc^,  on  ne  doit  pas  ajouter  de 
terme  constant  aux  developpements  des  fonctions  logarithmiques  par  lesquelles 
on  a  exprime  precedemment  les  angles  ^',  ^[,  cp2,  tjjg. 

On  a  determine  l'intersection  du  plan  des  cc'j  y'  avec  le  plan  invariable, 
ou  par  l'angie  ^  qu'elle  fait  avec  la  droite  fixe  dans  -ce  plan,  ou  par  1' angle  ^ 
qu'elle  fait  avec  la  droite  [oö]  mobile  dans  le  meme  plan,  les  deux  angles  etant 
lies  entre  eux  par  l'equation 

Les  angles  ^\,  ^'2 ?  4*3  etant  ceux  qu'avec  la  droite  [x)  fönt  les  intersections  du 
plan  invariable  avec  le  plan  des  y',  z' ,  celui  des  x ,  z  et  le  plan  instantane  de 
rotation,  nommons  respectivement 

les  angles  que  ces  memes  intersections  fönt  avec  la  droite  fixe  dans  le  plan  in- 
variable ,  on  aura  de  meme  : 

fs    =    ^3+'n^-^o)- 

Donc,  etant  pose 

42  ^ 
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011  aura  les  equations : 

.    -r./,      ,N  I    1   ,       0(ti4-ia) 


2t  0(^<  —  ia) 

Supposons  ä  present  qu'une  droite  (^j ;  tourne  uniformement  avec  la  vitesse 
angulaire  ¥^i  autour  du  point  fixe  dans  le  plan  invariable,  dans  le  meme  sens 
que  (x) ,  qui  est  oppose  ä  celui  dans  lequel  les  angles  cj;  sont  comptes.  Suppo- 
sons, de  plus,  que  cette  droite  dans  son  mouvement  de  rotation  soit  avancee 
d'un  angle  de  90^  par  une  droite  (yi)  tournant  autour  du  point  fixe  avec  la 
meme  vitesse  angulaire  '<Pi.  II  suit  des  formules  precedentes  que  les  intersections 
des  quatre  plans  avec  le  plan  invariable  fönt  des  rotations  oscillatoires ,  savoir 

1)  l'intersection  du  plan  des  ^v',  i/'  autour  de  {üd); 

2)  Celle  du  plan  des   i/',  z'   autour  de    (.t?,)  ou  autour  de  la  droite  opposee, 
Selon  que  Bh>  on  <l^; 

3)  Celle  du  plan  des  a^',  z'  autour  de  {^i) ; 

4)  Celle  du  plan  instantane  de  rotation  autour  de  (o?) . 

On  a  suppose  dans  ce  qui  precede  que  les  directions  des  intersections  des 
quatre  plans  avec  le  plan  invariable  coincident  avec  celles  des  projections,  sur 
le  plan  invariable,  des  axes  perpendiculaires  a  ces  plans,  apres  avoir  fait  un  tour 
de  90^^  dans  le  sens  convenu  de  leur  rotation.  Apres  la  meme  rotation  de  90**, 
les  droites  (x)  et  f^i)  coincident  avec  les  droites  ( j/)  et  (^i) ,  et  les  droites  {y)  et 
{i/i)  avec  les  droites  opposees  a  (o?)  et  ^a?i).  Les  projections  des  quatre  axes  sur 
le  plan  invariable  feront  doiic  des  rotations  oscillatoires, 

1)  la  projection  de  Taxe  des  z'  autour  de  (j/); 

2)  Celle  de  Taxe  des  oc'  autour  de  (j/i    ou  autour  de  la  droite  opposee,  selon 
que  Bh  >  ou  <  /^ ; 

3)  celle  de  Taxe  des  i/'  autour  de  la  droite  opposee  a  («rj) ; 

4)  Celle  de  Taxe  instantane  autour  de  (j/) . 
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Augmentant   t  de  ^  T,  l'argument  u  augmentera  de  Kj  et ,  par  suite ,  las 
fonctions 

0{u±ia).       (9{u±ia')     et     Gi(u±ia),       Qx{u±ia') 
se  changeront  les  uiies  dans  les  autres.     Nommant  donc 

0,     Ol,     0.2,     (h 
les  angles  que  les  quatre  projections  fönt  respectivement  avec  les  droites  mobiles 
autour  desquelles  elles  ont  leur  mouvement  d'oscillation ,  et 

(0),    (Ol),    (O2),    (O3) 
les  valeurs  que  ces  memes  angles  ont  apres  un  laps  de  temps  egal  au  quart  de 
periode ,  4^  T,  o\\  aura  d'apres  les  equations  precedemment  etablies  : 

(0)    =  O3,        (Ol)  =  O2, 
(O3)  =  0,        (O2)  =  Ol. 

La  Position  des  droites  (^),  (a?i),  (^) ,  (j/j),  et  des  droites  opposees,  est 
connue  pour  chaque  instant  du  temps,  puisque  ces  droites  tournent  uniformement 
autour  du  point  fixe  dans  le  plan  invariable  avec  des  vitesses  angulaires  donnees. 
II  suffira  donc  pour  determiner,  ä  un  temps  quelconque,  les  projections  des  quatre 
axes  sur  le  plan  invariable ,  de  connaitre ,  ä  ce  meme  temps ,  les  angles  qu'elles 
fönt  avec  ces  droites,  autour  desquelles  elles  fönt  respectivement  leurs  oscillations. 
li'on  tire  par  suite  des  equations  precedentes  le  theoreme,  que  si  l'on  connait 
ä  deux  temps  quelconques  distants  entre  eux  d'un  quart  de  periode,  -i-T,  les  po- 
sitions  de  la  projection  de  Taxe  des  z',  on  connaitra  immediatement  les  positions 
de  la  projection  de  Taxe  instantane  aux  memes  temps  et  reciproquement ,  et  que 
si  l'on  connait,  ä  ces  deux  temps,  les  positions  de  la  projection  de  Tun  des 
axes  des  x'  et  des  y',  on  connaitra  aux  memes  temps  les  positions  de  la  pro- 
jection de  l'autre. 

Des  trois  axes  principaux  celui  que  l'on  a  pris  pour  Taxe  des  z  ne  se 
couche  Jamals  sur  le  plan  invariable;  c'est  Taxe  auquel  se  rapporte  le  plus  petit 
moment,  quand  Bh>l^,  ou  le  plus  grand,  quand  Bh<P.  Cet  axe ,  comme 
on  voit,  est  accouple  en  quelque  sorte  a  Taxe  instantane,  de  meme  que  les  deux 
autres  axes  principaux,  ceux  des  o?'  et  des  1/',  sont  accouples  Tun  ä  l'autre. 

II  conviendra  d'appeler  1' angle 

-{t — ^0)    ^w 
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le  mouvement  moyen  de  la  rotation  o.scillatoire  du  corps,  et  les  angles 

-'P\t—h).  ''P\{t  —  h) 
les  mouvements  moyens  de  la  rotation  progressive  des  projections  des  quatre  axes  snr 
le  plan  invariable.  Ceci  convenu  .  oii  voit  par  cc  qui  precede .  que  les  projections 
sur  le  plan  invariable  de  deujc  axes  aecouples  ont  le  meme  mouvement  moyen  et  que 
Von  eonnait  Immediatement  ä  un  temps  donne  la  projection  sur  le  plan  invariable  de 
tun  des  acces  d'tin  meme  couple ,  si  l'on  eonnait  la  projection  de  Vautre  avant  ou  apres 
un  quart  de  periode,  ^T.     Oii  voit.   de  plus,   par  requation 

''P\it-t,)  =   ■<F{t—t,)±^~~{t  —  t,), 

que  les  mouvements  moyens  des  projections  des  deux  couples  different  Tun  de  l'autre  du 
mouvement  moyen  de  la  rotation  osciUatoire. 
Au  moyen  des  formules 


nd  log  H(ia)           mt 
da                  2K 

nd\ogQ{ia')           7t 
da'            ~    T 

nd\og&{ia') 
da 

'}id\ogHi{ia)           n- 
da           ~    2K 

nd\ogOi{;ia)          - 
da'            ~    T 

nd\ogS\{ia') 
da' 

et  en  substituant   '^I^  au  lieu  de    ■'/^■±-^-;    oii  tire  des  valeurs  donnees  ci-dessus 

des  quantites    '^F j-,  etc.,  les  equations  suivantes : 

-,.        l  -       d  los  0(ia) 


A  da 

B  da 


C  da 

?p'j_A  =  -j-^.  dlogei(ia') 
l  da 

Dans  le  cas  particulier  remarquable  oü 


on  aura 


''  =  'ti-i  +  i)' 


a  =  a'  =  \K',     . 
et,  par  suite. 
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On  aura  de  plus , 

^h-\-'h  =  --(■^^'+'Fi)(^-A))  — Ar. 
Soicnt  menecs  dans  le  plan  invariable  et  par  le  point  fixe  deux  droites  dont 
l'une  divise  en  deux  parties  egales  l'angle  que  fönt  entre  elles  les  projections, 
sur  le  plan  invariable,  des  axes  des  x'  et  des  z\  et  l'autre  l'angle  que  fönt  entre 
elles  les  projections,  sur  le  meme  plan,  de  Taxe  des  i/'  et  de  Taxe  instantane, 
les  deux  formules  precedentes  fönt  voir  que  dans  le  cas  particulier  oü  l'on  a 

J__L  J_    —    Jl.Jl.1L 

ces  droites  tournent  autour  du  point  fixe  uniformement  et  avec  la  vitesse  angu- 
laire    if-T^  +  Tr)'    ^"^  faisant  l'une  avec  l'autre  un  angle  de  45"  ou  de  135". 

Recherche  des  differentielles  d'bi,  (?(|;2,  ä^z- 
De  la  formule  (3.) 

A^p--\-B^q^ 
on  deduit  par  un  simple  echange  des  lettres  les  deux  autres 

^'t'i  =         B^q^-\-C^r^  ' 

Verifions  ces  formules  au  moyen  des  valeurs  trouvees  ci-dessus  de  cj^i  et  4*2?  ^t 
cherchons  en  meme  temps  la  valeur  de  ^'jig. 

D'apres  les  formules  donnees  au  commencement  de  l'article  precedent,  on  a 

,  .     .     1   ,       G{u-\-ia) 

2i     "^  &(u  —  m) 

,     ,    1    ,      H(ia4-u)     , 
4;    =  —nu±  -r  log  ~^. — — f  4- TUi 

,  .     .     1  1      Hi(u~\-ia)        . 

^  2^     '^  Hi{u  —  ta)       ^ 

,     ,    1  ,      Oi{u-{-ia) 
^  2i         t>x  [u  —  la) 
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OU 

'  _  ^  _  _  L  -  (noge(m) 

n  nA  da 

Cherchons  les  differentielles  des  quatre  equations  precedentes ,  u  etant  la 
seule  variable;  au  lieu  de  differentier ,  dans  chaque  cas,  par  rapport  ä  m,  le 
logarithme  du  quotient  des  deux  fonctions  aux  arguments  u  -\-  ia  et  u  —  ia,  on 
pourra  differentier  par  rapport  ä  ia  le  logarithme  du  produit  de  ces  memes 
fonctions.     On  obtiendra ,  de  cette  maniere ,  les  quatre  equations  suivantes  : 

^    ^ l__   d\ogie-\ia)  e{ii-\-ia)  e{u—%a)] 

du  nA  2da 

d^  ^ ^  _   a  log le-' (ia)  H(u  +  ia)  H{u— ia)] 

du  nA  2da 


d^  ^ Z_  _  d  log  [e-\ia)  Hx  (u  -f  ia)  Ei  {ii—ia)'] 

du  nA  2da 

d^  _  l     _  d\og[G-^(ia)Gi{u-{-ia)&iiu  —  ia)'] 


du  nA  2da 

Or  on  a  l'equatioii 

e-^{ia)  e{u  -f-  ia)  G{u  —  ia)  =  0-^(0)  0-(w)  [1— /v^sin^  am  (ia)  sin^amw] , 

et  l'on  en    deduit  aisement  les  trois  autres  analogues.     liemarquons ,  pour  cet 
efFet,  que  des  formules  connues  d'addition  l'on  tire  les  suivantes  [Fund.  §.  18): 

sin^  am  u  —  sin^  am  (ia) 


{u-\-ia)smsim(u  —  ia)  =  -, — ,„  .     ' — ,.  .    .  . 

1 — fr  sm'' a.m  (la)  sm^  i 

cos^  am  u  —  sin^  am  (ia)  A^  am  w 


cos  am  (u  -{-  ia)  cos  am  (u  —  ia)  = 
A  am  (^(  -\-  ia)    A  am  (u  —  ia)  = 


1 — Jc^ sin^  am  (ia)  sin^  am  u 

A^am^* — /t;^sin^am(ia)  cos^am?* 
1 — /.'^  sin^am  (ia)  sin^  am?« 


lesquelles  etant  multipliees  par   l'equation    precedente.  on    obtient  le   Systeme 
suivant  de  formules : 

0-2  (^ia)  s  (ii  _|_  ia)  Q(u  —  ia)  =        ß-^  (0)  0-  (u)  {l~¥  sin^  am  (ia)  sin-  am  «] 

0-2  (ia)  H(u  +  ia)  H (u  —  ia)  =    Je  0-^  (0)  0^  (u)  [sin ^  am  u  —  sin^  am  (ia)] 

0"^  (ia)  Hl  (n  +  ia)  Hi  (u  —  ia)  =  -j  0-^ (o)  0^ (?f)  [cos'^  am  u  —  sin^ am  (m)  A^ am  u] 

e-^ia)  ei(u-\-ia)  &r(u  —  ia)  =  -^0-2(O)02(?*)[A2am«i  — Z^sin^amCia^cos^am?/]. 
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Substituant  ces  formales  dans  les  equations  difFerentielles  precedentes  et  posant, 
pour  plus  de  simplicite, 

-;-  sin  am  {ia)  cos  am  (ia)  A  am  (m)  =  m , 


on  aura 


di^  l     _  Pmsin^amM 

~du         ~  nÄ  ~^   1 — k'''  sin^  am  (ia)  sin'^  am  u 

(?(|jj  l m 

du  nA  "*"  sin^amw  —  sin^am(«a) 

<?(|)2  l    _  mä^&mu         

du    ~  nÄ  '^  "cos'"^  am  M  —  sin^  am  (m)  A ^  am  w 

d^^  l     _  Jt^mcos^amw 

~du    ~  'nA  "^  "A^  am  w  —  ¥  sin'-*  am  (ta)  cos^  am  u 


Cr ,  on  a  trouve  ci-dessus : 

l       {A—B){A  —  C) 


+  It^m  = 


nA  A{B  —  C) 

Ai)   cos  am  u 

l  cos  am  (ia) 


R"  _   ^?   _         A  am  (ig)  sin  am  M  _  JB{A—C)  ^     sin  am  u 

^    ~  ~r  ~  co8am(m)  ""  ^  A{B  —  C)'  cosam(ia) 

rr  _    Cr_  _   +  sinam(M)AamM  ^    ±1^  JCjA  —  B)       Aam^ 
^    "~  ~r  ~   ~       icosam(m)  /c    V^(^— C)'  cosam(i 

d'oü  ron  tire  les  formules : 


72 

^2.j2_i__g2^2  ^ .-— -[1— Ä;2sin2am(ia)sin2amM] 

^     '        -^  cos''am(m) 

B^Q^4-C'^r^  =  ,.  ,   fsin^amM  — sin^amfm)] 

^    '  cos'' am  (2a) 

72 

C^r^-UA^p^  =  5 — —  [cos^amw  — sin2am(m)A^amM], 

'  cos'' am  («a) 

auxquelles  on  joindra  cette  autre  trouvee  ci-dessus : 

v^4-v'^  =  _??— —-fA^amria)  — Ä;2co82am(m)8in''^am«0 

'  cos^'am^ta) 

=  ,^    ,.  ,   [A2  am  M    —Jc'^  sin2  am  (ia)  cos'-^  am  w] . 

COS'' am  (m) 

Substituant  ces  formules  dans  les  valeurs  des  difFerentielles  des  quatre  angles,  et 
IL  43 
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remarquant  qu'on  a 

12  ,  A{B  —  C)(Äh  —  P)  ÄB(B  —  C)a'    .    AC(B  —  CAr^ 


^.  A{_B  —  C){Ah  —  V)    _    ÄB(B  —  C)q'       AC{B  —  CY 


kHosHm{ia)  {A  —  B)(A  —  C)     ~  A  —  C         ^        A—B 

011  trouvera,  en  mettant  ndt  au  Heu  de  u, 

d^  ^  _J l_      B{A—B)(f  _  l{Ap^-\-Bq') 

dt               A        A  '    A^p^-^B^q^  ~  A^p'-\-B'q^ 

d^  ^  _  J L     SU  —  S)q''+C(A  —  C)r^  _  l(Bq'-^Cr') 

■dt                A        A'               B^q^-^-C'^r^  ~  B^q^-\-C^r^ 

_^^_J l_      C{A  —  C)r^  _  _l(Ap^Gr^ 

dt               A        A  '  A^p^-\-C'^r^  ~  A^p^-^G^r^ 
%  ^  _  J_  _  n\A—B){A  —  C)         p^ 
dt               A                1{B  —  C)          '  4;2_|_y'2  • 

Las  trois  premieres  equations  peuvent  etre  deduites  d'une  d'entre  elles  par  le 
seul  echange  des  lettres.  On  donnera  ä  la  quatrieme  difFerentes  formes,  au 
moyen  des  equations 

72/   2    1       /2\  12/     2    ,       2    1       2n         72 

=  {B  —  CYq^r^-^{C—Ayr^p''-]-{A  —  Byfq', 

{A-B){A-C)p'  =  l'-(B-^C)h-i-Bc(v'-^v''+^), 

desquelles  on  tire,  apres  quelques  reductions  faciles,  les  expressions  suivantes 

de  -^: 
^^    dt 

(B-cy      {C-Ay      (A-By 

%  =  _7         ^p'       "^       Bq^      "^       Cr'         _       h       {Ah—P){Bh—P)iCh  —  P) 

^dt  •  {B-cy      {C-Ay      {A-By  -     i  abci\v' + v'') 

pi  f  g2  \  y'l 

expressions  symmetriques  et  qui  n'avaient  pas  encore  ete  donnees.  En  comparant 
entre  elles  les  deux  expressions  egales  ä  -^ ,  on  trouve 

,\B{A—B)<i^C{A^C)T'-']\C{B—C)r''^A{B—Ä)p'^{_A{C—Ä)p'^B{G—B)q^'\ 
"^  ABCp'q^r^ 

equation  identique  et  facile  ä  verifier. 
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Tableaux  de  valeurs  des  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece. 

Les  Ibrmules  de  l'article  precedent  fournissent  les  cquations  suivantes ,  au 
moyen  desquelles  les  qiiatre  angles    ^>,  ^^i,  ^2.  ^^3    sont  exprimes  par  des  inte- 
grales elliptiques  de  la  troisieme  espece  et  au  caractere  trigonometrique : 
/     ,     hl  \  d\ogG(ia)  1  ,       0(u-{-ia) 

r  k '  m  sin^  amn .  du 

Jq  1 — A;^siii^am(«a)sin^amM 

f      ,     lu  \,  d\ogO{ia)  1  ,       H{ia-{-u) 

_        d\ogH{ia)  1  e{u-\-ia') 

~  da'  '^  2i   ^  e{u  —  ia') 

r  mdu 

J  Q    sin''^  am  u  —  sin^  am  (m) 

/.     ,     lu    ,    ,   \  d\ogO(ia)  1  ,       Hi(u-\-ia) 

^  V^     '    An    '   ^  /  da  2?     *'  Hy  (u  —  ta) 

da'  2i    ^  Gi{u-{-ia') 


=  I. 


m  A^Simu.du 


0   cos^amw  —  siii^am(i«)  A^amw 


— /^.     ,     ^w  \  d\os&(ia)       ,     1  ,       Oi(u  —  ia) 


-  /. 


Ol  (u  +  ia) 

k^  m  cos^  Sim  u .  du 
0   A^amw  —  Ä;^  sin''' am  («a)  cos^  am  M 


La  double  expression  par  les  fonctions   0  des  angles   (}>i  et  ^2   se  tire  de  ce  que, 

si  a-{-a'  ==■  K',  I'on  a 

1  0{u  —  ia')         1  .       II{ia  —  u)     tzu 

2i"  ^^  &{u  +  ia')  "^  2^  ^^  H{%a-\-u)  '^K 

1  .      01  (m — ia')         1  .       Hi{u — ia)    im 

li   ^^  0,(M  +  m')  +"2^  ^^  Hx{u-\-ia)    ~~  "2Z 

d\ogQ{ia')  _,        d\ogH{ia)  ir 

da'  ^  da  ~  ~2Z 

c?  log  01  (ia' )    .       d  log  H\  (ia)  ir 

~~~d^^  ^  f?ä  ~  '2K' 

formules  dans  lesquelles  il  est  permis  d'echanger  entre  eux  a  et  a'. 

43* 
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On  obtiendra  des   expressions  analogues   et   de  la  meme  simplicite  que 
les  precedentes  pour  chaque  somme  des   quatre   angles    et    des  trois  quantites 

lu        lu       hu  j     .       '       hl  ..      ,.  •  j  ^ 

■yr-  >   -^— ;   -^    correspondantes  a    -^ —  •       (Jn   tire   ces    expressions   des  quatre 

equations  precedentes  en  y  ajoutant  les  produits  de  u  par  les  quantites 

.      H{ia)             ,.       0{ia') 
—    l  f  1  1^  °  0(ia)     H{ia')      cos  am  (ia)  A  am  (m) 


n\0        aJ 


da  da'  isinam(ia) 


_J_/1   1\  G{ia)     H{ia')     «ä;^  sin  am  (ia)  cos  am  («a) 

'^iiKbaJ  da  da'  A  am  (ia) 


,,      Hi{ia)  ,,       0i(ia') 


—  }_( ]^ ^^  0{ia)     H{ia')     *  sin  am  (ia)  A  am  (ia) 

n\l^        AJ  da  da'  cosam(ia) 

On  aura  ainsi  un  Systeme  de  seize  formules  analogues  entre  elles  et  au  moyen 
desquelles  on  exprime  chacun  des  quatre  angles  par  les  integrales  elliptiques  et 
les  fonctions  S  de  quatre  manieres  differentes.  Nous  allons  reunir  ces  seize 
formules  dans  un  meme  tableau  qui  sera  en  meme  temps  tres  utile  et  meme 
necessaire  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.  En  effet,  pour  chaque 
integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  et  au  caractere  trigonometrique , 


S; 


Hdu 


l-|-wsin^am?t  ' 

oü  H  est  ou  une  simple  constante  ou  une  constante  multipliee  par  l'une  des 
quantites  sin^amw,  cos^amw,  A~amw^  on  aura  par  ce  tableau  la  formule  la  plus 
propre  a  ramener  cette  integrale  aux  fonctions  0.  Dans  ces  expressions  par  les 
fonctions  0  on  a  separe  la  partie  periodique  et  la  partie  proportionnelle  ä  u. 
L'argument  u  etant  positif ,  toutes  les  integrales  reunies  dans  le  tableau  auront 
des  valeurs  positives ,  pourvu  qu'on  ait  a  entre  0  et  K',  ce  qu'on  a  suppose  dans 
les  recherches  precedentes.  Le  meme  tableau  donne  la  construction  mecanique 
des  seize  integrales  au  moyen  du  mouvement  propose ,  c'est  ;i  dire ,  de  la  rota- 
tion  d'un  corps  qui  n'est  sollicite  par  aucune  force  acceleratrice. 
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Tableau  de  valeurs  des  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece 
et  au  caractere  trigonometrique. 

[a'  =  K'—Q-] 

^  r  "  h^  sin  am  {ia)  cos  am  {ia)  A  am  {ia) .  sin^  am  u  du 

J Q  i[l — /b^  sin^ am  (ia)  sin-  am  ?/] 

_        d log G{ia)  1  G(u-}-ia)  _^,    ,     lu  \ 

r    sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  A  am  (ia)  du 
Jq  i  [sin''' am«  —  sin^am(m)] 

d\ogH(ia')  1  eiu-\-ia')  /      ,     hi  \ 

/*    sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  A  am  (ia)  .A'^amudu 

Jq  i[cos^; 


'  am  M  —  sin^  am  (ia)  A^  am  w] 

=        ^^og-H'(ia')  ^ Li^^  ^i(^— *«') 

da' 


1  ,       6/i(w — ta  )  f .     ,     lu  \ 


C  "  ¥^  sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  A  am  ( ia) .  cos  -  am  u  du 
Jq  i  [A-  am  M  —  Z.;^  sin^  am  {ia)  cos^  am  ?<] 

dlogejig)  1   .  ^_Öiiw  — w<)  _/  Zm\ 


C    tg  am  (ii 

Jn      ifl — l 


ia)  A  am  (ia) .  A^  am  u  du 


0    i  [1 —  Ä;^  sin-  am  (ia)  sin'''  am  li] 
;Hy{ia)  1  ,  ^_Ö(tHhia)     _  +  A    ,    hu\ 


f. 


tg  am  (ia)  A  am  (^ia) .  cos-  am  ^i  du 


Q        i[sin^araM  —  sin^  am  (ia)] 
rflog0i(ia')  1  0(w  +  ia')  _/,     ,    hu  \ 


^0   ^'D 


tg  am  (ia)  A  am  (ia) .  sin^  am  u  du 


'  [cos-  am  u  —  sin^  am  (ia)  A^  am  w] 
(^log0i(ia')  1  (-)i(u  —  ia') 


?(9i(ia)  1  r-;i(«*  — ?a)  _/  //«  \ 

___„_„  iog-^^^_^_  =  +V^^+7«;-+4-) 

r  //^  tg  am  (ia)  A  am  (ia)  du 

J Q    i [A^  am  u  —  /c-  sin''  am  (ia)  cos"''  am  u] 
d\ogHi(ia)  1  6>i(«  — ig)    _  ^/,     ,    ^^A 

da  "*       2i  '^^  0i(w  +  ia)    ~~V^3i-7.^^y 
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r^  k"^  sin  am  {ia)  sin  coam  {id) .  cos^  am  u  du 
Jo  *[1 — Ä'-sm^am(ia)  sin^amw] 

_        dlogGyjia)  1  Gju-^ia)     _  +(.,Ju^\ 

~  da  ^  2i   ^   G{u—ia)     "  "  V^  ^  BiJ 

j     sin  am  (ia)  sin  coam  (ia)  .A-amudu 


/»M 


11. 


^[sin-am^(  —  sin^am(m)] 
d\ogHilia)      ,     1  ,       G(u-\-ia')  _/,     ,     lu  \ 

f  "     Z;'"  sin  am  (ia)  sin  coam  (ia)  du 
Jq   i[cos^amw  —  sin^am(m)  A^amw] 

_        d\o^H,{ia') 1^        G,{u~ia^  /  lu_  \ 

-  da'  2i  ^^  Gi{u  +  ia')         ^  V'^  Bn  ^  ^  J 

r^  fc^  h'^  sin  am  {ia)  sin  coam  (ia) .  sin  am  u  du 
Jq       i[A^amt«  —  Z;^  sin^  am  (ia)  cos^  am  m] 

-         d^  2i  *^^  0i(w+m)  —  v^^  ^^y 


,      i  cotg  am  (ia)  A  am  (ia)  du 


dlogHiia)  1  e(^t  +  m)    _  +f .    ,   A^ 


Ä;^  sin^  am  {ia)  sin^  am  w 

j_  J_  1       G{u-\-ia)  

da         ^"^  21  ^^  6)(w-ia)     ~  ^  V'^  "^  "^7 

/" "  i  cotg  am  {ia)  A  am  (ia) .  sin  ^  am  u  du 
Jq  sin^amw  —  sin^am(ia) 

c;iog0(m')  1  G{u-}-ia')    _  +/     _lJ^_^^ 

da'         ^       2i*^^  G{u-ia')    "  "  V'^^  ^  C»z       N 

f^i  cotg  am  (ia)  A  am  (ia) .  cos"  am  u  du 
Jq       cos^am^t — sin^ am  (ia)  A'"* am M 

d\ogG{ia')       ,     1  ,      0i(m  — ia')  ,  /,     ,     lu  \ 

r    i  cotg  am  {ia)  A  am  (ia) .  A  ^  am  u  du 
Jq    A-amw — /i;^  sin^  am  (ia)  cos"^  am  i« 

ä\og H{ia)  l  Gi{u—ia)    _  +  A  j_A.V 

da         ^~  2i  ^^^  G,{u  +  ia)    ~  "  V^^i"  q^J 
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Les  trois  axes  principaux    ot  Taxe  instantane  etant  projetes  sur  le  plan 
invariable,  on  a  vu  que  les  quantites 


2i      ^   Q{ii  —  ia)  2i      ^  e{u  —  ia') 

1  ,      0\{u — ia)  1   .       01  (m  —  m') 

2i    ^^0i(w  +  «a)  '        ^^^^  0i(w  +  m7' 

dans  lesquelles  on  a  Slippose  a<K',  sont  Egales  aiix  ungles  desquels  s'ecartent 
les  moiivements  efFectifs  de  ces  projections  de  Icurs  mouvements  moyens.  Or, 
afin  que  ces  ecarts  de  part  et  d'aiitre  puissent  etre  regardes  comme  de  veritables 
oscillations  autour  de  droites  determinees,  toiirnant  iiniformement  autour  du 
point  fixe  dans  le  plan  invariable ,  il  faut  que  les  quantites  precedentes  ne  sur- 
passent  Jamals  ^tc.  C'est  ee  qiii  a  effectivement  lieu,  comme  on  demontre  de  la 
maniere  suivante. 

Et  d'abord  remarquons  quil  suftit  de  considerer  ime  seiile  des  quatre 
quantites  precedentes,  puisque  les  trois  aiitres  en  derivent,  en  changeant  u  en 
u-\-K  Oll  a  en  K' — a  ou  en  meine  temps  u  en  u-\-K  et  a  en  K' — a, 

Les  quatre  quantites  s'evanouissent  poiir  ^*  =  0  ,  +  K,  +_  IK,  etc. ;  elles 
ne  changent  pas  de  valeurs  lorsque  u  augmente  de  2Ä;  elles  prennent  des 
valeurs  oppos^es,  si  l'on  change  u  en  — u  ou  2K  —  u.  C'est  ce  qui  suit  des 
formules 

0  (m)  =  6>(— w)  =  0{2K—u). 

II  suffira  donc ,  pour  connaitre  toutes  les  valeurs  des  quatre  quantites ,  de 
supposer  u  entre  0  et  K. 
Faisons 


2Kx 

U    =    ; 

a  =  hK\ 

oü  b<]  ,  on  aiira 

.a    __          .K' 

=  —\h\o^q, 

2K    ~  •'        K 

et,  par  suite, 

1 

2^ 

log 

1- 
1- 

-(u-ia) 

.     ^        2'"-^  sin  2a: 
Are  tg  -— ^ -. 

1 

2i 

log 

1- 
1- 

—  {u+ta) 
_qmQK 

—  -=  {n—ia) 
-ging      K 

9'»+^  sin  2a; 
— Are  tg  -~ — -7-, — 

&  l_g^«+6cos2a; 
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En  donnant  ä  m,  dans  ces  deux  equations,  toutes  les  valeurs  des  nombres 
positifs  entiers  impairs,  on  aura,  d'apres  le  developpement  en  produit  infini  de 
la  fonction  &  [Fund.  iV.  ^.  61), 

_i  Ine-  .^Mli«! 
2i    ^  e{u  —  ia) 

.      ,        0^+*  sin  2a;            .     "         o^+*sin2a;           .      ,        0^+'' sin  2a; 
—  Are tff ■■        ,  I , Are te  ,       „,, r^ Are tg -— ^^ — ^^^ ^ • 

Comme  on  suppose  que  pour  u  =  0  ou  a?  =  0  la  quantite 

1  ,      0(^-1-'^'«) 
~2i  ^^  e{u—iä) 

s'evanouisse ,  on  pourra  aussi  supposer,  dans  le  developpement  precedent  de  cette 
quantite,  que  pour  jr  =  0  chaque  Are  tg  s'evanouisse  separement  et  ne  devienne 
pas  un  multiple  de  +%.     Dans  tous  ces  arcs  compris  sous  la  forme  generale, 

.     ^        «"sin  2a; 
Are  tg  —-2 -— ; 

&  1—2"  cos  2a; 

les  exposants  n  sont  positifs  puisqu'on  a  suppose  6  <  1 ;  on  aura  donc  ^^  <  1  et, 
par  suite,  aucun  de  ces  arcs  ne  saura  atteindre  la  valeur  ^tc,  leurs  maxima, 
abstraction  faite  du  signe,  etant 

Are  sing**; 

comme  on  voit  aisement  par  la  differentiation.  Lorsque  u  est  entre  0  et  Ä" 
ou  X  entre  0  et  ^tu,  comme  il  est  permis  de  supposer  d'apres  la  remarque  faite 
ci-dessus,  tous  ces  arcs  auront  des  valeurs  positives.  Si  Ton  ordonne  le  deve- 
loppement de  maniere  que  l'exposant  w,  dans  les  termes  successifs,  ait  des 
valeurs  toujours  croissantes,  ces  termes  decroitront  et,  en  meme  temps,  leurs 
signes  alterneront  constamment,  d'oü  suit,  d'apres  un  raisonnement  connu,  que 
l'on  aura  une  valeur  trop  grande,  lorsque  le  developpement  est  continue  jusqu'a 
un  terme  quelconque  positif,  et  que  l'on  aura  une  valeur  trop  petite,  lorsque 
le  developpement  est  continue  jusqu'a  un  terme  quelconque  negatif.  Par  suite, 
en  reunissant  les  deux  premiers  termes ,  on  trouve  que  la  valeur  de  la  quantite 
logarithmique  proposee  est  positive  et  comprise  entre  les  deux  quantites 

.  q^-^  sin  2a;  {q^-^ — 2^+*)  sin  2a; 

^^  ^  \~q^-Ho^2x'       Arctg  i_^^i_ö_j_^i+6-)^.^jg2a;-f-2^  * 
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Oll  aura  donc,  lorsque  a  est  entre  0   et  K',  la  quantite  proposee 

1  ,       G{u-\-ia)       ,       .     ,   , 

et  la  meme  quantite  pourra  toujours  croitre  au  delä  de 

1 — q^ 

valeur  maxmmm  de  la  somme  des  deux  premiers  termes.  De  meme,  les  trois 
autres  quantites  logarithmiques  seront  <  Are  sin  q^~^'  ou  Are  sin  (j"  et,  par  suite,  <  ^tc, 
f.  q.  f.  d. 

On  aurait  pu  deduire  la  meme  consequence  d'une  quelconque  des  formules 

(7.)?  (8-)'  (ll*)'  (l2-)>  ^^  tableau  presente  ci-dessus.  En  efFet,  ces  formules 
donnent 

1  ,      B\{u  —  m')  __    Tzu  d\ogGi(ia)  f^  Jc'^ sin a cos a. du 

2i  ^^  Gi{u-{-ia')  ~  '2K  d^         ^*     Jo    A(a,  ]c')[l—^\a,  Je')  sin^am««] 

TM  dlogHi{ia)      /*    h'^ sin  a  cos a  A (a,  Je') .  sin" am u du 

2K  da  Jq  1 — A^  (a,  Je' )sm^Simu 


.       01  (w  —  ia)    Till  d\ogIIi{ia')     f        Je" Je' "^ am acoBa.si 

^^  010«  + «ö)    ~  "2Z  W  ^^ ~Jo    A{a,k')lA\a,¥)- 


sin  amudu 


2i     «=  0i(w  +  «a)  2K  da'  J^    A(a,  Ä;')[A2(a,  yj;')  — Ä^sin^amM] 

TM  d\ogQ\{ia')  f^  Jc'^ smacoaaA(a, k'). du 

2K  da  Jq     A'{a,Jc')  —  Äj^sin^amiT' 


oü  Ton  a  pose 

a  =  Sim(a,Je'). 


-KU 


et  oü  les  deux  quantites  ä  retrancher  de  -^^  sont  positives ,  lorsque  u  est  positif. 

La  valeur  4-7c  pourra  etre  atteinte  ou  meme  surpassee  par  deux  des  quatre 
quantites  logarithmiques,  dans  les  cas  oü  Ton  a 

a  =  K',      a'  =  0     ou    a'  =  K',      a  =  0. 

C'est  ce  qui  suit  en  remarquaiit  que  des  formules  donnees  ci-dessus , 

1  0(m  —  ia)  1  ,       H(ia' — ti)     tm 

^  ^^  e{u-]-ia)~  +  2i   ^^  H{ia'-{-u)    ~  ^K 

1  ,       0i(m  —  ia)  _i_   1   1      H\{u — ia')   tu 

'%  ^^^  Qx{u  +  ia)  '^  ^  ^  Hl  {u -f- ia')   ~  ^K' 
II.  44 
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Ton  tire ,  en  faisant  a  =  0 ,  les  valeurs 

1  ,      eju  +  JK')    _    ^{K-u) 
2i     ^  Q{u—iK')    ~~        2K 

1  .      Oi(u — iK')   Tzu 

9i     ^^  ~^ 


2i     ^  Giiu+iK')   ~  Yk' 
lesquelles  deviendront  egales  ä    ^tc  ,    quand  on  fait  respectivement   u  =  0    ou 
u  =  K.     Lorsque  a  devient  0  ou  K',  il  ne  sera  donc  plus  possible  de  supposer, 
comme  ci-dessus ,  que  pour  u  =  0    toutes  les  quatre  qiiantites  logarithmiques 
s'evanouissent. 

Du  developpement  precedemment  donne  on  deduit  les  trois  autres  ana- 
logues ,  en  mettant  ou  ^tc  —  o?  au  Heu  de  <2?,  ou  1  —  ö  au  Heu  de  b,  ou  faisant 
Tun  et  l'autre  changement.     On  aura  ainsi  les  quatre  formules : 

2i   "^  e(u  —  ia) 

*,^.„     2^-* sin 2a;  gi+^sin2^        ,    ,     ^        (73-igin2a; 

2i   "^  e(u  —  ia') 
A..^-^       g^ sin 2a;  32-&gin2a;        ,    ,     ^        q^+Hm2x 

2i     ^  0i(w  +  m') 
A,..f».       g'' sin  2a;  (?2-/>giß2a;        ,    ,     ,        32+isin2a; 

=  ^'''^~H¥coi2r--^'''^  lif-^co8^'  +  ^''S  l+,24-.cos2a;  -  "> 

auxquelles  on  joindra  les  suivantes  : 

(^log0(*a)    TT  l     q^~^  q^+'>  g^-i 

da  ~  'K\l—q^-''  ~  T^^-^^H^  ~^  1—^3-6 

dlogQi(m)    _  Ji(_g^~^  g^"*"*       1        g^~*  I 

da  ~  T'jr+Y^"'  l+gi+''  "^Tf^^  i 

(?log6)(m^)   _     TT  (     g''  ^2-?,  g2+6  gi-i 


da'  K]l—q^       i—q2-b^i_q2~h       i__g^-b  ^ 

d\ogGi{ia')  ^.    71  (     q^     __     g2-ft  ^2+6     ^     g-t-s 
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Les  quatre  dernieres  formules  jouissent  de  la  meme  propriete  que  les  quatre 
precedentes,  de  donner  alternativement  des  valeurs  trop  grandes  et  trop  petites. 

Ajoutons  quelques  remarques  sur  la  nature  et  l'usage  du  tableau  de  for- 
mules presente  ci-dessus. 

Si  l'on  reduit  a  la  forme 

f{l-\-nsm'^a,mu), 
oü  f  est  un  facteur  coiistant ,  les  denominateurs  des  difFerentes  fractions  qui  dans 
les  formules  du  tableau  se  trouvent  sous  le  signc  d'integration ,  on  a  les  quatre 
valeurs  suivantes  de  n  ou  du  parametre  des  integrales  de  la  troisieme  espece : 
1.  n  =  — Ä;-sin-am(2V<)   =    h^tg^sim.(a,Jc')   =  cotg'^am(a';^''); 


n  = 


A^am(m)  h^ 

n  =  —  ■ 2 — rT~  ^=  —  A^ am («; Ä;  )    =  — 


cos'^am(?:a)  ^'     ^  A^a,m{a',k') '' 

.  Ä;^cos-am(m)  Ti^  _       ,,-,,. 

A^am(za)  A^am(a;^)  ^   '     ^ 

Lorsque  le  parametre  n  est  une  quantite  quelconque  positive ,  on  peut  lui  donner 
IndifFeremment  l'une  ou  l'autre  des  deux  premieres  formes,  et  l'on  peut  lui 
donner  IndifFeremment  l'une  ou  l'autre  des  deux  dernieres  formes,  lorsque  ce 
parametre  est  une  quantite  negative  entre  — 1^  et  — 1.  Dans  Tun  et  l'autre 
cas,  les  deux  formes  d'un  meme  parametre  se  changent  l'une  dans  l'autre,  en 
mettant  K! —  a  au  lieu  de  a,  on  pourra  donc  toujours  faire,  entre  les  deux 
formes  du  parametre,  un  tel  choix  que  l'on  ait  a<i\T^' .     Or 

tg2am(i^',^')  =  y,       L''2.m{\K',y)  =  l, 

donc,  si  l'on  veut  que  la  valeur  de  a  soit  comprise  entre  0  et  \K.'  et,  par  suitc, 
Celle  de  h  entre  0   et  4^ ,  on  aura  cette  regle  que  l'on  doit  poser 

1.  w  =  —  Z;^sin^am(m),    lorsque  n  est  entre  0   et   /c; 

2.  n  = r-r. r^T— •   lorsque  n  est  entre   ^  et  00: 

sm-am(?a)  ^  ' 

3.  n  = s — \.\    ,  lorsque  n  est  entre  — 1  et  — Z;; 

cos-^am^m) 


n  = — ,.\  ^  ,  lorsque  n  est  entre  — Je  et  — fr. 

A^am(ia)     '         ^ 
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Soit  propose,  k  present,  de  reduire  aux  fonctions  0  une  integrale  au 
caractere  trigonometrique , 

/Hdu  . 

le  numerateur  H  sous  le  signe  d'integration  etant  une  quelconque  des  quantites 

1,        sin^amw,        cos^amM,        /l^amu, 
multipliee  par  une  constante ;  si  d'apres  la  regle  enoncee  l'on  donne  ä  la  valeur 
de  n  la  forme  correspondante  ä  l'intervalle  dans  lequel  se  trouve  compris  ce  para- 
metre ,  on  connaitra  par  cette  forme  de  n  et  par  celle  du  numerateur  H  la  for- 
mule  du  tableau  ä  prendre  et,  dans  cette  formule,  l'on  aura  toujours  a<^K'. 

Les  integrales  comprises  dans  les  formules  (1.),  (4.),  (9.),  (12.)  du  tableau 
s'evanouissent  pour  k=  0  ou  ^  =  0.  Pour  tirer,  dans  ce  cas,  les  valeurs  des 
autres  integrales  des  formules  du  tableau ,  on  remarquera  que ,  K'  et  b  passant 
pour  ce  meme  cas  a  l'infini,  l'on  a  logq  =  — 2K'  et,  par  suite, 

ce  qui    etant   substitue   dans   les    developpements   donnes    ci-dessus,    on   aura 
pour  Ä  =  0  : 

1  ,       H{ia' — u)     1  ,      IIi{u  —  ia')  d\ogII(ia')  d\ogHi{ia') 

2i  ^^  H{ia'-\-u)     ~       "2*"  ^^  Ä(«*  +  m')  ~  **'  da'        *  da'  "^ 

1  ,       ©(u-j-ia')    J_,       H{ia  —  u)  .  e-^'^8m2u 

2i  *^^  0{u-ia')    ~       "2^'^^  Hiia-j-u)       ''  ~  ^^^^^  l-e-^-cosWc 

1  ,      0i(u  —  ia')  1  ,     *Hi(u  —  ia)    ,  .     ^       e~^'^8m2u 


2i     ^  ©i{u-\-ia')  2i     ^  Hi{ii-\-ia)    '  ^  l+e-2«cos2e« 


dlogejig')    _         dlogH(ia)  _      2e-^ 

da'  [da  ^1 — e~^' 


d\ogOi{ia')   d\ogHi{ia)  2e 


.—2a 


da'  da  l-f-ß"^* 

Nous  allons  rendre  complet  le  Systeme  des  formules  les  plus  propres  pour 
ramener  aux  fonctions  ©  les  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece,  en 
joignant  ci-dessous  les  formules  relatives  aux  integrales  au  caractere  logarithrnique, 
formules  que  Ton  deduit  aisement  ou  de  celles  etablies  dans  le  tableau  precedent 
en  mettant  a  au  lieu  de  ia,  ou  directement  des  formules  demontrees  dans  les 
Fimdamenta  Nova. 
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Tableau  de  valeurs  des  integrales  elliptiques   de  la  troisieme  especc 
et  au  caractere  logarithmique. 

f    Jc^  sin  am  a  cos  am  a^  A  am  a .  sin^am  u  du  d\og©(a)  0(w-f-a) 

Jq\  1 — Psin^araasin^amet  da  ^  ^^  ©{u — a) 


3. 


4. 


Jc^  sin  am  a  cos  am  a.cos^&mu  du dlog©i{a)  ©{u-\-a) 

Aama(l — fc^sin^amasin^ami«)  da         ^   •   ^  ^^  ©(^ — a) 


/*" tgamg Aama.A^am^<(?^^  d\ogRx{a)  .      .  ©{yi.-\-d) 

Jq               1 — ^^sin^amasin^amw                                 da  '    '^  °  0(u — a) 

Aamacotgama.(?e<  dlogH{a)-  j,  &{u-{-a) 

0              1 — ifc^sin^amasin^amw                                 da  ^  ©{u — a) 


f 

pV 

ph 


sin  am  a  cos  am  a  A  am  a .  du 
sin^  am  a  —  sin'^  am  u 

sin  am  a  cos  am  a .  A^am  m  du 
A  am  a  (sin*  am  a  —  sin'-^  am  u) 

tgama  A  ama .  cos^am««<Z«« 
sin^ama — sin^amw 

A  am  a  cotg  am  a .  sin^  am  u  du 


<?log0(a)^_^^,^gÄ(a+«) 


da 

d\ogGi{a) 

da 

dlogHi(a) 

da 

d\ogH(al 

l  sin^  am  a  —  sin^  am  u 


da 


u  +  ^log 
u  +  |log 

M-l-ilog 


H(a — u) 

H(a  +  u) 
JI{a  —  u) 

H{a-i-u) 
H(a — u) 

H{a-\-u) 
H{a  —  u) 


8*. 


f^         sinamacosama Aama.(?M  d\og©{a)    ,-, ^.Lii      ^(^ -t~ ^) 

J„  sin^amw  —  sin'' am  a  da  H{u  —  a) 

r 


sin  am  a  cos  am  a .  A^  am  m  (iw 
A  am  a  (sin^  am  u — sin^  am  a) 

tgama  Aama.cos'^amwt^w 


(?logfii(a) 


sm^  am  M  —  sm-  am  a 


(^-w)+ilog 


H{u — a) 

R{u-{-a) 
H{u  —  a) 


r 

r^       'Aamacotgama.sin^am^«(?w  dlogH{a)   .„      ^_J_ll      -B^(^  +  <^) 

Jm  sin^amw  —  sin^ama  da  "*        If{u  —  a) 
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II  parait  qiie  l'on  pourrait  se  passer  entierement  d'une  notation  particuliere 
des  integrales  elliptiqiies  de  la  troisieme  espece.  Leurs  valeurs,  en  effet,  ex- 
primees  par  les  fonctions  &,  sont  assez  simples  pour  entrer  elles-memes  dans  le 
calcul  et  Sans  se  cacher  sous  une  notation  laquelle  ne  saurait  mettre  en  evidence 
ni  leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison  intime  entre  leur  argument  et  celui 
du  parametre  ni,  enfin,  leur  decomposition  en  deux  parties,  l'une  proportionnelle 
a  leur  argument  et  l'autre  periodique. 

Pour  la  meme  valeur  de  la  fonction  elliptique  sin^amw  les  integrales 
elliptiques  de  la  troisieme  espece  et  au  meme  argument  u  peuvent  augmenter 
des  multiples  de  trois  quantites  constantes  et  independantes  entre  elles.  En  effet, 
la  fonction  sin*  am  w  ne  changera  pas  de  valeur  pendant  que  les  integrales 
elliptiques  de  la  troisieme  espece  dont  une  valeur  est 

d\o^e{a)  Q{u-{-a) 

da  '      ^^  e{u-a) 
ou 

__  d\o^e{ia)     _  l         Q{ii-{-ia) 
da  2i^Q{u  —  ia)' 

prendront  toutes  les  valeurs  comprises  sous  les  formes  generales 

ä\o^e{a)  ^         eiu  +  a)  2Mlog0(a)  (2K'd\og9{a)       ^a\ 

da        -^-^^^S  Siu-a)-^'''  da  +*^*V  Ta  ^k)^'''  '^' 

d\oge{ia)  1        öQt  +  m)    ,  ^„  2Kd\o^e(ia)  (2K'd\o^e{ia)      ^«A   ,  „,.^ 

m,  m,  m"  designant  des  nombres  entiers  positifs  ou  negatifs  quelconques.  C'est 
ce  qui  resulte  de  la  multiplicite  des  valeurs  du  logarithme  et  de  ce  que  la 
fonction  Q[u)  ne  change  pas  de  valeur  lorsque  u  est  augmente  de  2K  et  qu'elle 
est  multipliee  par 


-<r\ 


lorsque  u  est  augmente  de  liK'  [Fund.  §.61.  (8.)). 

Les  expressions  precedentes  fönt  connaitre  les  trois  constantes  dont  les 
multiples  peuvent  etre  ajoutes  aux  valeurs  des  integrales  proposees  de  la  troisieme 
espece ,  et  l'on  voit  que  de  ces  constantes  une  est  reelle  et  deux  imaginaires  ou 
deux  reelles  et  une  imaginaire  selon  que  l'integrale  a  le  caractere  logarithmique 
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ou  trigonometrique.  II  suit  de  lä,  par  uu  raisonnement  connu,  que  teile  est  la 
Variete  des  valeurs  de  ces  integrales  que  si  l'on  ramene  chacime  d'elles  ä  la  forme 
P-{-iQ,  oü  P  et  Q  sont  des  quantites  reelles,  l'une  des  quantites  P  et  Q 
sera  arbitraire  ou  pourra  approcher  indefiniment  d'une  quantite  donnee  quel- 
conque ,  les  valeurs  de  l'autre  formant  une  serie  arithmetique ,  et  celle  de  ces 
quantites  qui  restera  arbitraire,  sera  ou  P  ou  Q,  selon  que  l'integrale  a  le 
caractere  trigonometrique  ou  logarithmique  *). 

Le  resultat  precedent  peut  etre  etendu  a  l'integrale  plus  generale 


/i 


dx 


{x  — a)  S/oL-\-^x-\-  Yic^-j-  ^x^-\-  ex* 

dans  laquelle  a^  a,  ß,  y,  ^,  £  sont  des  constantes  reelles.  Si  l'on  ramene  chacune 
des  valeurs  dont  cette  integrale  est  susceptible  ä  la  forme  P-\-iQ,  la  quantite 
arbitraire  sera  ou  P  ou   Q  selon  que  la  constante 

a  +  ßa  +  Ya'+Sa^+s«* 

est  negative  ou  positive. 

Si  ce  n'est  pas  la  fonetion  sin  am  m  mais  l'argument  u  lui  meme  qui  est 
donne ,  l'indetermination  des  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece  ne  peut 
naitre  que  de  la  multiplicite  des  valeurs  du  logarithme  qui  entre  dans  l'expres- 
sion  de  ces  integrales  par  les  fonctions  &.  Ce  dernier  cas  a  lieu  dans  l'application 
que  l'on  vient  de  faire,  de  ces  integrales,  au  probleme  mecanique  propose, 
l'argument  u  y  etant  proportionnel  au  temps  qui  dans  les  problemes  de  mecanique 
est  considere  comme  la  variable  donnee. 

Remarquons,  en  finissant,  que  les  fonctions  elliptiques  dont  l'argument 
est  proportionnel  au  temps,    manifestent  ici  geometriquement ,    d'une  maniere 


*)  J'avais  fait  connaitre  autrefois  aux  eleves  g6ometres  de  l'universite  de  Koenigsberg  ces  affections 
fondamentales  des  integrales  elliptiques  de  la  troisifeme  espfece  par  lesquelles  la  nature  de  ces  inte- 
grales est  rapprochee  de  celle  des  integrales  Abeliennes  ou  hyperelliptiques.  Cest  ce  qui  a  engage 
M.  Rosenhain,  l'un  de  ces  eleves  dont  cette  universite  se  glorifie  ä  juste  titre,  a  soumettre,  dans 
une  these  academique,  les  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece  au  m^me  traitement  analytique  que 
j'avais  propose  pour  les  integrales  Abeliennes.  Depuis,  ce  savant  geomötre  est  parvenu  ä  etablir  d'une 
maniere  explicite  les  fonctions  qui  dans  la  premiäre  classe  des  fonctions  hyperelliptiques  jouent  le  röle 
des  fonctions  0,  grande  et  belle  decouverte  qui  vient  d'etre  couronnee  par  l'academie  des  sciencea 
de  Paris. 
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singuliere ,  leurs  deux  periodes  l'une  reelle  et  l'autre  imaginaire.  Les  axes  des 
X  et  y  etant  ceux  des  axes  prineipaux  qui  se  couchent  alternativement  sur  le 
plan  invariable ,  on  a  vu  qu'il  y  a  une  correlation  entre  ces  axes  et  une  autre 
entre  celui  des  z  et  Taxe  instantane,  correlations  lesquelles  correspondent  l'une 
et  l'autre  ä  la  periode  reelle  des  fonctions  elliptiques.  Mais  il  y  a  aussi  des 
correlations  semblables  des  axes  des  x  et  y  avec  Taxe  des  z  et  Taxe  instantane 
et  ces  correlations  repondent  a  la  periode  imaginaire  des  fonctions  elliptiques  ou 
ä  une  augmentation  du  temps  d'une  constante  imaginaire. 

Berlin  Hotel  de  Londres  le  17  Mars  1850. 
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Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd,  42.  p.35 — 40. 


IL  45 


AUSZUG  EINES  SCHREIBENS  VON  C.  G.  J.  JACOBI  AN  E.  HEINE. 


Gotlia,   den  10,  Januar   1851. 

Sie  haben  in  Ilirem  „Beitrag  zur  Theorie  der  Anzielmng  und  der  Wärme" 
im  29*^*^  Bande  des  mathematischen  Journals  eine  neue  Lösung  der  von  Lame 
behandelten  Aufgabe  darauf  gegründet ,  dass  der  Ausdruck 

[sin  Ti  -f  i  cos  r,  cos  {$■  —  •\>)']  "  =  X„ 
der  partiellen  Differentialgleichung 


dz\         ös; 


genügt,  wenn 


und  ferner 


6  eine  Avillkürliche  Constante  bedeutet 

ist,  wo  h<c  gegebene  Constanten  sind ;   endlich 

P1P2 


sinx  = 


cos  r,  COS 


COS  T  sin  ^+  =  — -^ ^*-^^^— : — ^- 

ist. 

Icli  habe  mir  hier  erlaubt,  die  in  meiner  »particidären  Lösung«  im  3  0^®^ 
Bande  des  .lournals  angewandte  Bez(^iclinung  beizubehalten  und  für  Ihre  Winkel 
•^  und   cp  respective  ^iz  —  y^  und   ^  zu  schreibc^i.      Setzt  man,  wie  dort 

c^\  =  K  —  r^,       cz,  =  v^, 

45* 
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und  bezieht  die  elliptischen  Functionen  auf  den  Modul 


h  =    ^-\J7' 


b\ 


so  ist 


P2  =  c^tgam(«y2) 


woraus 


1       ,  ..       X 

sin  Tj  =  -^  ji  am  v^  tg  am  [xv^ 

cos  am  y, 

cos  -/;  cos  ^  =:  -- 


cos  am  (w.,) 
sinam^'i  Aam(/'y,) 

folgt.     Es  wird  ferner  die  partielle  Differentialgleichung  zu 


cos  Y,  sin  ^  =  y^^- 

cos  am  [wA 


-.— 2"-  +  -~i-  +  n  (n + 1)(A^  am  v^  +  Ic'^  tg^  am  (iv^))  X„  =  0 . 


1  '-"'2 


Es  wird  Ihnen  vielleicht  nicht  ganz  uninteressant  sein ,  zu  sehen,  wie  man 
mit  Hülfe  der  elliptischen  Additionsformeln  durch  einfache  Betrachtungen  von 
dieser  Differentialgleichung  mit  Nothwendigkeit  zu  dem  obigen  Ausdruck  von 
X„  gelangt,  wenn  man  die  alleinige  Voraussetzung  macht,  dass  X„  die  n^^ 
Potenz  einer  von  ?i  unabhängigen  Function  sein  soll. 

Ich  führe  zuerst  an  die  Stelle  von  v^  und  v.2  als  unabhängige  Variabele 
die  Gröfsen 

ein.     Es  wird  dann 


V 

1  +  ^ 

?2    =    IV, 

V'j  —  ZV^    =    IV 

d'Xn 

= 

dtv'' 

d'Xn 

dvl 

= 

d'X              d-^X„ 

und  daher  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
Es  sei  jetzt 


d^  X 
^■ä^'^+'H>«+l)(A'am.,  +  /,'^tg'amiy2)X„  =  0 


Xn    =     U-\ 
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SO  wird 

^^X.       _  „TT-("+l)     ^^ 

dto  dio  ^     '     ^  dw     dtv  dw  dw 

Wenn  man  den  letzten  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  substituirt,  so 
sieht  man ,  dass  für  den  besondern  Fall ,  wo 

dw'dtv"  ' 

der  Exponent  n  aus  ihr  gänzlich  herausgeht,  und  dass  umgekehrt,  wenn  es  eine 
Lösung  X„  =  C/~"  geben  soll ,  in  welcher  U  von  n  unabhängig  ist ,  die  vor- 
stehende Gleichung  stattfinden,  d.  h.    U  die  Form 

U  =^  U'+U" 
haben  muss,  wo   U'  eine  Function  bloss  von  iv,  U"  eine  Function  bloss  von  iv" 
ist.     Für  diesen  Fall  verwandelt  sicli  durch  die  Substitution 

in  welcher  U'  eine  Function  bloss  von  w'y  ü"  eine  Function  bloss  von  w"  ist, 
die  partielle  Differentialgleichung  in  die  folgende : 

aus  welcher  n  ganz  herausgegangen  ist. 

Es  ist  jetzt  der  wichtige  Umstand  zu  bemerken,  dass  sich  der  Ausdruck 

A^  am  Wj  +  ^^'^  tg^  am  (iv^)  =  -y  (Pi  —  P2) 

auf  eine  einfache  und  rationale  Art  durch  die  elliptischen  Functionen  darstellen- 
läfst,    deren   Argumente    w'  =  v^-^-iv^^  und    w"  =  v^  —  iv,,    sind.       In  der  That 
hat    man   zufolge    der   in    den   Fimdamentis  §  1 8    gegebenen   Additionsformeln 
(11.)  und  (33.) 

N{l-\-Aam'w'  Aarnio")  =  A-9kmv^-^X^Sim(iv^) 
iVco8(amw' — am  2t?")  =  cos^  a-m  {Iv^)  —  siii^am(iy^,)  A^amt^j, 

wo 

N=  1 — Jc's\n^SimVjSin^3im{w^) 
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ist.     Es  folgt  hieraus 

iV  Aam«(;'Aam?('"  =  A^am«;^  —  PsiD-am(/«;2)cos"-amv^ 

I  =  H'Simv^Gos^  Sim.{iv^)-\-k''sm'^siTü(iv.^), 

iV[l+cos(amw' — amw;")]  =  2  cos- am  (^2), 

und  es  ist  daher 

rv   A ...'    A ..." 

77^-  =  A  am r j -j- /.'' tg" am (iv^) . 


l.-f-  cos  (am  tu' —  am  w") 
Die  zu  erfüllende  partielle  Differentialgleichung  wird  daher 

du'   du"     ,fjT'4_Tj"\2  Aam?f;'Aamw" 

"dw^   öw"'"^^     ^      ^*  l+cos(amM;'— am*t;") 

Da  U'  eine  Function  von  w'  und  U"  eine  Function  von  iv"  ist,  so  kann 
man  auch  U'  als  Function  von  e'^""'  und  ü"  als  l^^mction  von  e'"""^""  betrachten. 
Setzt  man 

so  wird 

dU'        .,,       ,  ,,  dir 


div  'dt', 

äü"  .,  ,r.,dU" 

—  vAamir  .t     ^.„    t 


und  daher 


Es  folgt  hieraus 


d'W"  —         •  -        ^^n 

(f'J-f'f 

l-|-cos(am?r' — amit")  ==  ^-^.,'„   - 


dv  dU"  _  /fr-K7"Y 
aF~  dt"    ~  V  r^t"  ) 


und  wenn  man  hintereinander    nach  t'  und  t"  diücrentiirt, 

dt'  dt"        "*"  dt"  dt' 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  gleichzeitig 

dT-  -'—^-^     ^"^    W'"—  =-'—W^ 
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ist,  WO  a  eine  Constante  bedeutet.     Die  Integration  giebt 
V  ar    ~  t'—a'  V  dt"        t"^  rj. ' 


ü'  =  —  ,;  '    +7'.       r/"  '  ' 


WO  |3',  ß",  y'?  Y  "    ebenfalls  Constanten  sind.      Substituirt  man  diese  Wcrthe  von 
V  und   TJ"  in  die  Differentialgleichung 

dU'   dU"         fV'-\-ü' 


~  ~  \t'-4-t"  )' 


dt'      dt"  V  f+i 

so  erhält  man,  wenn  man  die  Quadratwurzel  auszieht  und  mit 

(^'+r)(r-a)(r+a) 
multiplicirt : 

[i'  ß"  it'+ 1")  =  -  r  r  {f- «)  -  ß'  ß'  (^"+ «) + (t'+  t"  )(^'-  '^■w+ «) ' 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn 
ist.     Setzt  man 

1^  ?    —    ?   ?    —  r  • 

SO  wird 

Es  wird  daher 

und  dies  ist  die  allgemeinste  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichung, in  welcher  X„  der  n^^^  Potenz  einer  von  n  selbst  unabhängigen 
Function  gleich  wird. 

Wenn  a'  und  a"  die  Amplituden  zweier  Argumente  sind  und  a'  die  Am- 
plitude ihrer  Summe  bedeutet,  so  hat  man,  wenn 

N  =  1 — Psin^a'sin'^a" 


gesetzt  wird. 


oder 

Es  ist  ferner 


iVe'"'  =  cos  a'  cos  a" —  sin  a'  sin  a"  Aa'  Aa" 

-f-  V  (sin  7.'  cos  a"  A  a"-|-  sin  a"  cos  a'  A  a' ) 

iVe'"'  =  (cosa"-[-«sin7."Aa')(coS7.'-|-?sina'Aa"). 

N  =  (cos  a"-|-  i  sin  a"  A  a'  )(co8  a" —  *  sin  a"  A  a' ) 
:=  (cos  7.'  -f  <  sin  7.'  A7.")(cos  a'  —  i  sin  a'  A  a"  ) , 
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und  daher,  wie  ich  in  der  oben  genannten  Abhandlung  bemerkt  habe, 

ia'  cosa-j-isina  Aa"    cosa"-f-isina"Aa' 

cos  7." — isina"Aa'  cosa'  —  «sina/Aa" 

aS^ennt  man   a"    die  Amplitude  der  Differenz  der  beiden  Argumente,  so  erliält 
man  aus  dieser  Formel  durch  Änderung  von  a"  in  — a"; 

i„'f  cosa'-[-^sina'Aa"    _    cosa" — «sina'Aa' 

cosa"+«sina"Aa'  cos  a' —  i  sin  a.' A  7." 

Nimmt  man  v^  und  iv2  für  die  beiden  Argumente,  so  wird 

7/  =  amv, ,       7."  =  am(w2),       3'  =  am{v^-\-iv^)      3''  =  sirniv^  —  iv^), 

e'"    =  t',       e""  =  i" ; 
ferner  zufolge  der  zu  Anfang  gefundenen  Formeln 

sin  r,  =:  —  ?'  A  a'  tg  a"  . 

cos  a' 

cos  y,  cos  c^  = „- ; 

'  cos  a 


.    ^  sina'Aa' 

cos  T,  sm  ^  = 


und  daher  auch 
Man  hat  daher 


cosa 
tg^  =  tga'Aa". 


woraus  aucli 


cos  r^  ' 

cos  Tj  ' 

t'-i-f"  = ,        t'—f"  =  —  2tgr,e'*,       t't" 


folgt.     Es  wird  daher 


Setzt  man 

so  verwandelt  sich  diese  Formel  in  die  folgende, 

^*'~t'+'t'^~  =  -a(sin-o  +  |icosr,e'(''-''')  +  iicosr,e-<^-'''0 
=  —  «e*'''  [sin  ■f^  -\-  i  cos  r^  cos  (^  —  -l^)] . 
Es  wird  daher,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  der  allgemeinste  Aus- 
druck von  X„j  welcher  eine  w*^  Potenz  einer  von  n  unabhängigen  Function  ist, 

I  sin  -/;  -j-  i cos r^  cos {'^  —  '!•)]" , 
w.  z.  b.  w. 


NACHLASS. 


IL 


46 


ÜBER 

DIE  SUBSTITUTION 

{ax'-  +  2ha-  +  c)  if  +  2  {ad-  +  2h'.i-  +  c)ij  +  aar  +  2b"  jj  +  c"  =  0 

UND  ÜBER 

DIE  REDUCTION  DER  ABELSCHEN  INTEGRALE 

EESTEE  OEDNÜNG  IN  DIE  NOEMALFOEM 


Borchardt   Joui'iial  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  55.  p.  1  — 14. 
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ÜBER  DIE  SUBSTITUTION 

{a.r'  +  2bx -\-  c  j/'-^  1  ax'-{-  'Ih'x  +  c  /y  -\-  a"x--\-  -lU'x -\-  c"  =  0 

UND  ÜBER  DIE  REDUCTION  DER  ABELSGHEN  INTEGRALE 
ERSTER  ORDNUNG  IN  DIE  NORMALFORM  ^••). 

(Aus  den  hinterlassenen  Papieren  von  C.  G.  J.  Jacob  i  mitgetheilt  durch  F.  Riclielot.) 


Die  alli>emeinste  Relation  zwischen  zwei  Variabein,  in  welcher  keine  den 
zweiten  Grad  übersteigt,  ist 

(1.)  (a.t2+  2  hx  +  ü)  iß  +  2(a':K2^  2h'x  -\-c')ij-\-  {a"x''-\-  2b"x-^c") 

Es  folgen  aus  ilir  die  beiden  Gleichungen 

i{ax^-\-  2bx-\-  c)y  +ax^-{-2b'x-^c'  =  S/ia'x^+2b'x-fc^—{ax^-i-2bx^c){ax''-^2b''^7) , 
\{af+2a'ij^a")x+  bf  +2b'y-Vb"  =  V^(%^+2&V+&'0'''-H«?/'+2«V+«'*2/H2c'FPO '-, 
ferner  hat  man  durch  ihre  Differentiation 
[{ay^ _|_  •2ay  +  a")x  +  &?/'  +  2b'y  +  />"] dx  +  [{ax-  +  2bx  +  c)^  +  ajr-\-  2b' x -\- c'']dy  =  0 , 


*)  Ich  habe  mir  erlaubt,  den  Zusatz  »und  über  die  lleduction  der  Ab  eischen  Integrale  erster 
Ordnung  in  die  Normalforni«  zu  dem  von  Jacobi  gegebenen  Titel  dieser  Note  zu  machen,  weil  darin 
in  der  That  das  Princip  zur  Reduction  eines  beliebigen  solchen  Integrals,  welches  Jacobi  in  seinem 
Aufsatz  Abelsches  Integral  erster  Klasse  nennt,  enthalten  ist.  Andrerseits  behalte  ich  mir  vor,  eine 
längst  vollendete  Arbeit  von  mir,  Avorin  diese  vollständige  Reduction  in  den  o  Fällen  von  einem  ,  zwei 
oder  drei  Paaren  imaginärer  conjugirter  Factoren  des  Ausdrucks  geleistet  wird ,  so  bald  als  möglich  be- 
kannt zu  machen.  R. 
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und  daher  die  DifFerentialgleiclmng 

dx 

^^■^  '\/(a'^2  -\^2b'x  +  c'  )2  —  (a^2  -^2bx  +  c){arx'  +  2h"  x  +  c") 

dy Q 

Ich  werde  die  beiden  Functionen  unter  den  Wurzelzeichen  mit 

jX  =  {a'x''-^2b'x  +  c'Y  —  {ax^+2hx-^c){a"x''-\-2h"x^c"), 

bezeichnen.  Die  Gleichungen  (2.)  zeigen,  dass  die  zwischen  den  Gröfsen  x  und  y 
aufgestellte  Relation  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass,  wenn  für  einen  reellen  Werth 
von  X  auch  SJX  reell  ist,  zugleich  y.  und  SJY,  und  umgekehrt,  wenn  für  einen 
reellen  Werth  von  y  auch  SlY  reell  ist,  zugleich  x  und  S/X  reell  werden.  Wenn 
man    daher   die    Gleichung    (1.)    zur    Transformation    von    Integralausdrücken 

fE^    benutzt,  in   welchen   P   eine  rationale  Function  von    x   ist,    so  wird, 
J  six  ' 

wofern  nur  der  vorgelegte  Ausdruck  während  der  Integration  reell  bleibt,  immer 

auch  der  transformirte  Ausdruck  reell  bleiben ,  so  dass  es  keiner  weiteren  Dis- 

cussion  der  Grenzen  bedarf.     Da  in  den  Formeln  (2.)  in  Bezug  auf  die  Coeffi- 

cienten  a,  h  etc.  keine  Wurzelausziehung  stattfindet,  so  kann  man  von  diesen 

Formeln  eine  Anwendung  auf  die  Zahlentheorie  machen ,  indem  man  annimmt, 

dass  a,  h  etc.  ganze  Zahlen  sind.     Man  erhält  dann  den  Satz , 

dass,  wenn  für  einen  rationalen  W^erth  von  x  der  Ausdruck 

(a',,.2  _|_  <2h'x  -\-c'y  —  {ax''  +  2hx  +  c){d'x^  +  2b"  x  +  c" ) 

ein  Quadrat  wird ,  man  immer  auch  die  Function 

{hy^-\-2h'y-^h"y  —  {mf-\-2a'ij  +  a")l,ctf^2cy-{-c") 

durch  einen  rationalen  Werth  von  y  zu  einem  Quadrat  machen  kann. 
In  dem  besondern  Falle ,  wenn  a  =h'  =  c  =^  ,  erhält  man  hieraus  den  Satz : 
Wenn  eine  Function  4*^^^  Ordnung ,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind, 
zu  einem  Quadrat  gemacht  werden  soll,  so  kann  man  für  den  Fall,  wenn 
die  Function  in  zwei  rationale  Factoren  zerfällt  ist,  die  Aufgabe  immer  auf 
den  Fall  zurückführen ,  in  welchem  die  ungeraden  Potenzen  fehlen. 
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Man  kann  nämlich  von  den  beiden  Ausdriicken 

—  (ax-  +  2hx  +  t')(a".i''-^  -]-  2h" x  -f  c"  ) 
und 

{htr+h"Y-{atß-\-a"){ct/+c") 

den  einen  immer  zn  einem  Quadrat  machen,  wenn  man  den  andern  zu  einem 
Quadrat  machen  kann.     Dieser  Satz  entspricht  der  Reduction  des  Integrals 

äx 


h 


\/—  {ax'  +  2hx  -\~  c){a"  x""  +  2h"  x  +  c") 
auf  die  Form 

dy 


J\ 


Sj{hy-'  +  &" )^ -  {ay-^  +  a"  ){cy'  +  c" )  ' 
"welche  Legendre  durch  die  Substitution 

2  _        a"x^^2h"x-\-c" 

^    ~  ax^ -\- 2hx -\- c 

bewerkstelligt,  die  für  den  Fall,  wo  a' =  6' =  c' =  o  ,  aus  (1.;  folgt.  Setzt 
man  noch  h  =^h"  =  {) ,  so  werden  die  beiden  Ausdrücke ,  die  auf  einander  redu- 
cirt  werden  können , 

—  {ax^-\-c){a"x^^c")     und     ~{ay^J^a"){cy'^^c"); 

die  Gleichungen  (2.)  zeigen  nämlich,  dass  y  und  \/F  immer  rational  durch 
x  und  VX  ausgedrückt  werden  kann ,  und  umgekehrt. 

Euler  hat  nur  den  Fall  betrachtet,  wenn  die  Functionen  X  und    Y  die- 
selben Functionen  respective  von  x  und  y  sind ,  oder  wenn  man 

a'  =  h,         a"  =  c,         h"  =  c' 

hat,  und  hieraus  seine  berühmten  Additionstheoreme  für  die  elliptischen  inte- 
grale der  drei  Gattungen  abgeleitet ,  ohne  dass  er  dazu  der  Keductionen  auf  die 
jetzt  übliche  Form  dieser  Integrale  bedurfte.  Die  allgemeinere  Form  hat 
Lag  ränge  in  den  Turiner  Memoiren  von  17  84  und  17  85  aufgestellt.  Da  dort 
aber  nicht  aller  Nutzen  aus  der  Substitution  1.)  gezogen  ist,  welchen  man  aus 
derselben  ziehen  kann,  so  will  ich  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Anwen- 
dungen, welche  man  von  dieser  Substitution  machen  kann,  hinzufügen. 
Da  durch  die  Function  X  die  drei  Trinome 

ax'^-j-  2hx  -f-  c,         a'x-  -j-  Ih'x  -\-  c',         a"x'-  -)-  2h"x  -\-  c" 
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nicht  vollkommen  bestimmt  sind ,  so  kann  man  die  willkürlich  bleibenden  Be- 
stimmungen dazu  benutzen,  dass  in  Y  die  ungeraden  Potenzen  fortfallen,  wie 
wenn  man,  was  erlaubt  ist, 

a'  =  h'  =  c'  =  0 

setzt ,  oder  auch  dazu ,  dass  der  erste  und  letzte  Term  von  Y  gleichzeitig  verschwifi- 
det.  Setzt  man  im  zweiten  Falle  1/  =  z",  so  erhält  das  Resultat  dieselbe  Form, 
wie  im  ersten  Falle.  Die  Vergleichung  dieser  beiden  Resultate  giebt  die  Transfor- 
mation. Nimmt  man  an,  dass  in  dem  Ausdrucke  von  X  bereits  die  ungeraden 
Potenzen  fehlen,  und  schafft  man  den  ersten  und  letzten  Term  fort,  indem 
dagegen  wieder  die  ungeraden  Potenzen  eingeführt  werden,  so  erhält  man  die 
Transformation  sogleich  in  der  reducirten  Form  selbst.  E  u  1  e  r  hat  diese  beiden 
Wege  zur  Reduction  des  Integrals,  die  directe  Fortschaffung  der  ungeraden 
Potenzen  und  die  Fortschaffung  des  ersten  und  letzten  Terms  und  nachherige 
Einführung  des  Quadrats  einer  neuen  Variabein,  angegeben,  und  er  hätte 
hierdurch  auf  die  Transformation  kommen  müssen,  wenn  er  sich  nur  die 
Aufgabe  gestellt  hätte.  Dieselbe  Idee  ist  für  mich  leitend  gewesen,  als  ich  die 
Transformation  der  Ab  eischen  Integrale  suchte.    Denn  durch  eine  Substitution 

von  der  Form 

m  -f-  ny 

1  +  2/ 
kann  man  das  Integral 


h 


\Jax^  +  ^x^  +  7.x*  +  ox^  +  BX^  +  Cit;  +  r^ 
wenn  man  die  Function   unter  dem  Wurzelzeichen  in  zwei  Factoren  der  4^^^ 
und  2^^^  Ordnung  zerfällt,  in  die  Form 

{ry-^9')dy 


h 


bringen,  und  durch   eine  ähnliche  Substitution,    in  der   man   aber   die  neuen 
Variabein  als  Quadrate  einführt, 

^  —    1  +  ^2-' 
kann  man  dasselbe  Integral  in  die  Form 


/ 


S/a"  z^  +  [5"  ^6  +  Y  "  ^*  +  o"^2  _j_  3" 
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bringen.     Gelingt  es  nun  durcli  Substitution  einer  rationalen  Function   von  t^ 
für  y^  die  Dift'erentialausdrücke 

AOL±0'^y if"jl;z£lly_ , 

SJaif  +  2&2/ -1-  r         S/ay'-—  2hy  -\-  c  ' 

ify-hgjd^      I    {f;y~9')dy_ 

^ay^-{-2by-\-c         \/ay'^~2by-\'C 

so  zu  transformiren ,  dass  die  ungeraden  Potenzen  berausgeben,  und  dadurcb 
die  erste  Form  des  reducirten  Integrals  in  Integrale  von  der  Form 

irt'+g"')df 


h 


zu  verwandeln,  so  war  icb  gewiss,  durcb  Vergleicbung  der  beiden  auf  verschie- 
denem Wege  erbaltenen  Reductionen  eine  Transformation  des  Abel  sehen  Inte- 
grals zu  erbalten,  ähnlich  der  L  an  denschen  für  die  elliptischen  Integrale. 

Wenn  man  für  den  Zähler  f'y-\-g'  die  Gröfse  ay-f-6  setzt,  so  wird   der 
zu  transformirende  Ausdruck  das  Differential  einer  Gröfse 

2t  =  Slay^  -{-2'by-^c  —  SJay^  —  2hy-\-c, 

und  man  sieht  leicht ,  dass  y^  eine  rationale  Function  von  f  Avird.  Man  erhält 
nämlich  nach  einander  die  Formeln 

.    2^2  ^  ay''-\-c  —  Sl{ay'  +  cf  —  4:h^y\ 

t'^_{aifJ^c)t^J^hhß  =  0 
und  daher 

Hieraus  folgt  aber  sogleich 

dy  \        ay-\-b  ay  —  h 


(5.) 


Vay+ßy+Y'   \\laf^2by  +  c        \/ ay' - 2by -\- c 
2dt  2{b''  —  at^)dt 


welches  ein  Ausdruck  von  der  verlangten  F'orm  ist.     Es  ergiebt  sich  aber  eine 

ähnliche  Formel  für  jeden  Zähler  fy-\-g- 

Es  ist  nämlich 

1  1 


\l'cif^2by^c        Sjay^ -^2by-\-c     ^  f_ 

1  ,  •     1        _  %' 

\Jay^—2by-\-c         \/ ay^ -\- 2by -fc 
II.  47 
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und  daher 

2bät  =  —  ahy  dtj  \  -  ,,^ ; ( 

{Sjay^—  2hy  +  c         \/mf  +  2%  +  c  j 


ISfan  erhält  hieraus 

dy  .  dy  2b  dt 


\Jay^-\-'2by-{-c         ^mf—2hy+c  O'^  —  at^' 

ydy  ydy  2t^dt 

sJmf  —  2hy-\-c         \lay^-\-2by-fc    ~    h''  —  at^  ' 

Bezeichnet  man  daher  in    5.)  die  gerade  Function  der  8^^*^  Ordnung  von  t,  die 
sich  unter  dem  Wurzelzeichen  befindet,  mit   T,  so  dass 

V/T  =  (6'^-a/!2)\/^y+W+7' 

so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

dy  j 1  1 )  _    2h  dt 

ydy       (  1 1 }  _   2fdt^ 

V^^y+ly+Y   \  \Jmf-2hy  +  c         \l^qr2bJJ^c  (  \JY  ' 

Setzt  man 

2t'  =  V«F+^%+c+  \Jay^--2hy^, 

so  erhält  man  ganz  auf  dieselbe  Art 

dy  (  1 1  I  ^         2h  dt' 

wo    T'  dieselbe  Function  von   t'  wie    T  von  t  ist. 
Die  Combination  beider  Substitutionen  giebt 

ify+9')äy  _  _  (bg'-rt')dt         (bg'-fr^)dt'    _ 


f 
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Der  oben  <;('f"tind(>nr  DiffercMitialausdruck 

wo  Z  eine  ganze  Function  S^^^"  Ordnung  von  z  ist,  wird  auf  diese  AVeise  gleich 
dem  Aggregat  zweier  Ausdrücke  von  ähnlicher  Forin  gefunden, 

{f"s''—g")d£    ^    {bi/'—f'f')cU        {hg'—ft'^)dt' 
VF  ~  V'^~  W         ' 

und  diese  V'ergleichung  der  auf  doppeltem  Wege  erhaltenen  Reductionen  ist  es, 
wodurch  sich  eine  Transformation  der  Ab  eischen  Integrale  ergiebt,  welche  die 
d(m  elli])tischen  Integralen  zunächst  stehende  Gattung  bilden. 

Da  die  weitere  Ausbildung  der  hier  angegebenen  Substitution  bei  der 
grofsen  Complication  des  Gegenstandes  eine  anhaltende  Beschäftigung  erforderte, 
zu  welcher  mir  selbst  mehrere  andere  Arbeiten  nicht  die  gehörige  Mufse  ge- 
währten, so  hatte  ich  die  glückliche  Idee,  dieselbe  meinem  »Schüler  und  Freunde 
Herrn  Prof.  llichelot  zu  übergeben,  unter  dessen  Händen  sie  dieselbe  Vollen- 
dung erhielt,  welche  die  Landensche  Substitution  durch  Lag  ränge  und 
Legendre  erlangt  hat.      (S.  Bd.  XVI,  p.22  4  des  Cr  eil  eschen  Journals.) 

Afan  kann  die  gefundene  Transformation  nach  zwei  Seiten  auszudehnen 
unternehmen,  indem  man  entweder  für  die  nächst  höheren  Ab  eischen  Integrale 
eine  ähnliche  Transformation,  oder  auch  für  dieselben  Integrale  noch  andere 
von  der  gefundenen  wesentlich  verschiedene  Transformationen  sucht.  Da  aber 
bisher  noch  Niemand  eine  solche  Ausdehnung  geleistet  hat,  so  habe  ich,  um 
dadurch  vielleicht  zu  der  Lösung  dieser  Probleme  etwas  beitragen  zu  können, 
den  anfänglichen  Weg,  der  zu  der  gefundenen  Transformation  geleitet,  genauer 
angegeben. 

Die  Relation  zwischen  y  und  f,  welche  die  verlangte  Transformation 
bewerkstelligt  hat,  ist  ebenfalls  in  der  oben  aufgestellten  Grundgleichung  ent- 
halten, und  kann  daher  auch  nach  der  im  Anfange  angegebenen  Methode  aus 
ihr  die  Differentialgleichung  abgeleitet  werden.  Es  ist  nämlich  diese  Relation 
vollständig  entwickelt , 

t^^{^a}f-{-c)f^hhf-  =  (h-  —  ar^)if  +  t^  —  cf  =  0, 
woraus 

dy  d.t^ 


V  («2/"^  +  <'T  —  4&2  f  2  V(d2—  t*){?ß  —  at^) 

47 
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Durch  Autiösung  der  (jrleichui)g  folgt 


07,2,-2 


und  daher 


2t  =  \Jay'^-{-2by-]-c—SJaf  —  2by-\-c, 


Es  ist  ferner 


{b^  —  at^)y  =  ^{cf  —  P){b^  —  at'^). 
Multiplicirt  man  die  vorstehende  Difterentialgleichung  mit 


y\^ay^-]r2by-\-c  —  yay^—2by  +  c  =  52  ^1^^— — ' 

\^ay^-\-2by-}-c+\/ay'-  —  2by-^c=  tib'^—at^) 

so  erhält  man 

^   (            1                             1  )           2t^dt 
yäy 


\Jm/—2by-\-c        \Jay^-\-2by  +  c  )         b^  —  af 
^   ,  1  ,  1  )  2bdt 


I  \lmß  —  2by  +  c        sjay^  +  2%  +  c  j  b'^—af 

welches  die  zuvor  gefundenen  (Gleichungen  sind. 

In  dem  12*^"  Bande  des  Cr  eil  eschen  Journals  p.  182  tf.  hat  Herr  Trof. 
Richelot  das  Abelsclie  Integral,  wenn  die  (iröfse  unter  dem  Wurzelzeichen 
lamter  reelle  lineare  Factoren  hat .  auf  die  Form 


/; 


{f -{- (j  m;?  <^)  do 


\l{\—v?  sin2cp)(l— X^*  sin2  cp')(l—  jxSsin^  cp) 

zurückgeführt,  wo  /.,  X,  |i,    kleiner  als    1    sind.     Ich  will  jetzt  zeigen,  wie  man 
durch  die  von  mir  gegebene  Substitution  die  übrigen  Fälle  erledigt. 
Es  sei  das  vorgelegte  Integral 

dx  m  -f-  nx 


h 


^\IA  +  Bx-\-  Cx^  +  Bot^ + Ex^     \lx^  —  2aa;  +  p 
wo   x^ — 2a^4-p    niclit   in   zwei  reelle   lineare  Factoven  zerlegt    werden  kann. 
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Dieser  Fall  umfafst  alle  übrigen,  in  welchen  die  6  linearen  Factoren  nicht  alle 
reell  sind.     Durch  eine  lineare  Substitution 


1+y    ' 


wo   p  und  q   reell  sind,  kann  man  immer,  wie  Legendre  gezeigt  liat,  den 
Differentialausdruck 

dx 


in  den  einfacheren 

# 

slf+gfsIf+gY 

transformiren,  wo   f y  g ,  f  \  g'   reell  sind.     Es  wird   dadurch  das  vorgelegte  In- 
tegral die  Form 


k 


dij  h  +  iy 


erhalten,    wo  ay^ -\-'lhy-\-c   ebenfalls  nicht  in  reelle  Factoren  zerlegt  werden 
kann  oder 

ist,  und  wo  ich,  was  erlaubt  ist,  a  und  c  positiv  annehme. 
Durch  die  Substitution 

2t   =  SJay^  -\-2by-\-c~  ^af  —2hy-\-c 
2t'  =  s/ay^-^2bi/-fc  +  \lay'^—2by-\-c 
erhielten  wir  oben 

{h-\-iy)dy  _   {hh—it')dt        {bh  —  it'^)dt' 

wo 

\/T  =  Qß-at^')  V/"+r/F  Slf+W 

und    T'  dieselbe  Function  von   t'  wie    T  von   t  ist. 
Dieselbe  Substitution  ergab 

(6.)  y'  =  ^i^r^. 

woraus 
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Es  sind  aber  die  (Tröfseii 

iUC-fay+^fgh^'    =   (//r+/'«,)'-'-4/V/(ffC-/.^), 
{g'c-faf-^Af'n'V'  =   (r/c  +  r«)'^— 4/'V/'(«c  — ^^) 

immer  positiv,  sowohl  fiir  positive  als  negative  Werthe  von  ///  und  f'g'.  woraus 
folgt,  dass  in  den  transformirten  Integralen  die  Gröfse  T  unter  dem  Wurzel- 
zeichen das  Produet  aou  vier  reellen,  iu'  Bezug  auf  f  linearen  Faetoren  ist. 
Es  hat  aber  keine  weitere  Schwierigkeit,  solche  Integrale  in  die  von  Herrn 
Prof.  llichelot  als  die  kanonische  gewählte  Form  zu  bringen,  wie  man  in  der 
angeführten  Abhandlung  im  12^^^^  Bande  des  Cr  elleschen  Journals  sehen  kann, 
wo  alle  hierbei  vorkommenden  Fälle  umständlich  discutirt  sind.  Setzt  man 
für  t'  eine  neue  Variable ,  so  sieht  man,  dass  das  Ab e Ische  Integral,  in  wel- 
chem die  Function  unter  dem  \A  urzelzeichen  auf  die  6^^  Ordnung  steigt ,  immer 
in  andere  transformirt  werden  kann ,  in  denen  der  erste  und  letzte  Term  dieser 
Function  fehlt  und  alle  ihre  linearen  Factoren  reell  sind. 

Herr  Prof.  Riclielot  hat  die  lleduction  auf  seine  kanonische  Form  in 
dem  Fall,  wo  die  linearen  Factoren  der  Function  unter  dem  Wurzelzeichen  alle 
reell  sind,  nicht  bloss  für  die  erste  Klasse  der  xVbc Ischen  Integrale,  d.  h.  die- 
jenigen, in  welchen  die  Function  unter  dem  Wurzelzeichen  auf  den  6*^^^  Grad 
steigt,  bewerkstelligt,  sondern  gezeigt,  dass  in  diesem  Falle  dasselbe  Verfahren 
angew^andt  werden  kann ,  auf  welchen  Grad  aucli  die  unter  dem  Wurzelzeichen 
befindliche  Function  steigt.  Aber  für  die  Ab  eischen  Integrale,  in  Avelchen 
diese  Function  den  G^®"  (^rad  übersteigt,  luvt  man  noch  keine  Substitution  auf- 
gefunden, durch  welche  die  Keduction  in  den  übrigen  Fällen,  wo  mehrere  der 
linearen  Factoren  oder  alle  imaginär  sind,  geleistet  werden  könnte.  Dass  man 
bei  der  ersten  Klasse  der  Abel  sehen  Integrale  durch  eine  Substitution  die  Ke- 
duction  in  Fällen  bewirken  konnte,  welche  sich  einer  andern  entzogen,  Hess  im 
Voraus  erkennen,  dass  ihre  Anwendung  auf  die  bereits  reducirte  Form  nicht 
wieder  auf  dieselbe  reducirte  Form  zurück ,  sondern  auf  eine  transformirte  füh- 
ren würde.  So  wird  man  bei  den  Untersuchungen  über  die  höheren  Klassen 
der  Abel  sehen  Integrale  gewiss  sein  können,  dass  die  Substitution,  mittelst 
welcher  man  die  ßeduction  in  dem  Falle ,  wo  die  Function  unter  dem  Wurzel- 
zeichen nicht  lauter  reelle  Factoren  hat,  bewerkstelligen  kann,  zugleich  eine 
Transformation  üeben  wird. 
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Icli  liabe  oben  bei  Auw(Mi(Uing  der  Substitution 

vorausgesetzt ,  dass  die  Function  ()**^"  Grades  unter  dem  Wurzelzeichen  wenig- 
stens einen  trinomischen  Factor  liat,  der  sieb  nicht  in  reeUe  lineare  Factoren 
auflösen  läfst.  Wäre  diese  Bedingung  nothwendig ,  so  würde  man  das  von  mir 
vorgeschlagene  Verfahren  niclit  auf  das  bereits  reducirte  Integral 

/{f-\-gx)dx 

anwenden  können ,  ohne  dass  die  erhaltene  Transformation  auf  imaginäre  Argu- 
mente führt.  Auch  ist  in  der  That  Herr  Prof.  R  i  c  h  e  1  o  t  auf  imaginäre  Argu- 
mente gekommen  *) ,  und  hat  dieselben  durch  das  A  b  e  1  sehe  Additionstheorem 


*)  Man  gelangt   nur    auf  imaginäre  Argumente,    wenn    man  bei  dieser  Substitution  Jacobi's    von 
der  Unterscheidung  der  Bedingungen 

abstrahirt,  und  solche  Werthe  des  Arguments  //  annimmt,  Avofür  die  beiden  neuen  Argumente  t  und  t' 
in  einem  und  demselben  Intervall  des  Ausdrucks  Ft  liegen.  Beide  Rücksichten  sind  in  dieser  Jaco  bi- 
schen Umformung  nicht  beobachtet  worden.  Er  scheint  entweder  nur  beabsichtigt  zu  haben,  zu  zeigen, 
wie  seine  Formel  auch  im  Fall  von  lauter  reellen  Factoren  unter  dem  gegebenen  Wurzelzeichen  eine  ein- 
malige Reduction  in  reeller  Form  mit  sich  führe,  oder  hat  diese  Note  später  noch  fortsetzen  wollen.  Da 
meine  Transformation  der  Ab  eischen  Integrale  erster  Ordnung  nicht  nur  von  jeder  Bedingung  zwischen 
den  3  Moduln  unabhängig  ist ,  sondern ,  was  ihre  Haupteigenschaft  ist,  bei  ihrer  weitern  Anwendung  nicht 
auf  die  gegebenen  Integrale  zurück  -,  sondern  auf  Integrale  mit  successive  kleiner  oder  grösser  werdenden 
Moduln  führt,  so  ist  sie  von  der  obigen,  welche  schon  bei  der  ersten  AViederholung  auf  das  gegebene 
Integral  zurückführt,  wesentlich  verschieden.  Wenn  man  diese  letztere  in  die  Normalform  überträgt,  so 
erhält  man  für  /.X^'j.  die  Gleichungen 


■/■\/(>>-;jL^)(l  -P)-A\/(^-J^-^(l-^)  ^ 
X  v'(X^-a*){l-X=j  +  X  v'(^-r)(l---c^)  ' 

{7^-  fx)  s/(  if-  ^^){  1  ir>7)  +  ( X'  - 1^)  ^g.^')(l£^ , 

(■/.* -  pO v'(X^^^Xr^^)  -  (X*  -  [x)  y/p-  !i.*)(l- ^^)  ' 

(z"  +  a) v'.(x» - iJ-){\-  r-)  -  (X'  -\- 1>)  V (-/.-^  -  \>-)(\- -f.-) 


P  =  m 
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auf  reelle  Argumente  zurückgeführt.    (8.  den  16^®"  Band  des  Cr  eile  sehen  Jour- 
nals p.  224.;     Ich  will  aber  zeigen,  dass  dies  immer  vermieden  werden  kann. 
Es  sei  das  Integral 


.1  \/x(1—x)(1~y:'x)(1—X-^:, 


\Jx(l—x){l~y:'x){l—X-':r){l—ii^x) 

vorgelegt,  wo  man  /.  X,  (x  reell  und  positiv  und   l>y.>X>[j..   ferner  x  zwischen 
0  und   1   annimmt.     Setzt  man 

—      ^—1 
so  wird 

J.  A    ,X/     -  -—;- ,  1 A    X     z r—— , 

M-(«/+l)  M-(2/+l) 


dx 


dp 


und  daher 


cv/(^'  — m»)(l— /«)  +  ^\/(c-  —  m^)(l— c^») 


cV{(r—  m^)(l  —  l*)-\-    \/(^_m"')(l— C-) 
Ai  =  (1— &")(!_  y."-E«)(l_X«c")(l-!J."-i«),       Z)j-  =  {l—x-){l-c^x*){l—l-x-){l—7>rx-) 

gesetzt  ist ,    und  die  beiden  Argumente    x^  und  r._.    aus  dem  gegebenen  Argument   ;    vermittelst  der  Glei- 
chungen : 


\  \c-  +  m/ Vi—  r-a;|  /        \  v.'  +  [^  "  y/^^x^ZTj^^ .  (i_  (;,| 


l-y>^e')(l-X-g') 

abgeleitet  sind. 

In  dieser  Form  kann  man  sich  auch  durch  Rechnung  davon  überzeugen  ,  dass  die  vorliegende 
Umformung  von  der  oben  bezeichneten  reciproken  Natur  ist ,  und  daher ,  weiter  angewendet ,  auf  das 
ursprünglich  gegebene  Integral  zurückführt.  So  sind  auch  die  drei  Moduln  c,  /;  m  eben  solche  Functio- 
nen der  drei  Moduln  /.,  X,  iji,  wie  umgekehrt  diese  es  von  jenen  sind.  —  Gelegentlich  werde  ich  diesen 
Gegenstand  ausführlicher  verfolgen.  R. 
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WO 

,  2  1 — \i  u, — Y.^  u, — A^ 

und  1/  zwischen   1   und  -     ist.     Die  Substitution 

2t  =  \Jäy''^-\-2hy-\-c^  SJ aif  —  2bij -\- c 

bleibt  immer  reell,  wenn  in  den  Intervallen,  in  welchen  sich  y  während  der 
Integration  befindet,  nicht  bloss  die  Gröfse  ay^ -\- 2hi/ -{- c ,  sondern  auch  die 
Gröfse  ay^ —  2%  +  c  positiv  ist.     Für  den  hier  betrachteten  Fall  ist 

ai/-\-2hy-^c  =  {\-\-my){l-]-ny) 

und  liegt  y  zwischen  1  und  —  •  Es  sind  aber  die  absoluten  Werthe  von  m  und  n 
kleiner  als  v,  und  daher  die  vier  Grölsen  1  +  — ,   1+ —  immer  positiv,  so  dass 

V  V  ^ 

die  Gröfsen  {l-\-my){l-\-ny)  und  (1  —  my)(l  —  ny].,  wenn  y  von  1  bis  —  wächst, 
positiv  bleiben,  wodurch  der  geforderten  Bedingung  Genüge  geschieht. 
Ich  setze  jetzt  zufolge  der  angewandten  Substitution 

±2f  =  \Jll-{-my){l-]-ny)  —  \l{l—my){l—ny), 
2t' =  S/{l-{-my)il-{-ny)-{-\/{l—my)il—ny), 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  m-\-n  positiv  oder  negativ 
ist  oder,  was  dasselbe  ist,  je  nachdem  xX<{i  oder  xX>|ji.     Die  Quadratwurzeln, 
werde  ich  immer  positiv  nehmen. 
Setzt  man  der  Kürze  halber 

-.2  ,2  1  >2  ,,2  -,2  ,2 

2         ,2  ;„2  2  2  „2  ,2  2  ,„2 

X  —  A     =   /v    ,  X   —  |jb     =    fx    j  A  —  [X     =    [1,     , 

j/(xA_}x)2  _    xX+|x 

a  =  - ^ ,  o.    -  — ^-. 


P  —  (1— [x)J\r         '        1'   —       {\—^)N     ' 


so  wird  gleichzeitig 

und 

t  =  a, 

t'  =  a', 

1 

t  =  ß, 

t'  =  ß'. 
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Es  ist,  wie  man  leicht  zeigt, 

±|(w  +  w)   =  aa',  ßß'  =  —•««'. 

ferner,  da 

xX  — }i.2>fj."fjL"',  i_-a>-/ÄV  auch       a'>i3' 

und  daher  um  so  mehr 

—  a'>ß'  a<ß. 

V 

Es  folgen  demnach  a,  ß,  ß',  a'  der  Gröfse  nach  auf  einander ;  diese  Gröfsen  sind 
sämmtlich  kleiner  als  1 ,  da  a'<  1 .  Wenn  y  von  1  bis  —  wächst ,  wird  t  von 
a  bis  ß  wachsen,  t'  von  o!  bis  ß'  abnehmen. 

Die  angewandte  Substitution  giebt,  wenn  man  in  den  obigen  Formeln 

4&^  =  (w«-}-w)-,         a  =  mn,        c  =  1 
setzt,  die  Gleichungen 


(2/2-l)(l-v^>^)  = 


g-0(f-0$-OG-g) 

imnt' 

(m-{-ny 


wo 


Amn  . 

<1. 


{in-\-ny 

Die  Factoren  sind  hier  so  geschrieben,  dafs  jeder  einzelne  während  der  Inte- 
gration positiv  bleibt,  da,  wenn  y  sich  zwischen  1   und  —  befindet,  t  indem 

Intervalle  von  a  bis  ß,  t'  in  dem  Intervalle  von  ß'  bis  a    liegt. 

Um  die  Differentialgleichungen   zu   erhalten,  muss   man  die  Zeichen  so 
bestimmen,  dass,  wie  es  die  Substitution  mit  sich  bringt,    t  und  y  gleichzeitig 
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wachsen,  aber  t'  abnimmt,    wenn    t  wächst.      Die   obigen  Ditferentialformeln 
für   t  und  die  ihnen  ähnlichen  für  t'  werden  jetzt : 

ydy  ydy ±2^^(^^ 


2 

—  mnt- 


\J{l—my){l—ny)  \l{l-^my){l^ny)  /m+J_A' 

dy                ,                 dy _  ±  (m  -f  n)dt 

V(l+m2/)(lT^  \/(l-»>^7Xl-«2/)  ~  (^^^^-mnt^ 

ydy  ydy  _  —2t'^dt' 


mnf 


\J(l-^my){l+ny)         \J{l-my){l-ny)  (J^JlJ_ 

dy  dy  — {m-\-n)df 

Hieraus  folgt ,  wenn  xX  <  (x ,  also  die  oberen  Zeichen  gelten , 


T      rif'-9't')dt    -  r(r-9't")dt' 


\/F(t)  J        SlF{t') 

wenn  xX>|i,,  also  die  unteren  Zeichen  gelten, 


wo 


j_    rif+g'^dt        r(f'-\-g't'')dt' 
J       sjF{t)  J        SjF{t') 

_    ±{m-j-u)(fi.-g)  _    2(/V.4-ff) 

Fit)    =    if-o')if-t')if-f)ia'^-t% 
Fit')  =  it''-a')it''-f)it'^-f)io:''-t''). 
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DAESTELLUNG 


DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 


DÜECH  POTENZREIHEN 


Borchardt  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  54.  p.  82  —  97. 


DARSTELLUNG  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  DURCH 

POTENZREIHEN. 

(Aus  den  hinterlassenen  Papieren  von  C.  G.  J.  Jacobi  mitgetheilt  durch  C.  W.  Borchardt.) 


Die  vier  Reihen 

^(x)    =  l—2qco8  2x-{-2q*co8  4:X--2(fco8^x-\ 

^^  (x)  =  2  [\/q  sin  x  —  \/q^  sin  Sx  +  y's"  sin  5a; ] 

^2(^)  "=  2[)/qcosx-\-\/q^co8Sx-}-\/q^cos5x-\ •] 

^.^{x)  =  l-\-2qcos2x-{-2q^cos4:X-\-2q^co8  6x-\ 

bilden  den  Nenner  und  die  Zähler  der  Brüche,  durch  welche  ich  in  meinen 
Fundam.  Nov.  die  elliptischen  Functionen 

2Kx  JT  2Kx  1     .         2Kx 

dargestellt  habe.  Ich  will  im  Folgenden  diese  vier  Reihen  nach  Potenzen  von 
X  entwickeln. 

Man  hat  hierzu  ein  einfaches  Mittel  durch  die  in  die  Augen  springende 
Eigenschaft  dieser  Reihen ,  dass ,  wenn  man 

\og\/q  =  h 

setzt,  ihre  erste  nach  h  genommene  Ableitung  den  entgegengesetzten  Werth 
wie  ihre  zweite  nach  a^  genommene  Ableitung  hat.  Hieraus  folgt  sogleich 
auch,  dass  ihre  m}^  nach  h  genommene  Ableitung  ihrer  {2m f^^  nach  üe  ge- 
nommenen Ableitung  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist ,  so  dass  man  die  nachstehenden  Gleichungen  hat : 
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Um  die  vorgelegten  Entwickelungen  zu  erhalten ,  muss  man  die  Werthe 
kennen,  welche  die  nach  <r  genommenen  geraden  Ableitungen  von  ^(a?),  ^o(d7),  «^3(3?) 
und  die  uno-eraden  Ableitungen  von  -^^ix)  für  x  =  0  annehmen.  Wenn  man  statt 
dieser  Ableitungen  die  Ausdrücke  rechts  setzt,  so  erlangt  man  den  Vortheil, 
dass  man  den  speciellen  Werth  0,  für  welchen  allein  man  ihre  Werthe  zu  kennen 
braucht,  vor  den  nach  h  angestellten  Differentiationen  in  die  Functionen 

substituiren  kann,  und  dann  nur  diese  speciellen  Werthe,  welche  sie  für  a?=  0 
annehmen,  nach  h  zu  differentiiren  hat.  Nach  in  den  Fund.  Nov.  gegebenen 
Formeln  hat  man 

und  es  wurde  dort  der  Werth,  welchen  ^^^  für  o;  =  0  annimmt,  gleich  dem 
Product  der  vorstehenden  drei  Werthe  gefunden  oder  gleich 


M^ 


Wenn  man  daher  nach  den  nach  x  ausgeführten  Diiferentiationen   a;  =  0  setzt, 
so  erhält  man 


2ä:y 


0^:2»»       —  ^~^^  ßhm  aa;2"'  ^       ^  ÖÄ'» 
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Hieraus  folgt  zufolge  des  Maclaurinschen  Satzes,  wenn  man  mit  Ä,  Au  A^ 
die  drei  Gröfseii 

=  A, =  A^,        =  A2 

-  TT  7t 

und  mit  Yln  das  Product   1.2.3...?«  bezeichnet , 

j  _    ,-j-       dS/A,    X'         d'SjA,    X'         Ö3v/Zi    x^ 


^vw  —  v-2       ^^^    ^^2  "^    dw    n-i       0^3    ne  "^ 

Ferner,  wenn  man 
setzt, 

Ich  will  jetzt  die  Formeln  angeben,  durch  welche  man  die  nach  h  genom- 
menen Differentialquotienten  am  bequemsten  nach  einander  findet. 
Es  sei 

_  ^   n""     cos^?(^(p       _   2E      ^.,2  2K 
~  ^^  Jo     \JT^k^sm^o    ""    ^         '     t:    ' 

^  2     1      r^^/r-;.    •    2      ^  1    2iJ 

ixi  =  --  V-  /       VI — A;^sm'' 'iri'ji    =  -, , 

B    —  —-—   P''"__!!^!iii_  _    1  /2-g        2Jg\ 
"  ~         -  k'  Jo     yr^-'FW^    ~    k'\  r.  r.   J' 

SO  wird,  wie  ich  in  einer  früheren  Abhandlung  in  Grell  e's  Journal  Bd.  36,  p.  100 
(p.  176  dieses  Bandes)  gezeigt  habe, 

dh  oh 

ö^i    _  o.2p                   dBi    _         2k''     , 
=   2Ai±!i,  ~^j-  — TiT-^i' 


dh        -"^--M  a/»  k 

'  \  ^   ,2  t,  ^^2  2k-         3 


=z  Ak  k  A    =  Ak  Ai  =  ik  A2 , 


d.k'  d.k' 


dh  dh 

II.  49 
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in  welchen  Formeln  man   dlog^    durch    ^dh    ersetzt  hat*).      Aus   der   letzten 
dieser  Formeln  folfft 


I  2 1,2 


djog^jn_  _  4(l-2)^^)^^ 


Ö4(l— 2Ä;^) 


.2 7.^2  a2 


dh 


dh 


=  -S2l^'h"Ä', 


M-f) 


dh 


M-^) 


dh 


Ö4 


a-0 


k''  ., 


dh 


Ö4 


(^-0 


dh 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wenn  man  respective 


2K 

mit  A  eine  der  Gröfsen         , 

mit  B  eine  der  Gröfsen h'  

•^11  TT 

2 

mit  a   eine  der  Gröfsen    4(1  —  2Ä;), 
mit  h   eine  der  Gröfsen       llik''^^ 


2kK 

TC 

1     ^ 

li         TT 


-<y^ 


■2Jc'- 


=  32-^  ^f, 


=  32  4^2. 


2k'K 


l   /2E        2K\ 

k'\    TZ  TZ    )' 


—  2¥ 
k" 


hezeichnet,  wo  immer  «^  =  16(1  —  26),  zwischen  den  Gröfsen 

A,   B,   a,  b,  h 
die  Differentialg leichungen 


(4-) 


'f  =  ^^'^'  1^=-"*^'- 


dB 

dh 


hA\ 


dh 

-7-  =  abA" 

dh 


stattfinden. 

Der  vorstehende  Satz   gewährt  die  grofse   Erleichterung,    dass  man   die 
nach  h  genommenen  Ableitungen  der  drei  Functionen 


J2K  J2kK  J^^ 

'7t  'TT  'TT 


*)  Die  hier  gebrauchte  Bezeichnung  unterscheidet  sich  von  der  in  der  angeführten  früheren  Ab- 
handlung angewandten  überdies  noch  dadurch,  dass  die  Gröfse,  die  hier  B^  heifst,  dort  =  — B^  gesetzt 
■war.     Diese  Aenderung  ist  der  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nothwendig. 
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welche  zu  suchen  sind ,  durch  dieselben  Formeln  ausdrücken  kann.  Hat  man 
nämlich  den  w^^"  nach  h  =  log\/^  genommenen  Differentialquotienten  der 
ersten  dieser  Functionen  durch 

A  2J5r  -r,  2E  ,,2    2Ä^  W7/2  i^s  7  ^727,2 

A  ==  ,        B  = k    ,        a  ==  4:(h  —Je),       h  =  2k  k 

TT  TT  TT  \  /  I 

ausgedrückt,  so  erhält  man  denselben  Differentialquotienten  von    y  ,   wenn 

^         TZ 

man  in  diesem  Ausdrucke  die  Werthe 

.  _  2^^  j  1     2E  Hl-^k'')  2k'' 

substituirt,  und  denselben  Difterentialquotienten  von  \  ~ —  ?    wenn  man  wieder 

'  TC 

in  dem  nämlichen  Ausdrucke  für  A,  B,  a,  h  die  Werthe 

-  k  \  iz         TZ  y  ^'-  /^'i 

setzt.  Man  wird  daher  auch  die  vorgelegten  Entwickelungen  der  drei  Functio- 
nen -5^3(07,  ^2('^)j  -^W  durch  dieselben  Formeln  darstellen  können,  wenn  man 
die  Entwickelungscoefficienten  durch  die  Gröfsen  Ay  B,  a,  h  darstellt,  und 
dann  diesen  Gröfsen  die  drei  verschiedenen  im  obigen  Satze  angegebenen  Bedeu- 
tungen giebt.     Man  hat  ferner 

wenn  man  den  Gröfsen  A  und  h  ihre  erste  Bedeutung  beilegt ;  und  wenn  man 
in  dieser  Formel  den  Gröfsen  A  und  b  ihre  beiden  andern  Bedeutungen  giebt, 
erhält  man  keine  andere  Veränderung,  als  dafs  der  Ausdruck  mit  einer  S^®'^ 
Wurzel  der  Einheit  multiplicirt  wird.  Man  wird  daher  den  nach  h  genomme- 
nen Difterentialquotienten  dieses  Ausdrucks  und  daher  auch  den  Entwickelungs- 
coefficienten von  ^i[x)  drei  verschiedene  Formen  geben  können,  wenn  man  sie 
durch  die  Gröfsen  A,  B,  a,  h  ausdrückt  und  dann  diesen  Gröfsen  ihre  dreierlei 
Bedeutung  beilegt ,  wobei  man  nur  die  zweite  und  dritte  Form ,  welche  man  so 
erhält,  noch  durch  \/— 1   zu  dividiren  hat. 

Man  bildet   die  verschiedenen  Differentialquotienten  von    SJA   nach  ein- 
ander mittelst  der  sich  aus  (4.)  ergebenden  Formel 

(6.)  '-^  =  ^A'B^JL  +  iA^9^^^ji,.'_a  m 

dh  dA  dB    ^         ^   db  da 

49^ 
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in  welcher  H  eine  beliebige  Function  von  A,  B,  a,  h   bedeutet.     Durch  wie- 
derholte Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich 

11 
A^  =  A^, 


dJi 
-^f^  =  BA-^B'  +  hA^, 

~^-Vt-  =  nA^B'-]-nhA'-B  +  ahA^, 
^^'f^  =  lOhA^  B^  4- 210  hA^B^^2SahA^B-{-{a'-h  —  h^)A'^, 

P5      /li-  il  ]2  11  19  21_ 

r  '-^  .  =  MhA^B'>-\-Sl50hA'-B^-\-QB0a'bA^B'--\-Ah(a%  —  h^)A'^B-^{a^h  —  6ah^)A^ 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Man  sieht  hier,  dass  abgesehen  von  den  Zahlenfactoren  die  Coefficienten 

in  jedem  DifFerentialquotienten  von  Anfang  an  dieselben  werden,  nämlich,  wenn 

man  dem  fehlenden  Gliede  den  Coefficienten  Null  giebt ,  die  folgenden : 

1.     0,     h,    ah,     a^b  —  h^,     a^b  —  6ab^ ,     etc. 

Man  sieht  aber  aus  der  angegebenen  Art  der  Ableitung  keinen  Grund  hierfür. 

Ich  will  daher  und  um  ein  Beispiel  für  diese  Ableitung  zu  geben  die  Coeffi- 

d'^.A^ 
cienten  der  drei  letzten  Tenne  in  dem  Ausdrucke  von  — ^rr^—  aufsuchen.      Be- 

zeichnet  man  den  zuletzt  angegebenen  5^®"  DifFerentialquotienten  von  A^  mit  H, 
so  hat  man  zufolge  (5.)  die  vier  Ausdrücke 

dA  dB  db  da 

zu  bilden  und  dieselben  zu  addiren.     Diese  vier  Ausdrücke  ergeben  respective 
die  Terme 

21  23 

Sbh{a^b—b^)A^B^  +  (21a^b—126ab^)A^B, 

21  23  25 

945O&U25-4-  UeOah^A^  B -\-         4h{a^b^—b^)A\ 

&S0a^bÄ^B^  +  {'i5a^b—    90ab^)A^B-{-        {a^h—12a^b^)A'^ , 

2J[  23  25 

—lOOSObU^B'  —lU0ab^A-'B  +  {—ASaVj''-\-96h^)A'^, 
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und  deren  Summe 

21  23  25 

USb{a^h—¥)Ä^B''-\-e6{a^b  —  6a¥)Ä'^B-\-{a'^b—na'h^-]-5lh^)A'^, 
MO  die  beiden  ersten  Tenne  wieder  die  Factoren  a^b  —  b^  und  a^b  —  Qab^  haben. 
Man  multiplicire  jetzt  Ä^   und  die  angegebenen  Werthe  seiner  Differen- 
tialquotienten nach  einander  mit  den  Gröfsen 

,  /Y>ö  /y>4:  _____  /yiO  /y>0  ^^_^  /yilO 


n2    '  04  06    '  08 '  010 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Gröfsen 


1.   -^ 


X    (^J  ^     (^1        .       (0  X         m 


2  02      1.3  03     1.3.5  04     1.3.5.7  05      1.3.5.7.9 

und  addire  die  erhaltenen  Producte,  so  bekommt  man  zufolge  (2.)  die  Entwicke- 
lungen  von  ^^[cc),  ^2[^)y  ^W^  je  nachdem  man  den  Gröfsen  A,  B,  a,h  die  ver- 
schiedenen angegebenen  Bedeutungen  giebt.  Ordnet  man  die  erhaltene  Summe 
nach  den  Functionen  von  a  und  6,  in  welche  die  einzelnen  Terme  multiplicirt 
sind .   so  erhält  man : 

bA^.x^  r  _  AB.x^       _11_  fAB.x^-^ 1_  fAB.x^^  "1 

■^       04       L  2  ^  02  V      2       )       03  V      2      J^         J 

13 

06       L  2        +  02  V      2      /      "J 

17 

,   (a2&— &2)^2.a;8  r        ^:B.a;2  1    fAB.x^\^  1 

+ 08  "  L^^ 2 +  02"  K-^—J  -  •'•  •  J 

21 

OTO  L  2         "^         J 

25 

,    (a^&— 15a2&2_|_ 5 1^,3) ^2.-^12  r  -i 

+  A j^t^_^ [l_...J  U.S.W. 

Dieser  Ausdruck  läfst  noch  ein  anderes  Gesetz  erkennen ,  wonach  man  auch  die 
Zahlenfactoren  allgemein  angeben  kann,  mit  welchen  dieselben  ganzen  rationalen 
Functionen  von  a  und  b  in  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von  A^  zu 
multipliciren  sind.    Die  in  Klammern  eingeschlossenen  Reihen  werden  nämlich, 
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SO  weit  man  aus  der  hier  geführten  Induction  ersehen  kann ,  dieselben  und  der 
aus  der  Entwickelung  der  Exponentialfunction 


sich  ergebenden  Reihe  gleich.  Bezeichnet  man  daher  mit  ^(ai)  eine  der  drei 
Functionen  ^3{x),  ^2{^)y  ^i'^)}  je  nachdem  man  den  Gröfsen  A,  B,  a,  h  ihre 
dreierlei  Bedeutungen  giebt ,  so  erhält  man  zufolge  der  angestellten  Induction 

, ,  /  Ai^i  A  6  ry'O  /18/V.8  \ 

(6.)       ^{x)  ==  \jAe  -^^^-  (l+^2-j^4 ''■'--m~^'''~m )' 

wo 

(7.)     r2==l>,    r-i  =  ab,    ri  =  a^b  —  ¥,    r-^  =  a^h  —  Qah'^,    ra  =  a^h  —  15a-6''^  +  51&^  etc. 

Man  sieht  aus  diesen  Ausdrücken ,  dass  die  Functionen  >;  7'ationale  ganze  Functio- 
nen von  a  und  b  sind,  und  zivar,  wenn  man  der  Größe  a  eine,  der  Gröfse  h  zwei 
Dimensionen  beilegt,  homogene  Functionen  der  i^^"  Dimension. 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  (6.)  von  2^[x)  mit  dem  Ausdrucke  (2.), 

_     ,-j       dslA       x'        d^SJA      x^        d'^sJÄ      x^        , 
so  erhält  man 

(8.)     "   v^^   =  \/^-'«+i  l{mXB"'  +  {m)2r2B"'--A' -[- {my^r^B'^'-^A^ ^ ^Ow),„r„. Jl'»] , 

wo  der  Zahlenfactor 

/    N     /    N                     .  ll(2w)                   ,„.  ,  ,w„.  ,  „.       ,^        ^.m.m — \...m — i-\-l 
("•)    W'  =    2-.-n(m-0n(2i7  =  (2'+l)(2.  +  8)...(2m-l) i.a.3...i 

gefunden  wird. 

Ich  will  jetzt  die  Bedingungen  untersuchen,  welche  stattfinden  müssen, 
damit  die  beiden  im  Vorigen  durch  Induction  gefundenen  Gesetze  sich  erhalten. 
Diese  Gesetze  bestehen  darin,  dass,  wenn  man  den  Ausdruck  (8.)  noch  einmal 
nach  h  differentiirt,  in  dem  neuen  Ausdrucke  die  algebraische  Function,  welche 

2»?H-3  .  . 

in  .A  ^  multiplicirt   ist ,    unverändert    ;=:  r^    bleiben ,    und   der  Werth  des 

Zahlenfactors  aus  [m)i  durch  Aenderung  von  m  in  m-\-i  erhalten  werden  muss. 
Zufolge  der  Formel  (5.)  hat  man 

dh  öA    ^  dB    ^  ob  da 
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Der  Term 

A  ^        B>"+^-' 
entsteht  zufolge  dieser  Formel  aus  den  drei  Termen 

{m)irf.Ä  ^        B""-', 

2to-3      . 
(Wi),_2  y,_2  A~^~       Bm-i+2  ^ 
2>n—l 

und  erhält  den  Factor 

(2m  +  2i +1  )(wOi  ^,-  +  (m  —  *  +  2)(m),-_2  r._2  6  +  (>)?.).--i  -^=^  ah  ~  1 6(m),_i  -^^  b . 

Dieser  Ausdruck  muss  =  (m-j-l)»^,-  werden.     Es  muss  daher 
(10.)  [(2m  +  2i+l)(m).— (m4-l);0ri  +  (m— i+2)(m),_2&r,_2 

+  (m),_i  «6  — ^T 16(m),_i6— -— i  =  o 

sein.  Diese .  Gleichung ,  welche  eine  Relation  zwischen  den  Functionen 
r^y  r,_i_,  ?\_2  ausdrückt,  muss  von  der  Zahl  m  unabhängig  sein,  wenn  diese 
Functionen  selbst  von  m  unabhängig  sein  sollen.     In  der  That  hat  man 

.      .  ..  (m-|-l)(2m+l)  ,   .  ,    .  i(2i—l)  ,   ^ 

also 

(m+l),-(2m  +  2.+l)(m),  =  -^^^^M,  =  (m),_i, 

überdies  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  analog 

(m  —  i-\-2){m)i_2  =  (i— l)(2i— 3)(w),_i. 

Die  Gleichung  (10.)  verwandelt  sich  daher  nach  Division  durch  (?w),_i  in  die 
folgende : 

(11.)  n._-(i_i)(2i_3)&r,_2  =  &[a-^t±_i6^], 

in  welcher  m  nicht  mehr  vorkommt.  Wenn  für  einen  gegebenen  Werth  von  m 
in  dem  für  -rp—  gefundenen  Ausdruck  (8.)  die  Zahlenfactoren  (m),.  die  ihnen 
durch  die  Formel  (9.)  gegebene  Bedeutung  haben,  und  die  Functionen 
»*o»  »*i5  **2?  ^s  •  •  •  ^m    so   beschaffen  sind,    dass   zwischen   je    drei  auf  einander 
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folgenden  die  Gleichung  (11.)  stattfindet,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehen- 
den,  dass  die  m-{-l   ersten  Glieder  von  -^,  ^^      die  folgenden  sein  werden: 

y3r«i+3[(^j_l_i)^5»M-i  4- („i  4-1)2^2  5'"-'^2+(m+i)3r3i'™-2^3H hO»^+i)-*«^^'"]. 

Damit  daher  das  durch  die  Formel  (8.)  gegebene  Gesetz  auch  für  den  nächsten 
Werth  von    m    gelte  und  daher  allgemein  gültig  sei,  braucht  nur  gezeigt  zu 

werden,  dass   der   in  dem  Ausdrucke  von  — .,,  ]_,  -    noch  hinzukommende  eine 

Term 

dasselbe  Gesetz  wie  die  übrigen  befolge,  oder  dass 


Tm^ri  =  m{2m — l)hr,a-i  +  'b\a—^ 16 


da 


Dieser  Werth  von  r,„^i  ergiebt  sich  aber  vermöge  der  Formel  (5.)  durch  die 
Differentiation  von  (8.).  Es  sind  daher  die  durch  die  Induction  gefundenen  Re- 
sultate bewiesen. 

Durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  erhält  man  nach  und  nach  die  nach  h 
genommenen  Differentialquotienten  von 

Setzt  man 

a  =  h'^  —  k^  =  ia,       [i  =  ^M  =  \/^b, 
so  wird  die  Formel  (5.) 

Durch  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 


dB  3  7 

-^  =  105ßyl2j53_|_i05aß^2^2_|_2i(a2ß_2ß5)^2^_|_(a3ß_6aß5)^2 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 
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Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  der  Reihe  nach  mit 

sc^  x^  x"' 

so  erhält  man  durch  die  Addition  der  entstehenden  Producte  zufolge  (3.) 


oder 


(13.)      ^.W  =  Ue-^"-[s,Ax-s,^^+s^^-s,^ +  ...], 


WO 


«0  =  ß-       h  =  «P>       h  =  ß(^^'  — 2ß*),       5*3   =  aß(a2— 6ß^),     etc. 
Man  wird  hierdurch  auf  den  folgenden  allgemeinen  Ausdruck  von  geführt  : 


wo 


Durch  Differentiation  von  (14.)  ergiebt  sich  vermöge  (12.)  zwischen  den  drei  auf 
einander  folgenden  Functionen  ä,„_i,  s„,y  a\„^.,  die  Gleichung 

(16.)  s,„+i  =  2m(2»^.  +  l)ß*5,„_i  +  aß-^-8|3^-^. 

Man  kann  diese  Induction  ganz  auf  dieselbe  Art ,  wie  im  Vorhergehenden ,  zur 
allgemeinen  Gültigkeit  erheben.     Es  wird  aber  um  so  mehr  genügen,  dieses  in 
dem  vorigen  Beispiel  ausgeführt  zu  haben,  als  man  auf  folgende  Art  unmittel- 
bar zu  den  gefundenen  Gesetzen  gelangen  kann. 
Es  sei  nämlich 

u  =  Ax 
und 

(17.)  ^{x)  =  \/Ze-^^^-'f7; 

n.  50 
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SO  wird,  wenn  man  d{üe)  als  Function  von  x  und  h,    aber   U  als  Function  von 
u  und  h  ansieht 

und  durch  nochmalige  Differentiation 

^  =  SJJe-i^'>"[A'^-2ÄBu^  +  iBV-AB)ü]. 
Man  erhält  ferner  zufolge  der  oben  gegebenen  Formeln 

dh  oh 

und  daher 

dU  .    dUl 


-?|^  =  \lÄe-^'^'''^'\{ÄB—B'u'—ibÄ'u')U-{-2AB'^ 


du         dh 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  partielle  Differential- 
gleichung 

dx^     '^     dh 

in  die  folgende 

d^U        dU 
^  "ö^+   dh     -  ^^^''^' 

Führt  man  statt  der  Gröfse  h  die  Gröfse  a  ein,  so  dafs   U  als  Function 
von  u  und  a  angesehen  wird,  so  erhält  man,  da  zufolge  (4.) 

da  =  —IQbA'^dh, 
nach  Division  durch  A^ 

(18.)  ^^161^  =  ibu'U. 

^      ^  du^  da  ^ 

Da  die  Function   U  sich  in  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  von  vr  aufsteigende 
Keihe  entwickeln  läfst,  deren  erster  Term   1   ist,  so  setze  man 

(19.)  U  =  1-n  -^+r,-^-r,J^^  +  ■■. 

Substituirt  man  diese  Reihe  in  die  für   ü  gefundene  partielle  Differentialglei- 
chung (18.),  so  erhält  man 

r,   =  0 
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und  allgemein 

(20.)  r,-l-16&-^  =  (i— l)(2i  — 3)&n_2. 

Die  Gröfsen  a  und  b  sind  mit  einander  durch  die  Formel 

a^  =  16(1—26) 


verbunden,  aus  welcher 


16^  =  — « 

da 


folgt.     Es  ist  von  Vortheil  die  Function  r  als  homogene  Function  von  a^  und  b 

da 


auszudrücken.     Man  hat  dann  in  der  vorstehenden  Gleichung  für  16  6     *~     zu 


setzen 


da  db     da  da  do 


wodurch  sich  dieselbe  in  die  oben  gefundene  Gleichung 

(21.)  r,^16h^^-ab^^  =  (i-l)(2i-3)6n-2 

verwandelt. 

Mittelst  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  dem  Werthe  der  ersten  Function 
^0  =  1  den  Werth  r^  =  0  und  hieraus  nach  und  nach  die  übrigen.  Durch  die- 
selbe Gleichung  wird  zugleich  gezeigt,  dasSj  wenn  man  für  ein  nicht  negatives  i 

r2i+2  =  bf'i{a^,b),        r2i+s  =  ab^i{a^,b) 
setzt,   die   Functionen   /",_,  cp,    ganze  homogene  Functionen  von   c?  und  b    vom  i*"** 
Grade,  und  deren  Zahlenfactoren  ganze  Zahlen  sind. 

Setzt  man  wieder  Ax  =  u  und 

und  sieht  wieder  ^i{pe)  als  Function  von   x  und  h,   aber    Ui  als  Function  von 
u  und  a  an ,  so  erhält  man  ganz  auf  dieselbe  Art 

Da  die  Function   C^j,    nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  von   x   oder  von    u 
entwickelt ,  nur  die  ungeraden  Potenzen  der  Variablen  enthält ,  so  kann  man 

7/-  'M'  11  * 

(23.)  Ui  =  «o««— «i-^y +  «2-1^5-— 53  jjy+  etc. 

setzen. 

50* 
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r)  TT 

Der  Werth  des  ersten  Coefficienten  Sq  wird  der  Werth  von  --—  für  m  =  0 

da 

oder  der  Werth  von     ,-^     ,   welcher 

SJA^dx 

ist.  Substituirt  man  die  Reihe  (23.)  in  die  partielle  Differentialgleichung  (22.), 
so  erhält  man 

(24.)  5.-+16&-^  =  («— l)(2i— 1)Ö5,_2, 

oder,  wenn  man  s  als  Function  von  a  und  h  betrachtet, 

(25.)  5.-+16&-?^— a&-^  ==  (i— l)(2i— 1)55.-_2. 

Setzt  man ,  wie  oben , 

a  =  4a,  &  =  2ß*, 

so  erhält  man  hieraus  die  Gleichung 

(26.)  5,+  8ß*-^-aß  ^  =  2{i-l){2i-\WSi.,  , 

welche  mit  der  Gleichung  (16.)  übereinkommt,  wenn  man  i  =  m-\-\  setzt. 
Mittelst  der  Gleichung  (26.)  kann  man  aus  dem  Werthe  der  ersten  Function 
5q  =  ß  nach  und  nach  die  übrigen  erhalten.  Durch  dieselbe  Gleichung  wird 
leicht  gezeigt,  dass,  wenn  man 

S2i  =  ß/':•(^^ß*).     %+i  =  <^  ??:•(«'>?') 

setzt,  die  Functionen  fl  und  cp[.  ganze  homogene  Functionen  von  a^  und  ß*  vom  i^^" 
Grade,  und  deren  Zahlenfactoren  ganze  Zahlen  sind. 

Die  Functionen  ^+2  5  ^'2^+3?  %>  %+i  werden  daher  nur  aus  i-\-\  Termen 
bestehen,  welche  in  möglichst  kleine  ganze  Zahlen  *)  multiplicirt  sind.  Da 
diese  algebraischen  Functionen  sehr  merkwürdige  Eigenschaften  besitzen  und 
auf  dieselben  gleichsam  als  Elemente  viele  andere  Bestimmungen  zurückge- 
führt werden,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  ihre  einfachsten  Ausdrücke  aufzustellen. 


*)  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  wohl  jedenfalls  darauf,  dass  man  bei  andern  Formen  der  Dar- 
stellung, z.B.  wenn  man  die  Functionen  r  und  s  nach  Potenzen  von  k  entwickelt,  auf  gröfsere  Zahl- 
coefficienten  geführt  wird.  B. 
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wie  es  hier  durch  Einführung  der  Gröfsen  a  und  6,  oder  a  und  ß   geschehen 
ist.     Je  nachdem  man  den  Gröfsen  a  und  h  die  Werthe 

a  =  — 4 — ^ —  ,  0  =  — 


Ä;2      '  -  "  Ä* 

l+Ä«  ,  2F 

a  =       4 — ^^ — ,  0  = 


7c'^    '  y^  ' 

oder  den  Gröfsen  a  und  ß  die  Werthe 

«- ^5-'  ß  =  -^^/-l; 

giebt,  will  ich  die  Functionen  r,.  und  5,.  mit  >;•,  ~,  -^  und  s^,  -TgnrV^— 1'  ~,2Sw"^^ 
bezeichnen. 

Hiernach  wird  für  ein  nicht  negatives  i: 

r^^^^  =  SkV{k''-k'W,ll6ik"-k%2kVy, 
<j+2  =  -2k''f,[lßil-\-k'y,-2k''l 
<m  =  Sk'\l^k'')'^ll6il-\-k''f,-2k''y, 
'•^•+2  =  -2F/',[16(l+F)^-2Ä;»], 

^2,-1-3  =  -8/v^(i+/b2)9,[i6(i+^T,  -2^']; 

r2\2    72  7/2- 


s,,  =\ikk'f:w-ky,k'kn, 


s       =  slkk'{k'''—k^)'^'.[_{k''^-ky,k^k% 


4    =  V^/;'[(i+Ä'''')^-^''], 

In  diesen  Ausdrücken  bedeuten  f^,  cp,^  /;'^  cpj  jede  immer  dieselben  Functionen 
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der  verschiedenen  unter  dem  Functionenz eichen  befindlichen  Gröfsen ,  und  zwar 
homogene  Ausdrücke  derselben  vom  i^^^  Grade ,  deren  Zahlencoefficienten  ganze 
Zahlen  sind. 

Setzt  man 

2Kx 

=  u, 

und  giebt  zufolge  des  obigen  Satzes  je  nach  den  dreierlei  Bestimmungen  von 
a  und  b  der  Gröfse  A  die  Werthe 

2K  2hK  2k'K 


,  ; 


und  der  Gröfse  B  die  Werthe 

2E    \ß^K  l    2E  1  (2E        2K\ 

TT  TT  k       TZ  fC     \    TZ  TZ     / 

SO  erhält  man  aus  der  einen  Formel  (6.)  die  nachfolgenden  Darstellungen  der 
drei  Functionen  ^(o?),  ^2{^)^  ^zi^)'- 

Ferner  erhält  man  für  die  Function  ^i(<r)  aus  der  einen  Formel  (13.)  die  drei 
verschiedenen  Darstellungen : 

^i(^)  =  ^1(2^)  =  y-^'  '^'    >>  (^0^^-^^  n^+^^W-^^  n7-  +  ---) 

Die  Gröfse  u  hat  hier  nicht  die  dreifache  Bedeutung ,  welche  in  den  früheren 

Formeln  ihr  Werth  Ax  je  nach  den  drei  Werthen  von  A  erhielt,  sondern  nur 

2TC 
diejenige,  welche  dem  ersten  Werthe  A=  -^^  entspricht. 


ÜBEK  DIE  ABBILDUNG 

EINES  ÜNGLEICHAXIGEN   ELLIPSOIDS 

AUF    EINER    EBENE 
BEI  WELCHER  DIE  KLEINSTEN  TKEILE  ÄHNLICH  BLEIBEN 


Borchardt  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik ,  Bd.  59.  p.  74— 88. 


ÜBER  DIE  ABBILDUNG  EINES  UNGLEICHAXIGEN  ELLIPSOIDS 
AUF  EINER    EBENE,    BEI  WELCHER    DIE  KLEINSTEN  THEILE 

ÄHNLICH  BLEIBEN. 

(Aus  den  hinterlassenen  Papieren  von  C.  G.  J.  Jacob i  mitgetheilt  durch  S.  Cohn.) 


Zwei  bekannte  Kartenprojectionen,  die  stereographische  und  Mercatorschc, 
haben  die  Eigenschaft,  dass  sich  alle  Linien  in  der  Projection  unter  denselben 
Winkeln  wie  auf  der  Kugel  schneiden.  Lambert  wurde  hierdurch  auf  die 
Frage  geführt,  allgemein  die  Projectionsarten  zu  suchen,  welche  diese  Eigen- 
schaften haben.  Er  hat  dieselbe  in  einer  sehr  lehrreichen  Abhandlung- 
Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entiverfung  der  Land-  und  Himmelscharten  p.l05  — 199 
im  dritten  Theil  seiner  mathematischen  Beiträge  gelöst,  und  sie  auch  auf  das 
abgeplattete  Erdsphäroid  3,\isgedeh\it.  Lag  ränge  hat  hiervon  Gelegenheit  ge- 
nommen, für  alle  Umdrehung sflächeii  die  betreffende  Diiferentialgieichung  aufzu- 
stellen und  auf  die  allgemeinste  Art  zu  integriren.  Endlich  hat  Gauss  in  einer 
von  der  Kopenhagener  Akademie  gekrönten  Abhandlung  p.  5  —  30  im  dritten 
Heft  von  Schumachers  Astronomischen  Abhandlungen  die  Differentialgleichung 
aufgestellt ,  auf  welche  die  Aufgabe  für  beliebige  Flächen  führt ,  auch  dieselbe 
für  diejenigen  speciellen  Flächen  zweiter  Ordnung  integrirt,  die  zugleich  Umdre- 
hungsflächen ,  Kegel  oder  Cylinder  sind ,  für  welche  Flächen ,  wie  man  leicht 
sieht,  diese  Integration  allgemein  ausgeführt  werden  kann.  Die  Integration  für 
beliebig eYVich.e\\  zweiter  Ordnung  kann  jedoch,  wie  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  in 
einer  vor  der  Berliner  Akademie  gelesenen  Note  bemerkt  habe,  mittelst  Einfüh- 
rung der  sogenannten  elliptischen  Coordinaten  auf  Quadraturen  zurückgeführt  wer- 
den. Ich  will  im  Folgenden  die  hierauf  bezüglichen  Formeln  näher  entwickeln. 
"•  51 
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Es  sei  die  Fläche  dadurch  bestimmt,  dass  die  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ihrer  Punkte,  x,y,  z,  als  Functionen  zweier  Gröfsen  t  und  u  gegeben 
sind.     Es  sei  das  Quadrat  eines  Linienelementes  der  Fläche  gegeben , 

^lx^  j^  dy- +  ch"  =  Tdt^  +  2Udtdu-^Vdn% 
so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gröfsen   T,  ü,  V  hinreiclmi,  das  Elementar dreieck 
zu  bestimmen,  welches  von  drei  unendlich  nahen  Punkten  der  Fläche  gebildet  wird, 
die  den  Größen  t,u;  t-^i,  i^  +  u;    t-\--\  ?/  +  u'   entsprechen,  wo  t,  i'  imendlich 
kleine  Incremente  von  t,  und  o,  u'  unendlich  kleine  Increm ente  von  u  bedeuten. 

Es  seien  nämlich  A,  B,  C  respective  die  drei  Punkte  der  Fläche,  so 
werden  ihre  Coordinaten 

x,  y,  z, 

,   dx    .  ,    dx  ,    öy      ,    öy  dz         d^ 

''+ir'+ii"'   '■'+^'+^'"    '+w'+ii''' 

wo  nach  der  Voraussetzung 

(fJ+(IJ+(fJ  =  -' 

dx  öx       dy  dy^.dz_dz^  

'dt'du^'dt'dü'^  dt  du   ~      ' 


Es  wird  hiernach 


ÄB^  =   T-"-{-2Utu^Vu',  ' 

ferner 

f'rlx      ,     dx    \/dx    ,  ,    dx    A 
AB.AC.co.BAC  =  (^.  +  -oX^^  +  ^0 

-^Vdl'  +  ^VVm-^'d^^J 

,   fds      .    dz    \fdz    ,  .    dz    ,\ 

==   TT-'4-C/(To'+r'o)  +  Fuo', 

wie  man  auch  leicht  aus  der  Formel 

BG^  =  t(t— T'f +  2ü'(t-t')(u-u')+F(u-u') 
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findet.     Es  wird  auch 

ÄW.ÄChixi''BÄC  =  4:{AÄBCf  =  {TV—U^)(x'y—-'o)\ 
welclies  die  aus  der  Theorie  der  Multlplication  der  quadratischeti  Formen  bekannte 


Gleichung 


giebt. 


(T-'  -h  2  Utv  +  Vv-){T-z'"  4-  2  U-'v'-]-  Vv'^) 
=  {TxT'-\-U{vj'i-T'o)  +  Vuo'f-i-{TV—U%v'—-'vf 


Es  folgt  aus  dem  Vorstehenden ,  dass ,  wenn  für  eine  andere  Fläche  ^,  y,  z 
andere  Functionen  von  t  und  u  bedeuten,  und  entsprechende  Punkte  diejenigen 
Punkte  der  beiden  Flächen  genannt  werden,  welche  denselben  Werthen  der 
Gröfsen  t  und  u  zugehören,  die  kleinsten  einander  entsprechenden  Theile  der 
beiden  Flächen  einander  ähnlich  sind,  wenn  für  die  zweite  Fläche  die  drei 
Gröfsen   T,  U,  V  denen  der  ersten  Fläche  proportional  bleiben. 

Bei  Auflösung  der  Aufgabe,  eine  gegebene  Fläche  so  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  abzubilden,  dass  die  kleinsten  Theile  einander  ähnlich  blei- 
ben, genügt  es,  wenn  man  für  die  eine  Fläche  eine  Ebene  nimmt,  welche  die 
Vermittelung  zwischen  den  beiden  Flächen  übernimmt.  Denn  kann  man  unter 
der  gegebenen  Bedingung  jede  Fläche  auf  einer  Ebene  und  die  Ebene  auf  jeder 
Fläche  abbilden,  so  kann  man  unter  derselben  Bedingung  auch  jede  Fläche  auf 
jeder  anderen  abbilden.  Man  wird  ferner  die  Aufgabe  in  ihrer  ganzen  Voll- 
ständigkeit lösen  können,  wenn  man  alle  Correlationssysteme  der  Ebene  selbst 
findet,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  kleinsten  Theile  einander  ähnlich  werden, 
oder  auf  alle  möglichen  Arten  unter  der  angegebenen  Bedingung  die  Ebene  auf 
sich  selber  abbilden  kann. 

Es  seien  p  und  q  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene, 
so  sind  p  und  q  als  solche  Functionen  von  t  und  u  zu  bestimmen,  dass 

dp'-\-(kf  =  M(Tdt^-{-2Udtdu-\-Vdu') 
oder 

dt    du        dt   du  ' 

wo  \M  die  Gröfse  ist,  mit  welcher  man  in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten 

51* 
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p  und  q  sind,  benachbarten  Linienelemente  der  Ebene  multipliciren  muss, 
um  die  entsprechenden  Linienelemente  der  gegebenen  Fläche  zu  erhalten. 

Da  die  Elemente  dt  und  du  gänzlich  von  einander  unabhängig  und 
dp-{-idq  und  dp  —  idq  lineare  Functionen  derselben  sind,  so  kann  man  die 
Ausdrücke 

dp -\- idq    und     dp  —  i  dq 

definiren  als  lineare Factoren  des  quadratischen  xlusdrucks  Tdt^-{-2  Udtdu-\-Vdu\ 
M^elche  zugleich  vollständige  Differentiale  sind.  Dasselbe  gilt  von  den  Aus- 
drücken ,  welche  man  erhält ,  wenn  man  dp  -\-  i  dq  und  dp  —  i  dq  noch  mit  be- 
liebigen Functionen  respective  von  p-\-iq  und  p  —  iq  multii^licirt.  Um  daher 
p  und  q  auf  die  allgemeinste  Art  als  Functionen  von  t  und  u  zu  finden,  zerfalle 
man  den  gegebenen  Ausdruck  des  Quadrats  des  Linienelementes 

Tdt^-\-2Udtdu-\-Vdu^ 

in  seine  linearen  Factoren,  multiplicire  jeden  derselben  mit  einer  solchen  Function  von 
t  und  Uy  dass  er  ein  vollständiges  Differential  wird,  und  setze  die  beiden  Integrale 
beliebigen  Functionen  respective  von  p-\-iq  und  von  p  —  iq  gleich. 

Ich  will  als  Beispiele  die  drei  Fälle  betrachten,  in  welchen  die  Fläche 
durch  Umdrehung  erzeugt  oder  ein  Kegel  oder  ein  Cylinder  ist,  und  dann  zu 
der  Aufgabe  übergehen ,  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  auf  einer  Fläche  abzubilden. 

I. 
Abbildung  von  Umdrehungsflächen  auf  einer  Ebene. 

Es  sei 

X  =  tco^ii,      y  =  tünu,       z  =  F{t), 

wie  man  für  eine  Umdrehungsfiäche  annehmen  kann.  Es  wird  dann  das  Quadrat 
des  Linienelementes 


wo 


Tdt^-{-t^du% 


^=^+(fJ 


eine  Function  bloss  von  t  ist.     Es  werden  hier 

— \-idu    und     -^f— i  du 
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die  integrablen  Factoren,  und  daher 

f{p-\-ig)  =  T-f  iw, 
'i^(p  —  iq)  =  T  —  iu, 

WO  T  :=  ff — '  ^^^  allgemeinsten  Gleichungen,  welche  zwischen  p,  q  und 
t,  u  stattfinden  können.     Setzt  man 

f{x)  =  ^{x)  =  X, 
so  erhält  man 

^  =  T,      2  =  ?*, 

und  es  wird  t  der  Quotient  des  Linienelementes  der  Fläche  und  der  Ebene. 

Es  bedeutet  in  diesen  Formeln  die  ^-Axe  die  Umdrehungsaxe ,  t  den 
Halbmesser  des  Parallelkreises,  u  die  Länge.  Man  erhält  daher  die  der 
Mercatorschen  entsprechende  Projectionsart,  in  welcher  die  durch  die  einzelnen 
Längengrade  gehenden  Meridiane  durch  äquidistante  Parallellinien  abgebildet 
werden ,  während  die  darauf  senkrecht  stehenden  geraden  Linien  dem  Aequator 
und  den  Parallelkreisen  entsprechen.     Setzt  man  dagegen 

f{x)  =  <^{x)  =  \ogx, 

so  erhält  man,  wenn 

p  =  rcoscp,      q  =  rsincp 
gesetzt  wird , 

logr  =  T,      o  =  u^ 

und  es  werden  sich  die  entsprechenden  Linienelemente  der  Projection  und  der 
Fläche  wie  der  Radiüsvector  und  der  Halbmesser  des  Parallelkreises  verhalten. 
Diese  Projectionsart  entspricht  der  stereograpkischen ,  weil  in  ihr  die  Meridiane 
durch  gerade  Linien  dargestellt  werden,  die  von  einem  Punkt  ausgehen,  der 
Aequator  und  die  Parallelkreise  dagegen  durch  Kreise,  welche  diesen  Punkt 
zum  Mittelpunkt  haben.  Die  (Airven,  welche  auf  der  Umdrehungsfläche  alle 
Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneiden,  werden  in  der  ersten  Projection 
gerade  liinien ,  in  der  zweiten  eine  Art  Spiralen ,  deren  Polargleichung 

a-j-ßlogr  +  yf  =  0 
ist.     Lambert  hat  noch  den  Fall  betrachtet,  wo 

f{x)  =  cp(a;)  =  a;'«, 
und  Werthe  von  m  angegeben ,  für  welche  die  Formeln  eine  praktische  Anwen- 
dung für  gewisse  specielle   Zwecke  finden,  die  man  durch  die  Projection  zu 
erreichen  wünschen  kann. 
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II. 

Abbildung  von   Kegelf  lachen  auf  einer   Ebene. 

Es  sei 

X  =  ^cosM;      y  =  i^sinMCOsr,      ^  =:  tsimisinv, 

wo  V  eine  Function  bloss  von  u  bedeute,  so  wird  die  Fläche  ein  Kegel,  dessen 
Spitze  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist.     Es  wird  hiernach 

dx^  +  di/^ds''  =  dt^  +  f-Adu\ 
wo 


A  =  \-\-mi^n{—  ' 


2 

duJ 


eine  Function  bloss  von  u  ist.    Es  werden  daher  die  beiden  integrablen  Factoren 
des  Quadrates  des  Linienelementes  des  Kegels 

—--{-i^Adu,  — '''SJAdii, 

t  t 

und  daher  die  gesuchten  Gleichungen  in  ihrer  allgemeinsten  Form,  wenn  man 

/  s/Adii  =  I  \/ du'^ -\- sin^ u  dv^  =  o 


setzt , 

Setzt  man 
so  erhält  man 


f{p-\-iq)  =  log^  +  ^a, 
f{x)  =  o{x)  =  logo;; 


p  =  tao^z,         q  =  ^sina 
und  daher  diejenige  Abbildung  des  Kegels,  welche  seine  Abwickelung  ergiebt. 

III. 

Abbildung  von  cylindrisclien  Flächen  auf  einer  Ebene. 

Wenn  j/  eine  Function  bloss  von  Xy  und  z  von  x  und  1/  unabhängig  ist, 
erhält  man  eine  cylindrische  Fläche.     Man  kann  daher 

X  =  t^        y  =  F{t),        z  =:  u 
setzen,  woraus 

dx^-{-dy^-{-ds^  =  Tdt^-j-du' 
folgt,  wo 
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eine  Function  bloss  von  t  ist.     Die  beiden  integrablen  Factoren  des  Quadrates 
des  Linienelementes  des  Cylinders  werden 

SlTdt-^iäu,        \lTdt—idu. 
Setzt  man  daher 


fsJTdt  =   f\Jdx'-\-dy''  = 


wo  a  den  Bogen  eines  zur  Kante  des  Cylinders  senkrechten  Schnittes  oder  des 
Schnittes  der  cci/-Ebeiie  bedeutet,  so  werden  die  verlangten  Gleichungen: 

f{p  +  iq)  =  cj-f  i^',         '^{p  —  iq)  =  o  —  iz. 
Setzt  man 

f{x)  =  ^{x)  =  X, 
so  erhält  man 

^;  =  a,        q  =z  z  =  u,, 

und  daher  wieder  diejenige  Abbildung,  die  durch  die  Abwickelung  des  Cylin- 
ders gegeben  wird. 

Abbildung  eines  EUipso  ids  und  der  beiden  Hyperbol  oide  auf  einer 

Ebene. 

Es  seien  h  und  c  gegebene  positive  Constanten  und  c  die  gröfsere  der- 
selben; es  seien  ferner  p,  pi,  p2  drei  Gröfsen,  von  denen  die  erste  gröfser  als  c, 
die  dritte  kleiner  als  h  und  die  zweite  zwischen  h  und  c  liegt ;  so  werden 


1    _  ^   1 f L       ^' 

p2     -t-     p2_^2    -r     p2_c2 
1     —      ^^      I  y^  I  ^^ 


die  Gleichungen  eines  Ellipsoids,  eines  einfiächigen  und  eines  zweiflächigen 
Hyperboloids.  Betrachtet  man  x,y,z  als  Functionen  von  p,  pi,  po,  wie  sie 
durch  die  vorstehenden  Gleichungen  gegeben  werden,  so  fliidet  man,  wie  be- 
kannt ist, 

Betrachtet  man  nach  einander  erstens  p ,  zweitens  pi ,  drittens  pa  als  constant, 
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SO  giebt  der   vorstehende  Ausdruck  die  Quadrate  der  Linienelemente  der  drei 
genannten  Flächen ; 

1)  für  das  Ellipsoid  (p  constant) 

2)  für  das  einflächige  Hyperboloid  (pi  constant) 

3)  für  das  zweiflächige  Hyperboloid  (p2  constant) 

dx'-^df  +  ä,-    =    (P— PI)  L  ^,,._^,2^(,2-ZI^  +     (p2_ö^3^,._  p2)  J  • 

Die  linearen  integrablen  Factoren  dieser  Ausdrücke  werden : 


?'  —  9l 


(1.)  ^y^Jv)^-^  do^^^l ^1^^^^ ^P. . 

und  man  erhält  in  jedem  der  drei  Fälle  die  allgemeinste  Auflösung  der  Aufgabe, 
wenn  man  die  Integrale  der  beiden  dem  Doppelzeichen  ±  entsprechenden  Aus- 
drücke respective  einer  willkürlichen  Function  von  p-\-iq  und  einer  willkür- 
lichen Function  von  p  —  iq  gleich  setzt. 

Abbildung   eines  EUipsoids   auf  einer  Ebene. 
P>t;>f^i>&>p2- 

AI 2  2  f     I  q2     ~~p"2 

1)  In   ZJ  ist  pi  variabel,   p  constant.     Man  setze 

p2_6^  =  y^{^rJ  —  f^)     oder     [^{l^-y^)  =  b'-  +  c'y\ 

so  wird 

dpi ^ dy 

P  — PT  =  ^ rn — 2 -' 


ABBILDUNG  EINES  DREIAXIGEN  ELLIPSOIDS  AUF  EINER  EBENE.  409 


und  daher 


Es  sei 


so  wird 


-M 


f  —  b''-{-{p''—c'')y''     dy 


V'-\-c'y'  1  +  y''' 


.c^cos^cp 
fZv  c  cos  'f  (Z'f 


(l-\-y^)\/b''+cY  c^  —  {c'  —  ¥)sin'''f 

und  daher,  wenn  man 


setzt, 


oder  da 


wird , 


C 

J,l — Ä;^sin^7. sin^cp  ' 

p2  — 62 

=  sin^a, 

-—  =  cos^a.        —^ 

P^ 

=  A^ 


^ sinaAa     f  Aod<f' 

cos  a     J   1 — /c-  sin'-^  a  sin-  cp 

4.       \     f  ^h        7-2  .               V     /*  sin2(p(?cß 

=  tg  a  Aa  I  —' Jc^  sm  a  cos  a  Aa  / 7^-^/    •   2   n  v     ' 

Setzt  man 

Ja7  =  ''^         717  =  "^ 
so  wird,  nach  den  von  mir  in  den  Fund.  Nov.  eingeführten  Bezeichnungen, 

U  =  tg  am  (a)  A  am  (a) .  ?t  —  n(ii,ä) 


Jhu 


wenn  man 

h  =  tg.am  (a)  A  am  (a)  —  Z{a) 

_         d\ogO(a)  cos  am  (g)    _        d\ogH{a-\-K) 
da  da 

"•  52 


410  ABBILDUNG  EINES  DREIAXK3EN  ELLIPSOIDS  AUF  EINER  EBENE. 

setzt.     Wenn 


2K    ,  2K    , 

u  ,        a  =  a  ,        q  =  e 

TT  TT 


K 


SO  wird 


und  daher 


Q{ii)  =  1_ 2g  COS  2w'+  29*  COS  4w'—  2q^  cos  ßu'-\-  •  •  • , 

H{u)  =  2v^g'[sinw' — q^^\n'iu'-\-q^üxi^u'— q^^^\nlu'-\- -  ■  •], 

e{u-\-a)  1— 2gcos2(w'+a')-l-2g*cos4(w'-|-a') 


und  daher 

h 


0{u  —  a)  1— 2q  cos  2  {u'—a')-\-2q'^  cos  4:  {u'—a') 

II(a-\-K)  =    2\/q[cosa'-\-q^  cosSa'-\-q^  cos6a'-\-  •  '  '2, 

d\ogH(a-\-K)    TT     sin a'-f- 3g^  sin  3£t'-|- Bg^  sin  5a'-f- 

~  2K      ,  ^  ^K  cos  a'4-  q^  cos  3a'  +  q^  cos  ha'  + 


Tt 

Ich  bemerke  noch,  dass 

C2(p2— 62) 


und  daher 


tg^cp    =    tg2am(M)    =     ^2(^2  _p2)    > 


<^^S"'-P    -      p2(c2_J2)    '  Sin    cp    _      p2(,2_52) 

Ä'^sin'^cp  =  — j^  1  A-cp  = 


Man  sieht,  dass  ~  und  sin^cp  dieselben  Functionen  respcctive  von  p  und  p^ 
sind.  Wenn  pi  von  h  bis  c  wächst,  wachsen  cp  und  u'  von  0  bis  ^iz  und  u 
von  0  bis  K. 

2)  Man  erhält  i  V  aus  U",  wenn  man  pj  in  p2  verwandelt.  Hierbei 
bleiben  die  Constanten  k,  a,  a,  a ,  h  unverändert,  und  es  wird  nur  u  verändert, 
und  zwar  nimmt  es ,  weil  p2  immer  kleiner  als  b  bleiben  soll ,  einen  imaginären 
AVerth  an,  welchen  ich  mit  i[K'-\-v)  bezeichnen  werde.  Man  wird  dann  die 
betreffenden  Formeln  erhalten,  wenn  man  in  den  zuletzt  aufgestellten  i[K'-\-v) 
für  u  und  daher  am  (i  (-Bl'4- v) )  für  9  und  gleichzeitig  p2  für  pi  setzt.  Man 
erhält  hieraus 

-1  _  ?W-^') 

Ä;-sin^am(i(X'+i;))  p-(ö-— p^) 
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oder 


woraus,  wenn  man  ain{v,  A-'  =  cp  setzt, 


und ,   da  k  '  =  -'-^, — r^  .    auch 


,,2.2,        pKp^-^^)        ,,,,,,,       rAc— Pi) 


folgt.     Es  wird  ferner 

T/        7/7^'  I     N  I     1   1       0{iK'-]-iv-j-a) 

V  =  HR  +.)+ 2f  log  ~i^ifi^^- 

Da 

■ä(A''— 2!'?() 


so  wird  dieser  Ausdruck,    wenn  man,  wie  verstattet   ist,  den    durch  Addition 
hinzugekommenen  constanten  Term  fortläfst, 

,     ,    .     ^     cosa'(e*'— e-'"')  — 3^cos3a'(e3'''— e-3«')-] 

'  ^  sin  a  (e"  4-  e-^ )  —  g-^  sin  3a  (63"'+  e-^''' )  H 

/  -KV 

Wenn    p^    "^^n    o    bis    /y    zunimmt,   wächst  gleichzeitig   v   von  0   bis    K' 
und  e"'  von   1   bis   -p:^  • 

y^  . 
Will   man    bei  Erhaltung    der   Aehnlichkeit    der   kleinsten    Theile    das 

Ellipsoid  so  auf  einer  Ebene  abbilden,  dass  seine  Krümmungslinien,  welche 
Durchschnitte  mit  confocalen  2:w;e«'flächigen  Hyperboloiden  sind,  gerade  Linien, 
die  aus  einem  festen  Punkte  ausgehen,  die  Krümmungslinien  dagegen,  welche 
Durchschnitte  mit  confocalen  emfiächigen  Hyperboloiden  sind ,  Kreise  werden, 
die  den  festen  Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  so  findet  man  aus  jedem  gege- 
benen Punkte  des  Ellipsoids  mittelst  der  obigen  Formeln  die  Abscissen  und 
Ordinaten    rcosr^    und   rsinr^    des    entsprechenden   Punktes    der    Ebene.       Ist 
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nämlich  der  feste  Punkt  der  xlnfangspunkt   der  Polarcoordinaten ,    so  werden 
dieselben 


V  1—  2g  cos  2  iu'—  a' )  4-  2(/*  cos  4  (u'—  a') 

T^  =  At;-j-Arctg 


2g  cos  2  (^*' —  a' )  +  2g*  cos  4  (u' —  a' )  ■ 

cos  a'  (e-"'—  e-"')  —  g^  cos  3a'  (e^"'—  e-^"' )  -\- 


sin  a'  (6"'+  e-'-' )  —  g^  sin  3a'  (e^»''-}-  e-3' ' )  +  •  •  •  • 

Dem  durch  diese  Polarcoordinaten  bestimmten  Punkte  der  Ebene  entsprechen 
Punkte  des  Ellipsoids,  deren  Coordinaten 

^    _      PPlP2 

«*'     ^ 7 

ÖC 


sind. 

Es  ist  zufolge  der  obigen  Substitutionen,  wenn  man  cj>  =  am(«5^  k')  setzt, 

2  =  &^  ^2  ^  6^sin^i>    

'^^  1 — Ä^sin^asin-cp  '  ^'^         sin^  a -|- cos^  a  sin^  ^};  ' 

„      ^.,  ft^Fsin^asin^cs  ,„       „  6^sin"^aco8^<> 

p-  —  6"   = , .,   ■   .. r-5 — ,  u^ — p-  =      .-„ — , ., — f-n — ,. 

'1  1— ^^-sin''asm'^9  -  sm^'a-j-cos-asiii'^tl^ 

„  c^ÄJ^sin^a  COSTCO  ,        „  c^sm^aA^(i),Jc') 

'1  1 — /i;^sin^asin^(p  '  '^         sin^a-j-cos^asin^«]^ 

Füst  man  hierzu  die  Formeln 

^  _  b^f  —  ¥)    _   p-A^g       cHp'— c^)    _  _pV_ 

so  erhält  man 

a;  =  iV.A^asint]^,     f/  =  j\^.  A^a  sin^asin'f  cos']/.      s  =  iV./t'sin^a  coscp  A('{/, /c'), 

WO 

N=  P 

A  a  y  (1 — /c^  sin^  a  sin^  9)(sin2  ^^  _|_  cQg2  ^  gjjj2  ,|-) 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  selber  wird 

x^    .         iß         .        ^■'^A^a        

p  p  sin  a         pVc    sin  a 
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Für  das  längliche  Umdrehung sellipsoid  wird 

h  =  c,       h"  =  0,        g  =  0,       K  =  \t., 
cp  ==  II  =  u',         7.  =  a  =  a,         h  =  tga. 
Man  hat  ferner 

Man  erhält  daher  aus  dem  ersten  System  Formehi  die  Polarcoordinaten  eines 
Punktes  der  Ebene 

r  =  etg"-'f, 

q  =  tgalogtg(45<>  +  i(|^)  +  Arctg(cotgasin<];), 

und  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes  des  länglichen 

Umdrehungsellipsoids 

it;  =  iV'.sin']^,       y  =  -ZV.sin-a  sin«>  cos'L,       z  =  iV.sin-acoscp  co8']>, 

wo 

N  =  P       -  =  P         . 

\/sin^  a  4- cos'"*  a  sin^  t|^  \/sin^d;  +  sin^a  cos^^}^ 

und  die  Gleichung  der  Fläche 

Wenn  das  Ellipsoid  sich  einem  abgeplatteten  Umdrehungsellipsoid  annähert,  oder 
h  eine  kleine  Gröfse  ist,  wodurch  k  sich  der  Einheit  nähert,  muss  man  die 
vorstehenden  Formeln  wie  folgt  transformiren. 

Ich  führe  zuerst  für  u  und  a  ihre  Cornj^lemente 
K — u  =  ui,        K — a  =  ai 

ein.     Setzt  man 

am(Mi)  =  cpi,       am(ai)  =  '^i, 

so  wird 

(P^-&^)(C^-P?)  ^  (p.>_-,2)(p2_6^)  _     _(pW)p^ 

und  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

x^        A'-rxi.y'  -g'^   _  _  2 

p2  "•    p^cos'^ai         p'^cos^^ai  ' 
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und  es  wird  nach  einigen  leichten  Heductionen 

X  =  M.A'^ rj^  Acpj  sin  6 ,       ij  =  M.  cos-  7.1  cos  ci^  cos  -^ .       2  =  M.  cos^ a^  A-  a,  sin  cp^  A  (6,  /t') , 

wo 


If  = 


A7.1  V(l — }?  sin"  0.1  mi  ''-pi)(cos^  7.1  -|-  h''^  sin^ 7i  sin^ -}) 
Man  liat  ferner 

-  ^a  ^^"^      ''^^'        6>(w-a)    -    6>(Mi-ai)' 

und  daher,  wenn  man  in    dem  Ausdrucke  von    U  die  Constante    Qg-"(^i) 

düi 
fortlälst  und  die  Zeiclien  umkehrt, 

rflo£H(aO      ^  0^2j|^ 

Es  wird  ferner 


^^ sinaAa     /* '  Acp  d'^  Äj'^cosai  Aai     C^'  d'^\ 

cosa    J(j  1 — Äj^sin^asin'-'cp  sinoti        J,   (A^aiA'-'cpi  —  ¥ cos''^ «i  cos''^ 'f  1 ) Acpi 

COSaiAai    /**  '  fljcpi 

sinai     J  ^^  (1 — Ä'^sin^aisin^cpi)A(pi  * 

Da  es  frei  steht,  von   U  eine  Constante  abzuziehen  und  das  Zeichen  zu  ändern, 
so  werde  ich  hierfür^ 

jj cos  ai  Adj   r '  ^  (?<Pj  • 

sin^i     J^    (1 — /i;^sin'-7.i  sin^cpJA'fi 
setzen. 

Diese  Ausdrücke  können  in  andere  transformirt  werden,  in  welchen  die 
Argumente  imaginär  werden ,  und  der  Modul  in  sein  Complement  sich  verwan- 
delt.    Es  ist  aber 


und  daher 


_   d\ogH{a{)  Tzai 
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wenn  man 

nK 


und 

fZlog  H{i  au  ¥)  r.      e"i'  +  e'"'  —  3^'^  (e^">  +  e-^<)  + 


h 


da,  2K'      /,  __-a[  _^,2  (^,3«;  _^-3.;)  _^  . .  . 

setzt.     Es  wird  ferner 

siuai      Jo    (1 — ^^sin-7.isin^9i) A<3j  '-^     °  0(wi  —  «i) 

oder,  wenn  man  ?/i  =  -^^  setzt, 

ü  -  k, n,      ., log  ^^,^_^,  ^  _,_^^^ ,  _^ ^^^ ^^3^,_3^ ,  +  ,-K+3<)  ^  . .  .  * 

Wenn  <^i  =  0 ,  wird  Uy  =^  0 .  wofür  dieser  Ausdruck  von  U,  wie  der  obige  Inte- 
gralausdruck verschwindet ,  weshalb  beide  einander  gleich  gesetzt  worden  sind. 
Man  hat  ferner,  wenn  man 

setzt , 

,.=  ,,+ 1  log  .^<i+i4 

'    2^     °  JI{a  —  iv) 

=  hv  +  —^  log  -FTP^ r-^ 

'     2?.      °  i/(A  —  «1 — iv) 

'2?  Q{v  —  iai,k  ) 

_  q:  (^"'^-6--'^^  sin  2t;-- g'^  (e^^'i  -^-^"1)  sin  4z;-+  .  •  ■ 

Für  das  abgeplattete  Umdrehungsellipsoid  selbst  wird 

i'  =  0,      a  =  0,      /r  =  |7r,      V  =  v  =  6, 

«;  =  ai  =  logt.g(450  +  i7.i),         u\  =  ?/i  =  logtg(450  +  ^'fi), 
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tg  (450  +  ^a,)  tg  (450  +  icpQ  +  cotg  (450  +  igQ  cotg  (45«  +  ^cpi) 


—  ilog 


cotg  (450  +  iai)  tg  (450  +  1  cp  1)  +      tg  (450  +  1  ai)  cotg  (450  +  1  cp,) 


-    Sinai  *^S^S(^^^  -t-2?i;      ^'""^  co8m<fi-i-ai)-i-smm<^i-ai) 

1      1     *    /.to  I    1     N      11       1  + sin  «1  sin  91 

=  —• logtg(450  +  icpi)  — ilog— "! — ^ .—^~> 

sm«!      °  °^        I   2T/      ^     o  j^ — sin 7.1  sin cpi 

V  —       ^      - 


sinai 

Die   Coordinaten   der   Punkte    des   Umdrehungsellipsoids    werden,    wenn   man 
M  =  L  cos^Oi  setzt , 

a;  =  L .  cos cpi  sin <]> ,        1/  =  i •  cos 91  cos ']^ ,        ^  =  i.cos^aisincpi, 
wo 

T    _    P 

yl — sin^aisin^cpi 
und  die  Gleichung  der  Fläche 

x^  +  y^   I ^__  ^  j 

p^  .  f/cos^ai 

Der  Winkel  cL  ist  hier  die  Länge  und  der  Winkel  (pi  die  excentrische  Anomalie 
des  Meridians. 


SOLUTION  NOÜVELLE 

D'ÜN  PROBLEME  FONDAMENTAL  DE  GEODESIE 


Astronomische  Nachrichten  Bd.  41,  p.  210u.  f.     Borchardt  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  53.  p.  335  —  341. 
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SOLUTION  NOUVELLE  D'UN  PROBLEME  FONDAMENTAL  DE 

GEODESIE. 

(Tiree  des  manuscrits  inedits  de  C.  G.  J.  Jacobi   et  communiquee  par  M.  E.  Luther.) 


Le  Probleme  dont  je  vais  traiter  est  le  suivant: 
Etant  connues  la  longueur   s   d'un   arc  geodesique,  la  latitude    B'    de  son 
origine  et  son  angle  azimuthal   T'  ä  ce  point,   determiner  la  latitude  B"  de 
l'autre  extremite  de  l'arc ,  son  angle  azimuthal   T"  ä  ce  second  point  et  la 
difFerence  en  longitude  de  ces  deux  extremites. 

En  appliquant  ä  ce  probleme  les  series  dans  lesquelles  j'ai  developpe  les  fonctions 

elliptiques  on  en  trouve  une  nouvelle  Solution  tres  simple,  que  voici. 

L'excentricite    du   meridien   terrestre    etant   designe  par   e,    on  calculera 

d'abord  la  latitude  reduite  l'  de  l'origine  de  la  ligne  geodesique  au  moyen  de  la 

formule 


tgV  =  S/l—eHgB'. 
On  imaginera  ensuite  un  triangle  spherique  rectangle   PO'O  dont  l'hypotenuse 

soit  PO'  =  ~ /'  et  Tun  des  angies  aigus  PO'O  =^  T' .     On  sait  que,  si  Ton 

mene  du  point  P  ä  un  point  quelconque  0"  du  cote  00'  de  ce  triangle,  pro- 
longe  au  besoin,  un  arc  de  grand  cercle  PO",  on  aura  toujours  PO"  et  PO'O 
respectivement  egaux  au  complement  de  la  latitude  reduite  d'un  certain  point  de 
la  ligne  geodesique  et  ä  l'angie  azimuthal  de  cette  ligne  au  meme  point. 
Supposons  que  le  point  O"  soit  l'autre  extremite  de  l'arc  s,  la  marche  que 
suivra  notre  Solution,  sera  la  suivante. 

1.  On  determinera  la  correction  Alogs    ä  ajouter  au  logarithme  de  l'arc 
geodesique   s   pour  avoir  le  logarithme  de  l'arc  de  grand  cercle    O'O"; 

2.  On  calculera  dans  le  triangle  spherique  PO'O",  dont  on  connait  deux 
cotes   PO'  =  ^  —  l'  et    O'O"    et  l'angie  compris    PO'O"  =  t.  —  T',   le 
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■K 


troisieme  cote  PO"=^  —  l",  l'angle  PO"0'=T"  et  l'angle  O'PO", 
queje  nommerai  (o.  On  choisira  pour  ce  calcul  des  formules  propres  ä 
donner  les  valeurs  de  log(/' — l"),  log(T' — T") ,  logo)  exactes  dans  les 
septiemes  decimales; 

3.  On  cherchera  la  correction  Ato  ä  soustraire  de  w  pour  avoir  la  difference 
en  longitude  qua  je  nommerai  X; 

4.  On  remontera  de  la  difference  des  latitudes  reduites  /' — /"  ä  la  difference 
des  latitudes  B' — B". 

Les  calculs  du  No.  2  sont  ceux  qu'on  employerait  (avec  des  donnees 
differentes)  dans  l'hypothese  de  la  Terre  spherique.  Ce  sont  les  seuls  calculs 
dans  lesquels  il  faudrait  pour  quelques  logarithmes  employer  des  tables 
ä  7  decimales.   Tout  le  reste  du  calcul  n'exige  que  l'emploide  tables  ä  5  decimales. 

Je  vais  donner  ä  present  les  formules  par  lesquelles  on  calcule  les 
corrections  Alog5  et  Aw,  et  dans  lesquelles  les  logarithmes  sont  les  logarithmes 
vulgaires. 

1.     Dans  le  triangle  rectangle  PO'O,  dans  lequel  on  connait 

PO'  =  i-  —  l',       PO'O  =  r, 

on  calculera  au  moyen  des  formules 

tg  cp'  ==  cotg  T  cos  T', 
cosl  =  cos?' sin  T', 

tSl  =  ^-rV 

°  COS  cp  sm  T 

dont  la  derniere  donne  une  verification  des  deux  autres ,  les  quantites : 

00'  =  cp',        PO  =  ^-h 
et  ensuite  sin^  au  moyen  de  la  valeur 

tgB  =      /^        ,        [logSJl—e-  =  9,9985458], 

enfin 

\ogq  =  log(asm^  B)-\-bsm^B-{-csm^B, 
oü 

loga  =  6,620290,         log6  =  7,16116,         logc  =  4,594. 
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2.  En  designant  par  s  l'arc  mesure  divise  par  Ic  rayon  de  l'equateur  ter- 
restre  et  exprime  en  secondes,  on  calculera 

log  9°  =  \ogs -\- d  —  fq  cos^'s^' , 
\ogo  =  logO'0"=  log'f -}-gq sin 2'^'.  r^^  —  h(f8m-2o'-\- iq CO» 2'^'. <^^^, 

Oll 

d  =  0,0014542,       log/'  =  0,54087, 
log^r  =  4,92541,  logh  =  0,842,         logi  =  6,43, 

(i  est  exprime  en  unites  de  la  7^^™^  decimale). 
C'est  cette  valeur    de    logcp    qu'il  faudra   connaitre   pour   efFectuer  le 
calcul   du  triangle  spheriqiie   PO'O",  dans  lequel  cp  est  le  cote    00". 
On  voit  que  cette  valeur  s'obtient  en  ajoutant  une  correction  ä   log  5. 
L'angle  cp  est  donne  ici  en  secondes. 

3.  La  valeur  de  log  Aw  se  compose  de  quantites  connues  dejä  par  les  calculs 
precedents.     En  effet,  nommant  C  et  D  les  quantites  dejä  calculees, 

C  =  fq  Gos^<^',  D  =  5rgsin2<p'.cpO, 

on  aura 

logAtü  =  log(<p  cos  0  + 7,52410  — iC+^D. 

Ayant  trouve  par  cette  formule  Acd  en  secondes ,  on  a  la  difFerence  en 
longitude , 

X  =  tu  —  Au) . 

4.  Connaissant  par  le  calcul  du  triangle  PO'O"  la  difFerence  des  latitudes 
reduites  /' — l"  =  PO" — PO',  on  aura  la  difFerence  des  latitudes  sur 
la  Terre, 

B'—  B"  =  V— 1"-\-  h  sin  {V—  l")  cos  {l'-\- 1" )  +  n  sin  2  {V—  l" )  cos  2  {l'-\- 1" ) , 

oü 

logZ;  =  2,83926,  logw  =  9,7620. 

Le  Probleme  dont  je  viens  de  donner  une  Solution  nouvelle  a  ete  dans  ces 
derniQrs  temps  l'objet  de  soins  particuliers  de  la  part  de  M.  Gauss,  qui  en  a 
traite  dans  JifFerents  memoires  et  en  a  donne  plusieurs  Solutions.  Mon  illustre 
ami,  M.  Hansen,  a  calcule  par  les  formules  precedentes  l'exemple  qui  sert  ä 
M.  Gauss  pour  eclaircir  la  derniere  de  ses  Solutions  [Untersuchungen  über  Gegen' 
stände  der  höheren  Geodäsie,  zweite  Abhandlung,  Göttingen  184  7  p.33).  Je 
mettrai  ici  avec  detail  la  partie  de  ce  calcul  qui  se  rapporte  aux  corrections  dues 
ä  l'ellipticite  du  spheroide  terrestre. 
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Exemple. 
logs  =  3,5349945  B'  =  51048'1",9294  T' r=  5042'21",7699 

logtgJ5' =  0,1040765  logcos  T' =  9,9978428  log  sin  T' =  8,9974946 

r  =  51042'26",16         cp'=  3809'16'' 
log  cos  cp' =  9,89562         logsin2cp' =  9,98748         log  cos  2cp' =  9,37 
logtgZ     =  1,20950         logcosZ     =  8,78968 
logtgS  =  1,21095         logsinJB  =  9,99918 
log  (asin^jB)  =  6,61865  logs  =       3,5349945 

hsin^B   =  0,001444  d  =       0,0014542 

csin^^   =  4  — /gcos'-'cp'  =  —0,0008958  =  —  C 

ügq   =  6,62010  logcpO  =        3,5355529 

5fgsin2cp'.'/  =       0,00001171  =  D 
—  hq^sm^2<^'  =  —0,00000114 
ig' cos  2(p'.  cp"'"  =  3 

logcp  =  logO'O"  =        3,5355635 

Le  calcnl  du  triangle  PO'O"  donne: 

T'—T"  =     7'   0",5884  (u  =       8' 59",4065 

l'—l"  =  56'55",4716         V^l"  =  102027'57" 

l'—l"     =        56'55",4716 

Jc8m{l'—r)  cos  {l'+l")  =  —         2".4685 

«sm2(r— r)cos2(r+r)  =  —  174 


log(<pcos^)  = 

2,32524 

7,52410 

-^c  = 

—  0,000448 

hD  = 

6 

B'—B"  =       56'52",9857 


logAoj  =       9,84890 


Ao>  =     0",7062 
l  =  (u  — Ao>  =     8'58",7003 
T"  =  T'—{T'—T")  =     5035'21",1815 
B"  =  B'—{B'—B")  =  50051'  8",9437. 

M.  Gauss  trouve: 

X  =     8'58",7002 
T"  =     5035'21",1815 
B"  =  50^51'  8",9444. 


Supposons  qu'en  partant  des  memes  donnees  B',  T',  s  on  ait  calcule  les 
valeurs  de  B",  T",  X  dans  l'hypothese  de  la  Terre  purement  spherique  et  nom- 
mons  ces  valeurs  Bq,  Tq,  \.  II  sera  curieux  et  utile  de  connaitre  des  formules 
approximatives  simples  qui  puissent  servir  ä  estimer  la  grandeur  des  quantites 

B"—Bl,  T"—Tl,  Ä  — >^ü> 
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ou  rinfluence  que  l'ellipticite  du  splieroide  terrestre  exerce  sur  la  determination 
de  B",  T",  X.      Ccs  foruiiiles  sont: 

sin^  7?' 

"  ^   cosi? 

.       .  .   2  cos' B'— sin' B'    .    ^,    ^ 

**  '  cos  i? 

La  derniere  de  ces  quantites  sevanouit  pour  une  latitude  d'environ  54^44'. 


En  finissant  je  reunirai  les  formules  par  lesquelles  on  exprime  toutes  les 
quantites  relatives  ä  une  meme  ligne  geodesique  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques  &  et  H,  auxquelles  on  a  Joint  les  fonctions 

6)i(w)  =  e{K—u),  Hy{u)  =  H{K—u). 

Au  lieu  des  deux  constantes  qui  entrent  dans  la  determination  d'une  ligne  geo- 
desique, de  l'excentricite  e  et  de  la  latitude  B  du  point  oü  la  ligne  touche 
le  parallele,  on  introduit  le  module  k  des  fonctions  elliptiques  (ou  son  comple- 
ment  k')  et  un  argument  constant  a,  au  moyen  des  formules 

h 
e  =  -r -, — T7Y?  cos  5  =  Ä' sin  am  (a,  Ä;' ) . 


ou 

e 


sin 


Aam(a,  h')  ' 

T.  JT    Oiiia)  -n.         .in     H(ia)  ,    -jy         ilh  iO\iia) 

*         Hxlia)  '        1,  H,  in)  i  ic      H( 


Hi{ia)'  -vo^  —  v-    ijj^^iay  "^^         \  l'    H{ia)    ' 

i  etant  =  Sl—l.     On  aura  encore  pour  la  latitude  reduite  /  du  point  oü  la  ligne 
touche  le  parallele 

cos  l  =  sin  am  ia,K)  =  — =r   .  „\ .  ,  , 
^  ^^'  iHiiia) 


sin Z  =  V  TT   CT  ,  ■  \  ;  tgl  =  \]c-       ;.  / 


Mettant  pour  un  point  quelconque  de  la  ligne  geodesique 

cp'  =  am(w), 

et  supposant 

N  =  \lH{u-\-ia).H{u—ia) , 

il  viendra 
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.     0(m)     H,{u)  _     0,(0)         iV  _    0(ia)     fii(t^ 

'^^^   -  ^:(m)   0(^0'  -  ^iM   0(1*)'   ^^^  -  "0r(ö)~'-:r-' 

_    e^iia)     Hrju)                    _     0(0)         iV                     _    0i(ia)     Ä(^*) 
'^°^    -    H,{ia)     Gi(u)'      ''''^    -    ^i(m)      0,(^ö'      ^^^    "  "0(0) F"* 

Pour  exprimer  toutes  les  quantites  relatives  au  triangle  spherique  rectangle  POO' 
par  les  fonctions  &,  H,  0^ ,  JZ^ ,  mettons    O'PO  =:  to' .  on  aura 

.      ,  Hiiia)     H(u)  ,  H{ia)      Hx{u)        ^      ,  HAid)      Hiii\ 

Supposons  qu'on  eüt  construit  le  triangle  POO',  en  prenant  pour  ~ — PO'  la 
vraie   latitude   B'  au  lieu  de  la  latitude  reduite    V .      Nommant   Iq,  cpo,  tOß   les 
valeurs  que  dans  ce  cas  prendraient  les  quantites  /,  ^^',  t«',  on  aura 
_     H{ia).Q{u)  _     Q{ia).H{u) 

tg«>o  —    0^(ia)H{ia)    '  e(u)Hi{u)  ' 
Cette  derniere  formule  peut  etre  simplifiee  en  introduisant  un  module  transforme. 
Enfin,  nommant  X'  la  longitude  du  point  auquel  repond  la  valeur  cp'  =  am(M), 
cette  longitude  etant  rapportee  au  meridien  qui  passe  par  le  point  oü  la  ligne 
geodesique  touche  le  parallele,  on  aura,  en  supposant 

d\og0i(ia) 


les  formules  remarquables 

sini"  = 


da 

Qi(ia)Hiiti) 
Hi{ia)0i{u)  ' 


et  de  plus 


cos 5  «in(^^+^^0  =  2Hx^la)0x{u) 

e{0).[B{u-^ia)  —  Hiu  —  ia)^ 
^     '       ^  2iHi  {la)  Gi{u) 


Q{ia)Ei{u) 

Hiiia)G{ü)' 

01  (0 ) .  [H(u  H-  ia)  +  Hju — ia)'] 

2Hx{ia)0{u) 
01  (0) .  lH{u  -\-  ia)  —  H(u — ia)'] 

2iUi{ia)Q{u) 

Berlin,   1849  iSov.  7. 


sinT  = 

C08rsm(X'4-vz*)  = 
cosT  cos(X'4-vm)  = 


FEAGMENTS 

SUR  LA  ROTATION  D'ÜN  CORPS 

TIR^S  DES  MANUSCRITS  DE   C.   G.  J.  JACOBI  ET   COMMUNIQU£S 


PAR 


E.   LOTTNER 


u.  54 


A. 

SECOND  MEMOIRE  SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS  NON  SOUMIS 
Ä  DES  FORCES  ACCELERATRICES. 


Les  axes  principaux  et  Taxe  instantane  etant  projetes  sur  le  plan 

invariable,  il  y  a  une  meme  equation  differentielle  entre  le  temps  et  les 

vitesses  angulaires  de  ces  quatre  projections. 

1. 

On  a  pu  remarquer,  dans  le  premier  Memoire  (p.324  de  ce  vol.),  l'ana- 
logie  qiii  existe  entre  les  quatre  constantes 

J_        _i_         J_         A 
ä'        B'        C  '        l 

c'est  ä  dire ,  les  quotients  qiie  Ton  obtient  en  divisant  le  moment  principal  l  par 
les  trois  moments  d'inertie  Ä,  B,  C  et  la  force  vive  h  par  le  moment  principal. 
Si  l'on  appliqiiait  successivement  dans  les  plans  perpendiculaires  aux  axes  prin- 
cipaux et  dans  le  plan  invariable  un  couple  dont  le  moment  /  est  le  meme  que 
celui  du  couple  qui  primitivement  a  mis  le  corps  en  mouvement,  ces  quatre 
constantes  seraient  les  vitesses  angulaires  que  le  corps  prendrait  respectivement 
autour  des  axes  principaux  et  de  Taxe  perpendiculaire  au  plan  invariable. 

On  a  appele  B  le  moment  d'inertie  moyen  et  l'on  est  convenu  de  nommer 
A  le  plus  grand  moment  d'inertie  et  C  le  plus  petit  ou  vice  versa  A  le  plus  petit 
et  C  le  plus  grand,  suivant  les  deux  cas  que  l'on  a  distingues  constamment 
dans  le  cours  de  ces  recherches,  savoir  le  cas  de  Bh>l'  et  celui  de  Bh<P  ou  de 


l         h 

l        h 

B  ^  l 

et  de 

B  ^  l 

II  s'ensuit  que ,  pour  que  les  quatre  constantes  dont  on  vient  de  parier  forment 
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une  Serie  croissante  dans  le  premier  cas  et  decroissante  dans  le  second,  il  faudra 
les  ranger  de  la  maniere  suivante : 

J_         _L         A         J_ 
'ä'       ^'        l  '        G  ' 

D'ailleurs  on  est  convenu,  dans  le  premier  Memoire  (p.300  de  ce  vol.),  que 
partout  oü  l'on  se  sert  des  signes  ambigus  +  ou  + ,  l'on  doit  prendre  le  signe 
siiperieur  dans  le  premier  et  le  signe  inferieur  dans  le  second  cas,  c'est  ä  dire, 
le  signe  siiperieur  ou  inferieur,  selon  que  les  quatre  constantes 

±         A         A         _1_ 
A'        B'        l  '        C 

forment  une  serie  croissante  ou  decroissante. 
Soit 

^  —  s,      ^  —  *•'      T~^'      ~G    ~  ^  ' 
Comme  dans  les  formules  de  notre  probleme  n'entrent  que  les  raisons  des  quantites 

Ä,      B,      C,      l,      h, 

on  pourra  remplacer  ces  cinq  quantites  par  les  quatre  quantites 

En  introduisant  dans  les  formules  ces  constantes  s,  s',  s",  s'",  on  verra  toutes  les 
expressions  prendre  une  forme  plus  simple  et  plus  claire. 

Examinons  d'abord  de  quelle  maniere  se  composent  par  les  quantites 
s,  s,  s",  s'"  les  carres  du  module  Ä,  de  son  complement  k',  et  du  facteur  con- 
stant  n  par  lequel  on  doit  multiplier  le  temps  pour  avoir  l'argument  elliptique  u. 

Formens  les  six  difFerences  des  quantites  s,  s,  s",  s'"  de  maniere  que 
chacune  d'elles  soit  soustraite  de  chaque  suivante.  Ces  difFerences  seront  donc 
en  meme  temps  toutes  positives  ou  toutes  negatives.  Si  on  les  groupe  en  trois 
paires  dont  chacune  embrasse  toutes  les  quatre  quantites ,  et  que  l'on  forme  le 
produit  de  chaque  paire  de  difFerences,  ces  trois  produits 

(S'— 5)(S"'— S"),         (S"— S)(5"'— S'),         {S"'^S){S"—S') 

jouiront,  comme  on  sait,  de  cette  propriete  que  le  deuxieme  est  egal  ä  la  somme 
des  deux  autres.  Or  ce  deuxieme  produit  est  precisement  egal  ä  la  valeur  de  w^ 
et  le  premier  et  troisieme  de  ces  produits  etant  divises  par  le  deuxieme ,  on  aura 
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le  carre  du  module  et  de  son  complement.     En  effet,  des  formules  donnees    au 
commencement  du  premier  Memoire  (p.  292  et  293  de  ce  vol.) 

_   {B-G){Ah-P) 
''    ~  ABC 

,„         A  —  B      P—Ch 

li         = 


r^   = 


B—C     Ah  —  V' 
A—C      Bk—l^ 


B—C      Ah  —  V 
on  tire 

«2  =  (s"— s)(s"'— s') 
(s'—s){s'"—s") 


Je'  = 


{s"—s){s"'—s') 
(s"'—s)(s"~s') 


{s"-s){s"'-s') 

En  outre,  la  formule  par  laquelle  est  determine  rargument  elliptique  constant 
ia   (p.  3 1 0  de  ce  vol.) 

„  .  2       ...  C{A-B)  s'-s 

fournit  les  suivantes 

s"—s 


cos^am(ia)  = 


s'" — s" 

s'"—s 
s"'—s" 

s"'—s 


s  — s 

d'oü  Ton  deduit  aisement  que  les  six  differences 

s'  —s,  s"'—s" 

s"  —  s,  s"'—s' 

s"'—s,  s"—s' 

sont  entre  elles  comme  les  quantites 

—  k^  sin^  am  (ia)  cos^  am  (iä) ,  A^  am  (ia) 

—  sin^am(m)  A^am(m),  cos^am(ia) 
cos  am  {ia)  A  am  (ia) ,           —  k''  sin^  am  (ia) 

Or  on  a 

n'  =  (s"—s){s"'—s'), 


430  SECOND  MEMOIRE  SUR  LA  ROTATION  d'uN  CORPS. 

0X1  obtiendra  donc  les  six  difFerences  elles  memes ,  en  multipliant  les  six  quan- 
tites  ci-dessus  par 

_^  in 

~  sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  A  am  {iä) 
d'ou  ron  tire 

,         ±  nJi^  sin  am  (ia)  cos  am  (ia)  ,„       „ ±  in  A  am  {ia) 

S    S    7— ; y-. — r j  S     S       


i  A  am  (ia)  sin  am  (ia)  cos  am  (ia) 


„         ±  w  sin  am  {ia)  A  am  {ia)  ,i>       f  —  ^'*  cos  am  {ia) 

S     -^  S    ; T-. — ; >  S     S      


ou 


i  cos  am  {ia)  sin  am  {ia)  A  am  {ia) 

„,         ±  in  cos  am  {ia)  A  am  {ia)  „        ,  ±  ny'^  sin  am  {ia) 

sin  am  {ia)  '  i  cos  am  {ia)  A  am  (ia)  ' 

s'  —s  =  -|-^_i?MA^M_,  s"'—s"=  ±Ji    ^^^SiS^Mia) 

da  '  da 

„         ,      (?  log  cos  am  (ia)  ,„       ,  ,      (?  log  cos  coam  (ia) 

da  da 

,„        ,      ^  log  sin  am  (ia)  „        ,  ,      (?  log  sin  coam  (ia) 

da  da 

Ces  dernieres  formules  decoulent  aisement   de  celles  donnees  dans  le  premier 
Memoire  (p.312  de  ce  vol.) 

..„  _     dlog0(ia) 

da 

W-s'  =  q:,,^lQgfiW 
da 

da 
W-s"'=  +,,.^^ogfl'(ia) 


da 

Mais  on  peut  aussi  donner  ä  ces  valeurs  une  forme  differente  que  je  veux  exposer. 
Etant  pose 


si  ron  fait 


tl  = 

2Kx 

7 

TT 

e{u,  Je) 

=  ^{x,q) 

n{u,  Je) 

=  Mx,q) 

H,{u,Jc) 

=  ^2(^,0) 

Gi{u,Jc) 

=    ■^3(^;2), 
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il  suit  des  developpements  en  produits  infinis  de  ces  fonctions 

^i(o(^>q)-^3ix,q)  =  C2^i{x,i\Jq) 

-3"2  i.^'  2)  -^3  {x>  q)  =  C4  -^2  (^^  ^a ) 

^^ {x,  q)  ^ {x,  q)  =  C5 ^j {x,  \Jq) , 

c,  Ci ,  C2  etc.  designant  des  fonctions  de  q  seul.  Pour  determiner  ces  constantes, 
je  remarque  qu'en  nommant  ^i(0,  q)  la  valeiir  de  ^^ ^^  pour  o?  =  0,  on  a 
{Fundametita  §.  65,  9.) 


^;(0,g)=  ^kJc'(^) 


2K\^ 


De  cette  formule  on  tire  au  moyen  des  trois  theoremes  etablis  §.37  Theor.  I,  II,  III 
des  Fundamenta 


2KS^ 

t:    J 


y^{0,i\Jq)  =  V2pF\/(^J 


Des  formules 


5(0,,)  =  \/?^,         5,(0,.)  =\/?^ 
on  tire,  au  moyen  des  memes  theoremes, 

^.(o.Vä)  =  v^c^v/^ 

Faisant  donc  x  =  0  dans  les  formules  ci-dessus,  on  trouvera 
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C2   =    Ca   =    7=-TF= =    7^ 

^^\/¥ 

C4  =  C5  =  p^^     =  i^o(0,V2), 

\2 

d'oü  Ton  tire  les  formules 

^  (^,  q)  ^3  (x,  q)  =  ^  (0,  q')  ^  i2x,  q') 

d,{x,q)^.^(x,q)=  -^M0,i\/q)^iix,i\lq) 

2\t 

^^{X,q)^{x,q)  =  -^^2{0,iSji)^2{x,i^q) 

^,{x,q)^,ix,q)  =  i^2(0,  \/q)^^  (x,  y/^) 
^,ix,q)^ix,q)    =  ^^2(^,\Jq)^,ix,\/q). 

Faisons  usage  d'une  notation  nouvellc  en  posant 

sinam(M,  Ä;)  =  sm(x,q) 

cos  am  {u,  Je)  =  cos(a',  q) 

A  am  (u,  Ic)  =     A  {x,  q) 

et  remarquant  qu'en  changeant 

q   en    q\    il  faudra  changer    \Jk     en     ..      , ,  ^ 

,-  1  l+Jc 

g   en   V/g,     -----     y^    en    ^^, 

3  en  i'^q^,    _____     \/fc'    en     h'—iJc, 


on  aura 


w 


s'— s  =  ±-^(1— ^')sm(2m,2'0,  s"'—s"  =  ±m(l-fÄ;')-^— ^T 

s"  —  s  =  ±^a'—ik)tg(ia,i\Jq),  s"'—s'  =  ±m{k'+iJc) — ^.  \  ,_ 
^  tg(ta,i\q) 

s"'-s  =  ±m(l+it) ?-7^,  s"-s'   =  ±^(l-Ä)tg(m,\/i") 

tsiia,yq)  * 
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OU 


S   — s  =  ±  n  ■ — ^-^ — -^  .  s'" — s     =  ± 


±  n 


s"'-s  =  ±nh'^^M^Il,  s"-s'   =  ±n^'A(M^, 

d'oü  l'on  tire  aussi  les  formules  siiivantes 

\l s'  —  s  M2ia,q')  1        k        .    ,„.       2, 

^  s^—s"         i^(2ta,q^)  %     l-\-li'        ^      ^' 

i/s"  —  s  ^lijaJS/q)  1  ,- 

tg(«a,  Vg). 


^ 


s"  —  s'   _    ^iiia,\/q)    _  _1^    1—Jc 


2. 
Lorsqu'en  general   le  carre   du   module   d'une   integrale   elliptique   de  la 
premiere  espece  est  compose  de  quatre  quantites   s,  s',  s",  s'",   s'entresuivant  par 
ordre  de  grandeur  croissante  ou  decroissante ,  de  la  meme  maniere  qu'on  vient 
d'exposer ,  savoir  par  la  formule 

F.  _    is'-s){s"'-s") 
{s"—s){s"'s')   ' 

l'integrale  elliptique  sera  la  reduite  d'une  integrale 

fdo 


h 


V— (a  — s)(a  — 5')(o— s")(a'-s'") 

f  designant  un  facteur  constant. 

En  effet,  ramenons  cette  derniere  integrale  a  la  forme 

dx 


h 


Slxil—xXl—h^x) 

laquelle  conduit  ä  la  forme  ordinaire  des  integrales  elliptiques  de  la  premiere 
espece  en  faisant  x  =  sin^i.  On  effectuera  cette  reduction  au  moyen  de  la  Sub- 
stitution d'Euler 

m'-\-  m"o 

II.  55 
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en  determinant  les  quatre  constantes 

m,    rh',    m",    Je 
de  Sorte  que  lorsque  x  est  egale  aiix  quantites 

la  variable  a  prenne  les  valeurs 

S ,      S  }      s  ,      s    .  ^ 

C'est  ce  qu'on  pourra  faire  de  24  manieres  differentes  correspondantes  aux 
permutations  de  s^  s,  s",  s'" .  Ces  differentes  substitutions  conduiront  a  six 
valeurs  de  k^  dont  une  seule  jouira  de  la  propriete  d'etre  en  meme  temps  posi- 
tive et  plus  petite  que  l'unite,  comme  on  le  suppose  d'usage  dans  les  integrales 
elliptiques  reduites.  Cette  valeur  de  k^  correspondra  ä  quatre  substitutions  dont 
on  doit  faire  le  choix  selon  que  la  variable  o  est  supposee  se  trouver  dans 
l'iutervalle  s.,.s'  ou  dans  l'intervalle  s"...s"',  pendant  que  x  est  entre  0  et  1, 
et  Selon  qu'en  meme  temps  que  la  variable  x  ira  en  croissant,  la  variable  a  est 
supposee  croitre  ou  decroitre  dans  l'intervalle  dans  lequel  eile  est  renfermee. 
On  traitera  de  toutes  ces  quatre  substitutions  dont  chacune,  comme  on  le  verra, 
a  une  signification  geometrique  particuliere. 

Examinons ,  en  premier  lieu ,  la  Substitution  laquelle  correspond  ä  la 
supposition  que  x  prenne  respectivement  les  valeurs 


0,     1,     Tä")      oo, 


lorsque  o  devient  successivement 


Oj        ö  j        ";        o- 


Comme  x  est  ou  zero  ou  infini  selon  que  a  =  s  ou  a  =  s'",  on  aura  d'abord 

o  —  s 


X   =    ]X 


s   — a 
|JL  etant  constante ,  et  comme  x  =  1   pour  a  =  s'j  il  viendra 

_      •     2C    _     (S"'-S')i0-S) 

Enfin,  comme  on  doit  avoir  x  =  -^^  pour  o  =  s"y  on  trouvera 

{s'-s){s"'-s") 
{s"'—s'){s"—s)  ' 
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ce  qui  est  precisement  Texpressioii  trouvee  ci-dessus  du  carre  du  module  par  les 

i  •  i  /  I     II     III 

quantites  s,  s ,  s  ,  s  . 

Pour  achever  la  reduction  on  remarquera  les  formules 

{s"'-s"to-s) 


1 — X  =     cos^^  = 
l  —  ]-^x=      A^e     = 


{s"~s){s"'—o) 

{s"'-s){s'-o) 
{s'  —  s){s"'—o) 

{s'"-s){s"-o) 


{s"-s)(s"'~o) 

•  \  2  3 

On  voit  par  ces  formules  que  de  la  meme  maniere  que    ä*"  et  k'    sont  composes 
de  Sj  s'j  s"j  s"'j  les  quantites  sin^^  et  cos~^  se  composent  respectivement  de 

s,    a,    s',    s'" 
et  les  quantites  Ä^sin^^  et  A^^  de 


De  l'equation 


on  deduit 


„II     ^  III 
S ,     3  ,     s  ,     s    . 


s—s       .    „.  0—5  ,    ,      S"—S 

:7-smn  =  --TT, — -  =  — 1+ 


S"—S  S'  — a  '     S 


S-"-a  =    ^'"'-'^     ^"'"""'^ 


s"'_s'-|-(s'_s)sinn   ■ 
s{s"'—s')-\-s"'(s'—s)8m''z 


s"'—s'  +      (s'— s)sin-S 
En   difFerentiant  la  formule 


X  =  sin"?  =    ^  - 


.2?    = 


(5'-s)(5"'-a) 

on  aura  l'equation  difFerentielle 

.    .       .  ,>.  {s"'—s'){s"'—s)         do 

dx  =  2smScosSa$  =  -^^ -, 7-777 — Tä' 

5 — s  (s  — oy 

donc  

dx  2di  ,  \l{s"—s)(s"'—s')do 


Sjxil—xXl—k-'x)  ^  ^  \J{a—s){s'—  a)(s"—  o)(5'"— a) 

Or  on  a,  comme  on  a  vu  dans  le  premier  Memoire  (p.308  de  ce  volume; 


dl 
donc 


^  =  du  =  ndt  =  \J{s"-s){s"'—s')dt, 


do 
t  —  L  = 


/ao 
2\/(^^s){s'-o){s"-o){s'^^ 
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3. 

En  echangeant  respectivement 

avec  les  quantites 


> 


S,  S'",         5' 


S,        S",        S,  S' , 

S       ;  S     )  S  ,  S  , 

les  trois  produits 

(s— s)(s"'— 5"),       (s"—s){s"'—s') ,       {s"'—s){s"—s') 

et  par  suite  les  quantites  n  et  k  ne  changeront  pas  de  valeur. 
Nommant  donc 

?  tr  itt 

o  ,        a   ,        0 

les  variables  correspondantes  ä  ces  difFerents  changements ,  on  aiira  la  meme 
equation  differentielle  entre  la  variable  x  =■  sin^i  et  les  variables  a,  a',  o",  o'". 
Seulement,  les  variables  a'  et  a'"  suivant  une  marche  contraire  a  celle  des 
variables  o  et  a",  en  changeant  o  en  o'  oii  a"\  il  faudra  mettre  — do'  et  — da'" 
au  lieu  de  da,  ou  +  au  lieu  de  +.  On  aura  donc  le  theoreme  suivant: 
Etant  pose 

_     s(s"'—s)-\-s"'(s'—s)sm^^ 
"^    ~        s"'—s'-\-     (s'—s)  sin^ 

s'(s"— s)— 5"(s'— s)sin-'e 


s" — s  —     (s' — s)sin^^ 

^    s"(s"'—s')—s'{s"'—s")8mn 
~         s"'—s'—   {s"'—s")sm^i 

~         s"—s  -\-   ls"'—s")äm"i 


il  y  aura  la  m4me  equation  differentielle  entre  ^  et  les  quatre  variables, 
savoir,  en  nommant  S  une  quelconque  de  ces  variables  et  faisant 
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on  aura 


^V/l— /.;'sin^e  2\J-{S-s){S—s'){S—s"){S—s"') 


n 


le  signe  +  etant  change  en  +  ,  lorsque  S  =  o'  ou  S  =  a'". 
Remarquons  encore  les  formules  que  l'on  obtient  en  retrancliant ,  respectivement, 
les  valeurs  de  a,  a',  o",  o'"  des  quantites  s'",  s",  s',  s, 

{s"'—s){s"'—s') 


s"  —G  = 


s"'~s'-\-(s'—s)8mH 

(s"—s)is"—s') 
s  " —  s  —  (s' —  s)  sin^  l 

{s"—s'){s"'—s') 
s'"— s'— (s'"— 5")sin2 

{s"—s){s"'—s) 


s"—s-\-{s"'—s")üxi^l 

Voyons,  ä  present,  quelle  est  la  signification  geometrique  des  quatre  variables 
0,  a',  a",  a'",  liees  avec  le  temps  t  par  une  meme  equation  difFerentielle. 
On  a  nomine 

les  angles  que  les  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  principaux,  savoir 
des  axes  des  s,  x\  y  et  celle  de  Taxe  instantane  fönt  avec  Taxe  y,  pri«  dans  le 
meme  plan.  Les  vitesses  angulaires  de  ces  quatre  projections  ont  ete  deter- 
minees  dans  le  premier  Memoire  (p.  338  de  ce  vol.)  par  les  formules 

A^  _  Ap'-^Bif     _             Ji  —  Cr^ 

dt  ~  A'p'-]-JB''q^                   P  —  C'^r' 

^1  _  '     Bq'  +  Cr^      _  _j      h-Äp^ 

dt  ~  ^"  B'q'-i-a'r'              ''  V  —  A^p' 

d^^  _  ,       Cr^  +  Ap^      _  _,      h-Bq^ 

~dr  ~  ~      C'r'+A'p'   ~            V'-B'q' 

<%  [h  iAh  —  l%Bh  —  P)(Ch—l')    ) 

dt  ~  \l  ^  ABC.  l  [P  ip'  -\-q'-\-  r^)  —  Ä"']  i  " 

On  a  de  plus  dans  le  premier  Memoire  (p.  30  8  de  ce  volume)  donne  les  formules 

P  —  Ch         „,         2  l'  —  Ch      .  2.  .,  Ah-P 
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QU 

'2, 


S^(S"'—S")  2,  2  S"(S"'-S")      .    2,  ,  S"'\S"-S)     ,, 

jp2  ==  __L__        ^^cosn,      3^  =       ,\.     „>       sin^e,      ^2  _         !;,         ^  A^ 


D'oü  suit 


üi.  _  S(gg"— jj2)       ^  __  s^{s"—s) 

dt  SS — 2?^  ^^ — P^ 

d^, s'(/5"-<?^)_  _  _^, s^{s"-s') 


dt  s's'-q'  s'^-i 

On  aura  donc,  en  substituant  ces  formules, 

_^  _  {s"'—s){s"'—s")         ^  {s"'—s)(s"'—s') 

^  '^    dt     ~  s'"— s  — (s"— s)A2e  s'"— s'4-(5'— 5)sinH 

^  "^   (?^     "~        g'"— s  — (s'"— s")cos2$  s"— g  +  (s"'— s")sm2e 

,'   ,  Ik  _  _         (g--g-)(g"-.0 
"^   ^^     ~        s'"— g  — (s'"— g")sinn 

,.,_%_  (g"-g)(g"-5-) 

"^    (Z^  g"— g  — (g— gjsin^e 

En  rapprochant  ces  formules  des  valeurs  donnees  ci-dessus  de 

s"'—o,        s"—z\        a"—s',        a"'—s, 


on  trouve 


^-1. 


dt 
d'h^ 

0 

dt 

o" 

= 

d'h 
dt 

3'" 

= 

d'^H 
dt 
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Les  angles  ^,  c[ii,  c{>2,  ^3  etant  comptes  en  sens  contraire  ä  celui  du  mouvement, 
les  quatre  differeiitielles 


d^  d'^i  d'^2  d<]) 


dt-  dt  dt  dt 

sont  les  vitesses  angulaires  des  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  des 
z,  x'y  y'  et  de  Taxe  instantane  de  rotation.  Voici  donc  la  signification  que  les 
quatre  fonctions  3,0'",  a",  o'  ont  dans  le  probleme  mecanique  propose.  Les 
calculs  precedents  nous  ont  conduit  ;i  la  proposition  remarquable  suivante : 

Theoreme. 
y^Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie,  l  le  monient  principal,  h  la  force 
nvive  du  mobile y  en projetant  sur  le  plan  invariable  les  trois  axes  dHnertie  et  laxe 
nnstantane  de  rotation,  on  aura  entre  le  temps  t  et  chacune  des  vitesses  angu- 
nlaires  de  ces  quatre  projections  la  mSme  equation  differentielle,  savoir  appelant  S 
>)la  vitesse  angulaire  d\me  quelconque  de  ces  quatre  projections,  on  aura 

±dS 


dt  = 


v/-(«-l)(«-^)(«-<^)(«-l) 


Les  valeurs  de  S  satisfaisantes  ä  cette  equation  differentielle  lesquelles  se 
trouvent  entre  les  limites  -7-  ^^  ^  ^^^^  ^^^  vitesses  angulaires  des  projections  sur 

le  plan  invariable  de  Taxe  des  z'  et  de  Taxe  instantane;   celles  renfermees  entre 

l  h 

les  limites   ^  et  ^  sont  les  vitesses  angulaires  des  projections  sur  le  meme  plan 

des  axes  des  x  et  y'.  Ijorsque  Taxe  d'inertie  auquel  se  rapporte  le  moment 
moyen  se  couche  sur  le  plan  invariable,  les  vitesses  angulaires  des  projections 
des  axes  des  x',  y',  z'  et  de  Taxe  instantane  doivent  prendre,  respectivement, 
les  valeurs 

_1      A      _L      -1 

G'        l'       A'       B' 
conditions  qui  suffisent  pour  distinguer  entre  elles  les  quatre  fonctions  cj>,  tj'i,  ^25  ^z 
de  t,  satisfaisantes  ä  la  meme  equation  differentielle. 

4. 
Imaginons  un  Systeme  quelconque  d'axes  rectangulaires,  fixe  dans  l'interieur 
du  Corps.     Nommant  x",  y",  z"  les  coordonnees  paralleles  a  ces  axes,  soit 


dt  = 
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D  =  /(^"2  +  ^"2)  dm,  G  =  fy"^"  dm 

E  =  l\z"'-\-x"^^)dm,  H  =  l'^"x"dm 

F  =  /(a;"'  +  tj  "')  dtn,  I  =  fx"y"  dm 

dm  etant  Felement  de  la  masse  du  corps.     Cela  pose ,  ön  sait  que  les  moments 
d'inertie  du  corps,  A,  B,  C  sont  les  racines  de  l'equatioii  cubique 
0  =  {x-DXx-EXx-F)-G\x-B)-H%x-E)-I%x-F)-{-2Gm  =  {x-A){x-B){x--C). 
On  aura  donc 

{l  —  ÄSXl—BS){l—CS) 
=  {l—DS){l—ESXl—FS)  —  G%l---DS)S'—H\l—FS)S'—ril—FS)S'  +  2GHIS' 

et  par  suite ,  comme  on  a 

ABC  =  DEF—BG^  —  EH^  —  FU  —  2GHI, 

il  resultera  l'expression  suivante  de  l'element  du  temps : 

±  slBEF—BG''—EH'  —  Fr—2GHIdS 

2^(^S-j)(Q-BS){l—ES)il—FS)-^2GHIS^-G\l-BS)S'—H\l—ES)S'—Til—FS)^^^ 

5. 
On  a  nomme   T  le  temps  d'une  demi-oscillation  du  corps  autour  des  axes 
des  (<2?) ,  {y) ,  z,  dont  les  deux  premiers  ont  ete  supposes  tourner  uniformement 
autour  du  point  fixe  dans  le  plan  invariable.     La  valeur  de   T   est  donnee  par 
la  formule 

n 


A 

V,  v/-(«-l)(^-i)(«-^)(«-l) 


Dans  le  cas  de  A>B>^r->C   faisons  S  =  loj   et  dans  le  cas  de    ^<^<-7-<C 

h  n 

faisons  S  =  —7  on  aura  dans  le  premier  cas 

X 


T=\      f^ =z: = 


dx  

z)(s--^)G-0 


y 
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et  dans  le  seconcl  cas 

\JJjBCdx 


\JP — hx  \l{x —A){B— x){C— X) 
On  voit  par  ces  expressions  que ,  si  dans  les  deux  cas  on  dcsigne  respectivement 
par  T  et  x'  des  constantes  ne  dependantes  que  de  lu  Constitution  du  mobile,  savoir 

/'i  dx  ^  ^   r^ slÄBCdx 

1  V'('-i)(i-')(-f)     '•'■»'•(■'-«-»x.-si 


'"'■L 


B 


\JABC  dx 


A  \J{x  —  Ä){B  —  x){G—x) 

le  temps   T  de  la  demi-oscillation  ducorps.sera  renferme  dans  le  premier  cas 
entre  les  limites 

T  T 

et 


et  dans  le  second  cas  entre  les  limites 


et 


\JP  —  Äh  \IP—Bh 

On  tire  de  cette  proposition  le  corollaire,  que  le  temps  de  la  demi-oscillation 
multiplie  dans  le  premier  cas  par  la  racine  carree  de  la  force  vive,  ou  dans  le 
second  par  le  moment  principal,  ne  pourra  surpasser  une  certaine  quantite  x  ou  x', 
ne  dependante  que  de  la  Constitution  du  corps. 

6. 
L'element  dt  etant  exprime  par  les  quatre  variables  a,  o',  a",  a'"  au 
moyen  de  la  meme  expression  diflerentielle ,  il  s'ensuit  que  reciproquement  ces 
quatre  variables  pourront  etre  representees  par  une  meme -fonction  dont  Targu- 
ment  t  n'auia  varie  pour  les  differentes  fonctions  que  des  constantes.  La 
meme  chose  aura  lieu  par  rapport  ä  l'argument  n  =  n[t — t^.  C)r,  les  quantites 
a,  a',  a",  a'"  sont  des  io\\Q,iio\\s  fractionnairement  lineaires  de  la  quantite 

sin^^  =  sin^am^t; 
elles  pourront  donc  etre  deduites  toutes  de  l'une  d'entre  alles,  en  changeant  sin^  i 
en  d'autres    quantites    lesquelles    seront    aussi    des    fonctions  fractionnairement 
II.  50 
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lineaires  de  sin~^.  D'autre  cote  on  sait  par  les  elements  de  la  theorie  des 
fonctions  elliptiques,  qu'il  n'y  a  que  trois  constantes,  auxquelles  on  pourra 
ajouter  des  multiples  pairs  de  chacune  d'entre  elles ,  telles  que  rargument  u  en 
etant  augmente ,  la  quantite  sin^  am  u  se  changera  en  une  fonction  fractionnaire- 
ment  lineaire  de  sin^amw.     Ce  sont  les  constantes 

K,      iK',      K-\-iK'. 
II  faudra   donc  que  l'argument  u  etant  augmente   de   ces   trois  constantes,  les 
quatre  fonctions  a,  a',  a",  o'"  se  changent  les  unes  dans  les  autres. 
En  effet,  des  formules  ci-dessus  §.  2  l'on  tire 

cos^a  {s"—s){s'—o) 


8m^  am  {u-\-K) 
sm^2im{u-\-iK') 


„AH  {s'—s){s"—o) 

_^ _    {s"  —  s){s"'—a) 

2sin2^   ~   (s"'—s"){o  —  s) 


.InHMu+K+iK')  =  ^^  =  fE^W^ 


D'autre  cote  de  l'equation 


•  n  _    {s"'—s')(o—s) 
^1""^  -  -^s'-s){s"'-o) 


on  deduit  par  le  changement  de   lettres  indique  ci-dessus  §.3  les  trois  autres 
expressions  de  sin^g, 

is"-s){s'-o') 


{s'-sXs"-o') 

{s"'—s'){a"—s") 
{S"'—S")la"—S') 


sm' 


{s"-s)(s"'-o"') 
{s"'—s"){o"'—s) 


D'ou  l'on  voit  que  l'argument  elliptique   u  etant  augmente  successivement  des 
constantes 

K,      K-\-iK',  iE' 

la  fonction  a  se  changera ,  respectivement ,  en 


Puisqu'on  a  fait 

2K 


=  T, 
n 


SECOND  MEMOIRE  SUR  LA  ROTATION  d'üN  CORPS.  443 

faisons  encore 

n 

Cette  constantc  pourra  etre  exprime  par  l'integrale 

t"  

^,  ^  +JL  /•/'  SJABCdx 

''Jji    \l{x —A)(x —B){x  —  C)(hx  —  P)  ' 


Les  foiictions  de  tj 

dt'  dt    '       '  dt    '  dt    ' 

sont  doublement  periodiques  et  les  indices  de  leurs  periodes  sont    T  = et 

iT' = ,    c'est  a  dire  ces  fonctions  ne  changeront  pas  de  valeurs  lorsqu'on 

augmente  t  d'une  quantite  vJ-j-v'^T'^  v,  v'  designant  des  nombres  entiers 
quelconques.  Mais  par  ce  qu'on  vient  de  prouver,  il  resulte  encore,  que,  si 
l'on  auomente  t  des  demi- indices 


IT 

K^+ 

iT'), 

\ir 

les  fonctions 

d'Jf 
dt  ' 

d'^\ 
dt    ' 

d^, 
dt    ' 

d^, 
dt    ' 

se  changent  respectivement  en 

dt    ' 

d^ 
dt    ' 

d'h 
dt    ' 

d^. 
dt 

dt    ' 

d^, 
dt    ' 

d^i 
dt    ' 

d'if 
dt 

dt    ' 

d^, 
dt    ' 

dt    ' 

d^z 
dt 

C'est  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  qu'on  a  fait  ä  la  fiü  du  premier  Memoire, 
mais  on  a  voulu  deduire  ici  cette  correlation  des  quatre  fonctions  par  des  con- 
siderations  plus  elementaires  sans  le  secours  des  fonctions  &  et  en  ne  se  servant 
que  des  equations  differentielles  elles-memes. 
De  ce  que  les  quantites 


'w~  ^^  ~dr 


56 
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sont  renfermees  entre  les  limites  s"  =  -f->   s'"  =  y^'   l^s  qiiantites 

,  =  _4i     et     a'  =         ''+' 


dt  dt 

entre  les  limites  5  =  —  et  5'=  ^  et  que  les  quantites  s,  s\  s",  s'"  s'entresuivent 

par  ordre  de  grandeur ,  011  conclut ,  que  dans  le  cas  de  -^  <  5  les  vitesses  angii- 
laires  des  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  des  x'  et  y'  qiii  se  couchent 
alternativement  sur  le  plan  invariable,  sont  constamment  plus  grandes  que  celles 
des  projections  de  Taxe  des  z  et  de  Taxe  instantane  qui  ne  coincident  jamais 
avec  ce  plan,  et  que  le  contraire  a  lieu  lorsque  -r->5. 

Les  quatre  quantites  a,  a',  a",  a'"  etant  des  fonctions  fractionnairement 
lineaires  de  sin^  8 ,  il  svnt  que  chacune  de  chacune  est  aussi  une  fonction  fraction- 
nairement lineaire.  Mais  ces  dernieres  fonctions  ont  encore  la  propriete  d'etre 
reciproques  et  que,  l'une  quelconque  des  quatre  quantites  etant  consideree  comme 
fonction  d'une  autre  quelconque,  les  deux  restantes  seront  cette  meme  fonction 
l'une  de  1' autre,  c'est  ä  dire  si  Ton  designe  ces  quatre  quantites,  abstraction  faite 
de  l'ordre  dans  lequel  elles  sont  rangees,  par  Oj,  0.2,  o-^,  O4  et  qu'on  a 

on  aura  encore 

C'est  ce  qu'on  verifiera  au  moyen  des  expressions  algebriques  donnees  ci-dessus 
de  a,  a',  a",  a'"  par  sin^^.  Mais  on  pourra  le  prouver  plus  aisement  par  la 
nature  analytique  de  ces  quatre  fonctions.  En  effet,  des  propositions  que  l'on 
vient  d'etablir,  il  suit  que,  si  dans  l'equation  a,  = /"(aj)  l'on  suppose  Oj  et  O2 
exprimes  en  fonctions  du  temps ,  cette  equation  se  change  dans  les  trois  autres 
en  faisant  augmenter  t  successivement  des  trois  constantes  ^T,  -^{T-j-iT'),  y^T\ 

7. 
Remarques  sur  les  donnees  du  probleme. 

Parmi  les  elements  desquels  depend  le  mouvement  de  rotation  propose 
il  y  a  quatre  qui  sont  en  quelque  sorte  etrangers  ä  ce  mouvement  considere  en  lui 
meme.  Ce  sont  les  deux  angles  qui  determinent  la  position  dans  l'espace  du 
plan  invariable ,  le  temps  [t  =  to)   auquel  sur  ce  plan  est  couche  celui  des  trois 
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axes  principaux  auquel  se  rapporte  le  momeiit  d'inertie  moyen,  et  Fangle  qui, 
au  temps  t=  t^,  determine  la  position  de  cet  axe  dans  ce  plan.  En  efFet ,  ces 
elements  iie  concernent  quo  l'endroit  de  l'espace  et ,  pour  ainsi  dire ,  du  temps 
oü  ce  mouvement  est  place ,  ses  rapports  avec  d'autres  phenomenes  du  temps  et 
de  Tespace  et  nullement  la  nature  eile  meme  de  la  rotation  laquelle  dependra 
entierement  des  quatre  constantes  qu'on  a  designees  par  s,  s',  s",  s'".  C'est  ainsi 
que  dans  le  mouvement  elliptique  d'une  planete  l'inclinaison  et  la  longitude  du 
noeud  de  son  orbite  et  la  longitude  et  le  temps  de  son  perihelie  determinent 
l'endroit  oü  le  mouvement  elliptique  se  trouve  place  dans  l'espace  et  le  temps, 
pendant  que  Taxe ,  l'excentricite  et  la  masse  attirante  determinent  la  nature  du 
mouvement  elliptique  meme. 

Disons  quelques  mots  sur  la  maniere  de  laquelle  est  affecte  le  mouvement 
de  rotation  lorsque  toutes  les  constantes  s,  s'y  s",  s'"  sont  augmentees  d'une 
meme  quantite  ou  multipliees  par  le  meme  facteur. 

On  a  defini,  dans  le  premier  Memoire,  Targument  elliptique  a  par  la 
formule 

,2-2       ,.  ,  C{A  —  B)  s'—s 

on  a  de  plus  (§.  l) 

^'  =  g:igg"i:? '  ^' = (^"-^)(*"'-o. 

Ces  formules  fönt  voir,  que  l'argument  elliptique  constant  a,    le  module  k  et 

2  TC 

le  facteur  n  du  temps  et  par  suite  aussi  les  quantites  K, =  T  ne  dependent 

que  des  differences  des  quantites  s,  s'j  s",  s'".  D'autre  cote,  ^t  etant  le 
mouvement  moyen  de  la  rotation  progressive -^  des  projections  de  Taxe  de  z'  et 
de  Taxe  instantane  sur  le  plan  invariable,  ^^t  celui  des  projections  des  axes  des 
x'  et  y'  sur  le  meme  plan,  on  a  donne,  dans  le  premier  Memoire  (p.  334  de  ce  vol.) 
les  valeurs  suivantes  de  9^,  ^^ 

T  da 

D'oü  l'on  voit  que,  les  quantites  s,  s',  s",  s'"  etant  augmentees  ou  diminuees 
d'une   meme  constante   Sq,    les  mouvements  de  la  rotation  progressive  de  ces 


*)  On  se  sert  de  cette  denomination  de  rotation  progressive    en    suivant   l'exemple    de  mon  illustre 
ami  M.  Hanseti. 
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quatre  projections  seront  augmentes  ou  diminues  de  la  meme  quantite  Soty  pen- 
dant  que  le  mouvement  oscillatoire  du  corps  autour  des  droites  (o?)  et  (y)  et  de 
Taxe  des  z  reste  le  meme. 

Lorsque  les  constantes  Sy  s',  s",  s'"  sont  multipliecs  par  im  meme  facteur  f, 
il  n'y  aura  de  changement,  si  non  que  les  constantes  n,  ^,  ^^  et  par  suite  aussi 
l'argument  elliptique  u  seront  multipliees  par  ce  meme  facteur  f,  ce  qui  a  le 
meme  effet  que ,  si  Ton  changeait  t  —  t^  en  f(t  —  t^ ,  rien  d'autre  chose  n'etant 
change.  C'est  comme  si  Ton  donnait  ä  la  montre  qui  sert  ä  la  mesure  du  temps 
une  autre  marche  uniforme  plus  vite  ou  plus  lente. 

Etant  connus  la  Constitution  du  corps,  c'est  ä  dire  les  trois  moments  d'inertie 
Ay  B,  Cj  le  temps  ?o,  la  position  du  plan  invariable  et  la  position  de  Taxe  des  (y') 
dans  ce  plan  au  temps  to ,  pour  que  la  rotation  ^oit  entierement  determinee ,  on 
n'aura  besoin  que  de  connaitre  encore  la  position  de  Taxe  des  [x')  au  meme 
temps  ^0  et  le  moment  principal  ou  l'intensite  /  du  couple  par  lequel  le  corps 
primitivement  a  ete  choque ,  le  plan  invariable  etant  le  plan  de  ce  couple.  La 
position  de  Taxe  des  o?'  au  temps  ^o  sera  donnee  par  1' angle  que  cet  axe  fait  avec 
Taxe  des  z.    Le  cosinus  de  cet  angle  a"  etant  donne  generalement  par  la  formule 


a"  = 

-}\/' 

UP—Ch) 

—. Tf— cosamw 

Ä  —  C 

=    - 

\A"'- 

-s" 

cos  am«; 

V^"'- 

-s 

on  aura 

pour 

t  = 

ifo  ou  u  = 

-.  0 

a"  -        \/^ 

—s" 

a  -  -y^'" 

—  s 

D'autre 

part, 

der 

equation 

-Ä;^sin^am(m)  = 

s'- 

-s 

s'"- 

-s' 

il  suit 

—  sin2am(m)  = 

s"- 

-s 

s'"- 

-s" 

cos^am(m)  = 

s'"- 

-s 

s'"- 

's^ 

A-  am  (ia)  = 

s'"- 

-s 

s'"- 

-s' 

Or,  on 

a 

cos 

^*OTn  ( 'y n\     

1 

^       '                 COS*  J 

im(a, 

Je')-     . 
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011  aura  donc 


U'ii 5" 

cosam(a,/^')  =  Sj-^nTz—, 

d'oü  Ton  voit,  qu'aii  temps  ^  Taxe  des  x  fait  avec  Taxe  des  z  1' angle  tc— ram(a,Ä') 
ou  l'angle  —  (^  —  am  [a,  k')\  avec  le  plan  invariable. 

A  rinclinaison  de  Taxe  des  x    au  plan  invariable  au  temps  ?o,  c'est  ä  dire 
ä  l'angle  -^ am(öf^A:'),    on  peut  substituer,  comme  donnee  du  probleme,  la 

constante    -=2^,  c.  a.  d.    la  force  vivc  divisee  par  le  carre  du  moment  principal. 
Nommons 


—  1  =  —(^j—Sim{a,Jc')J 


cette  inclinaison  qui  sera  aussi  celle  du  plan  des  x',  y'  au  plan  invariable  au 
temps  tQ .     Pour  determiner  la  constante 

A  —  £. 
p  ~  i 

par  l'angle  /  et  les  moments  d'inertie ,  on  a  l'equation 

.  ., -,         s'"—s"  A      /        Ch\ 

d'oü  suit 

h   cos^/    ,    sin^  J 

On  voit  par  ces  formules  que  l'angle  J,  c.  a.  d.  l'angle  que  fait  le  plan  des  x'^i/' 
avec  le  plan  invariable ,  lorsque  Taxe  des  1/'  se  couche  sur  ce  dernier  plan ,  ne 
saura  surpasser  une  certaine  limite  dependante  de  la  Constitution  du  corps. 
Cette  limite  qu'on  nommera  I^,  est  donnee  par  l'equation 

1  cos^jo        siü^i« 


JB  C        '        A 

En  meme  temps  que    I   croitra  de    0  jusqu'ä  Pj   la  constante  -^-^    selon 
les  deux  cas,  croitra  ou  decroitra  de  C  jusqu'a  B. 

En  reunissant  dans  un  meme  cadre  les  formules 

•     9  7-n  ^     *  '     9  T  '^  ^ 

sin^J^  =  —jr, ;       sin^i  = 


s"'—s  s"'—s 


s"—s  S-—S 

g" s' 

sin^I^  —  sin^/  =  —^, — - 
s   —  s 
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on  a  fait  ce  qii'il  faiit  pour  exprimer  par  les  angles  P  et  /  les  raison«  qu'ont 
entre  elles  les  six  differences  des  quantites  Sj  s',  s",  s'". 
En  rappelant  a  l'aide  la  quantite 

n  =  \J{s"—s){s"'—s'), 
on  aura  ces  differences  elles  memes  exprimees  de  la  maniere  suivante 


sin  7»  cos  i  sin  7»  cos  i 


siü  I^  cos  /  sin  I^  cos  I 

S     S     =     ±n-—. 571 Y,  S'—S      =     +W- ; 5:7 :=—• 

sin /o cos/  sin 7^  cos/ 

Remarquons  qu'en  posant,  comme  dans  le  premier  Memoire  (p.  3 1 0  de  ce  vol.), 

a'  =  K' — a, 


on  a 


tg2am(a', /;')  =  tg^coam(a,Z;')  =  —^ ^  =  —, — - 

ly(A.  —  IS)  S  — S 

On  aura  donc 


/t»  ^  coam(a;Z;') 


1   =  y  — am(a,F) 


On  voit  par  ces  formules  que  la  seule  connaissance  de  ces  deux  angles  P  et  / 
fournit  toutes  les  donnees  necessaires  pour  construire  les  valeurs  elliptiques  des 
Cosinus  des  neuf  angles  qui  determinent  la  rotation  oscillatoire  du  corps,  valeurs 
reunies  sous  un  meme  cadre  dans  ma  lettre  ä  l'Academie  de  Paris.  Les  trois 
momcnts  d'inertie  n'y  concourent  que  par  le  seul  angle  Py  fonction  des  moments 
d'inertie.  L'autre  angic  /  est  celui  que  Taxe  des  z  forme  avec  Taxe  des  z\ 
lorsque  Taxe  des  y'  se  couche  sur  le  plan  invariable.  Mais  cet  angle  sera  aussi 
donne  pourvu  qu'on  connait  ä  un  temps  quelconque  la  position  du  plan  invariable 
ou  de  Taxe  des  z,  perpendiculaire  ä  ce  plan,  par  rapport  aux  axes  d'inertie 
du  Corps. 

Nommons,  comme  dans  le  premier  Memoire,  a",  [5",  -("  les  cosinus  des 
angles  que  Taxe  des  z  forme  respectivement ,  a  un  temps  quelconque.  avec  Taxe 
des  x\  y'y  z,  on  aura 
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d'oü  suit 

{s"—s)a"^-\-{s"—s')^"^—{s"'—s")f^  =  0 

ou,  divisaiit  par  s'" — s  et  substituant  les  valeurs  donnees  ci-dessus  des  trois 
coefficients , 

a"^cos'/+ß"l(8m'7«-sin-J)-Y"'.sin'/  =  0, 
d'oü  Ton  tire 

cos'j=  r'-cos-/'  +  Y"' 

Au  temps  t^  on  ü,  ^"  =  0  ,    ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  par  lesquelles  ci- 
dessus  Tangie  I  a  ete  defini. 
Nommons 

I' 

l'angie  que  Taxe  des  z  forme  avec  celui  'des  z'  lorsque  c'est  Taxe  des  x'  qui  se 
couche  sur  le  plan  invariable.  L'axe  des  z  decrivant  pendant  la  rotation  du 
Corps,  dans  son  Interieur,  la  surface  d'un  cone  dont  Taxe  des  z'  est  Taxe, 
proprement  dite,  du  cone  et  les  axes  des  x'  et  i/'  ses  deux  autres  axes  princi- 
paux,  les  angles  I  et  /'  seront  respectivement  les  angles  entre  Taxe  du  cone  et 
ses  intersections  avec  le  plan  des  a^'j  z  et  celui  des  y',  z' .  L'equation  du  cone 
sera  par  suite 

Ji I  P  _    . /.2 


tg^/ 

d'ou  l'on  tire 

tg^r 

sin^i 

sin^  1^  —  sin^  J 

tg^r 


.    ,,  sinJ  V       /     7/N 

sin  1    =  g-  =  A  am  (a,  fc  ) . 

sini 

()n  voit  par  cette  formule  qu'on  aura  toujours  T>I}  et  que  la  raison  entre  les 
sinus  des  deux  angles  I  et  I'  ne  dependra  que  de  la  Constitution  du  corps. 

Etant  donnes  l'angie  P  k  un  temps  quelconque ,  la  position  de  Taxe  des  z 
l)ar  rapport  aux  axes  d'inertie ,  cherchons  comment  on  peut  reconnaitre  lequel 
des  deux  cas  a  lieu ,  savoir  si  Taxe  du  cone  est  celui  auquel  se  rapporte  le  plus 
petit  ou  le  plus  grand  moment  d'inertie. 

Nommons,  pour  un  moment,  Ä  le  plus  grand,   C  le  plus  petit  moment 

n.  57 
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et  tra^ons  dans  le  plan  des  ^'^  z'    deux  droites   /\   faisant  avec  Taxe  auquel  se 
rapporte  le  plus  petit  moment  l'angle  /q  determine  par  les  formules 

Ceci  pose  on  aura  dans  le  premier  cas 

et  dans  le  second 

Ä  =  C,        G  =  Ä',       1'  =  lu-Jo- 
Nommons  de  plus    X  l'inclinaison  de  taxe  des  z   au  'plan  du  moyen  moment  et  (x 
l'angle  que  la  projection  de  Taxe  des  z  sur  le  plan  du  moyen  moment  fait  avec 
Taxe  du  plus  petit  moment ,  on  aura  dans  le  premier  cas 

a"  =  COS X  sin  [X,        ß"  ^  sinA,        y"  =  cos A  cos [x, 
et  par  suite 

sin^l^ — sin^I  =  cosU(sin^Jo  —  sinV) 
et  dans  le  second 

a"  =  008  X  cos  [1,        ß"  =  sinA,        '{'  =  cos  A  sin  [x, 
et  par  suite 

sin^/*^ — sin^J  =  cos-A(cos^Jo  —  cos^). 
La  quantite  sin^/^  —  sin^Z  etant  toujours  positive  on  aura  selon  les  deux  cas 
I(i>\i  ou  Iq<^.  Le  plan  du  moyen  moment  est  d^vise  par  les  deux  droites  /\ 
en  deux  parties  renfermant  respectivement  Taxe  du  plus  petit  et  du  plus  grand 
moment.  ()r,  les  formules  que  l'on  vient  d'etablir  fönt  voir  que  la  projection  de 
Taxe  des  z  sur  le  plan  du  moyen  moment  se  trouvera  placee ,  dans  le  premier 
cas ,  dans  l'espace  entre  les  deux  droites  /\  renfermant  Taxe  du  plus  petit  mo- 
ment et,  dans  le  second  cas,  dans  l'espace  entre  les  deux  droites  /\  ,  renfermant 
Taxe  du  plus  grand  moment.  Donc,  le  premier  ou  le  second  cas  auront  Heu  selonque 
dans  le  meme  espace  entre  les  deux  droites  /\,  ou  est  placee  la  projection  de  laxe  des  z 
sur  le  plan  du  moyen  moment y  se  trouve  place  Taxe  du  plus  petit  ou  du  plus  grand 
moment.  L'axe  d'inertie  place  dans  le  meme  espace ,  entre  les  deux  droites  f\ , 
dans  lequel  se  trouve  la  projection  de  Taxe  des  z,  sera  donc  celui  des  z  ou  Taxe 
du  cone  dont  on  vient  de  parier. 

L'intersection  du  plan  invariable  avec  celui  du  moyen  moment  etant  per- 
pendiculaire  ä  la  projection  de  Taxe  des  z  sur  ce  dernier  plan,  Taxe  des  x   sera 
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celui  des  deux  axes  d'inertie  place  dan.s  le  meme  espace  entre  les  deux  droites  f\  dans 
lequel  se  trouve  Unter section  du  plan  du  moyen  moment  avec  le  plan  invariable. 

La  distinction  de  deux  cas,  faite  constamment  dans  le  cours  de  ces 
recherches,  savoir  si  l'axc  des  z  est  celui  du  plus  petit  ou  du  plus  grand 
moment,  depend  de  la  Constitution  du  corps  et  de  sa  position,  ä  un  temps 
quelconque,  par  rapport  au  plan  invariable  ou  au  plan  du  couple  par  lequel  le 
Corps  primitivement  a  ete  mis  en  mouvement,  mais  nuUement  du  moment  prin- 
cipal  ou  de  l'intensite  de  ce  couple.  Mais  on  n'a  pas  besoin  non  plus,  pour 
faire  la  distinction  des  deux  cas ,  de  connaitre  a  part  tous  les  trois  moments 
d'inertie  du  corps,  ni  les  deux  angles  qui  determinent  la  position  du  plan  in- 
variable par  rapport  ä  ses  plans  principaux.  En  efFet,  pour  distinguer  les  deux 
cas,  il  suffit,  d'apres  ce  qu'on  vient  d'exposer,  de  connaitre  une  seule  fonction 
des  trois  moments  d'inertie  principaux,  1' angle  Iq,  lequel  determine  la  position 
des  deux  droites  /\  dans  le  plan  du  moyen  moment  et,  en  outre, 'l'intersection 
du  plan  invariable  avec  ce  plan,  perpendiculaire  ä  la  projection  de  Taxe  des  z 
sur  ce  meme  plan. 

Des  deux  rotations  conjuguces. 

Les  constantes  Sj  s',  s",  s'"  peuvent  etre  quelconques  pourvu  qu'elles 
s'entresuivent  par  ordre  de  grandeur.  Cet  ordre  pouvant  etre  croissant  ou  de- 
croissant,  on  pourra  considerer  une  seconde  rotation  dependante  des  memes 
quantites  s,  s,  s",  s"'y  mais  rangees  dans  l'ordre  invers,  s'",  s",  s',  s.  Les  formules 
relatives  ä  cette  seconde  rotation  s'obtiendront  donc  de  celle  de  la  rotation  pro- 
posee  en  echangeant  partout  entre  elles  les  constantes  s  et  s",  s'  et  s"  et  en 
changeant  le  signe  ambigu  ±  en  + .  On  nommera  cette  rotation  la  conjuguee 
ä  la  proposee.  On  supposera  d'ailleurs,  que  le  moment  principal  l  soit  le  meme 
dans  l'une  et  l'autre  rotation. 

Voyons  qu'est  ce  que  les  deux  rotations  ont  de  commun  et  en  quoi  elles 
different  entre  elles. 

Puisqu'il  y  a  une  reciprocite  parfaite  entre  les  deux  rotations,  il  est  permis 
de  supposer 

s<s'<s"<s"'. 
D'apres  cette  supposition,  dans  la  rotation  proposee,  Taxe  des  x'  sera  celui  du 
plus  grand,  Taxe  des  z    celui  du  plus  petit  moment,  et   le  contraire  aura  lieu 

57* 
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dans  la  rotation  conjuguee.     L'axe  des  z  sera  dirige  en  dessus  dans  la  premiere 

et  en  dessous  dans  la  seconde  rotation,  le  plan  invariable  etant  suppose  horizontal. 
Posons 

S      —    6j  j  S     —    oj  j  S    —    Sj  ^         S    —    Sj    j 

on  aura 

Sy>  s\>  s(>  s'l' . 

Puisque  c'est  le  premier  cas  qui  a  lieu  dans  la  rotation  proposee,  le  plus  grand 

moment  y  sera  —  z=  A  et  le  plus  petit  —^  =  C,  et  puisque  c'est  le  second  cas 

qui  a  lieu  dans  la  rotation  conjuguee,  le  plus  grand  moment  y  sera  —nr  et  le 

plus  petit  —     Or,  on  a  s  =  s'l',  s'"  =  8^,  donc  le  plus  grand  et  le  plus  petit 

Si  ^ 

moment  seront   les   memes  dans   les  deux  corps  soumis   respectivement  a   ces 
rotations. 

Nommons 

ce  qui  deviennent  les  angles  7"  et  /  dans  la  seconde  rotation.      Des  formules 
donnees  ci- dessus 

g'" g' 

sin^l    =  —jr. ,         sin^J  = 

s  — s 

C08^/°  =  —jj) ,  C0S^7  = 

s  — s 
on  tirera,  en  echangeant  s  et  s'",  s'  et  s" 


s    — 

■s 

s'"- 

■s 

s"— 

s 

'    9  xO  SS  •    0  T  SS 


■f 


s"'—s  '■        s"'—s 

et  par  suite 

Tra^ons  dans  le  plan  des  cc',  z  (plan  du  moyen  moment)  les  deux  droites  Z 
dont  la  Position  est  celle  de  Taxe  des  z  dans  ce  plan  aux  temps  t^  et  %  -f-  T. 
Ces  droites  etant  les  intersections  du  plan  des  x,  z  avec  le  cone,  lieu  de  Taxe 
des  z  dans  l'interieur  du  corps,  elles  feront  avec  Taxe  des  z  1' angle  J,  comme 
les  deux  droites  /\,  tracees  dans  le  meme  plan,  fönt  avec  le  meme  axe  l'angle  T^. 
Or,  nommant  dans  la  rotation  conjuguee  Zy  et  f\y  les  deux  paires  de  droites 
correspondantes  aux  droites  Z  et  /\,  on  voit,  d'apres  la  formule  precedente, 
que  les  droites  Z^  seront  perpendiculaires  aux  droites   /\   et  que  les  droites   /\i 
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seront  perpendiculaires  aux  droites  Z.  II  suit  de  la  quc  la  position  que  l'on 
doit  supposcr  au  corps  soumis  a  la  rotation  conjuguee,  au  temps  oü  son  axe 
moyen  se  couche  sur  le  plan  invariable,  depend  de  la  seule  Constitution  du  corps 
soumis  a  la  rotation  proposee.  Reciproquement,  la  Constitution  du  second  corps, 
soumis  a  la  rotation  conjuguee,  depend  du  plus  grand  et  plus  petit  moment  du 
premier  corps  et  de  la  position  qu'il  occupe  lorsque  Taxe  de  son  moment  moyen 
se  couche  sur  le  plan  invariable.     En  effet,  nommons 

/  l 

^'  =  7" 

le  moment  moyen  du  second  corps ,  on  tire  de  l'equation 

s"  =  s"'GosU-{-ssmU 


la  valeur  suivante  de  -^=^ 


Si  l'on  nomme,  de  plus, 


1     cos^I        sin^J 


h 
la  force  vive  dont  le  second  corps  est  anime  pendant  le  mouvement ,  on  aura 

„  l     h  ,  l    hl 

'  ^ib;  ~  T'      '  -  's  -  T 

et  par  suite 

Sih  =  JBhi  =  IK 

Les  moments  moyens  seront  donc,  dans  les  deux  rotations  conjuguees,  pro- 
portionnelles  aux  forces  vives ,  et  l'on  voit  que  Tun  et  l'autre  est  plus  grand  dans 
la  rotation  proposee  que  dans  la  conjuguee. 

Le  module  et  le  facteur  n  du  temps  sont  les  memes  pour  l'une  et  l'autre 
rotation,  et  par  suite  aussi  les  constantes  K,  K'  et  l'argument  elliptique 
variable  u.  Nommons  a^  l'argument  elliptique  constant,  correspondant  ä  la 
seconde  rotation ,  on  tire  des  formules  donnees  ci-dessus 

1^  =  coam(a;F) 

TT 

I   =  -r Sim{a,¥) 

LI 

ces  autres 

l^  =  coam(ai,  /c') 

Ii   =  y  —  am(«i,Z;'); 
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mais  on  a  vu  qu'on  a 
d'oü  suit 


i;+i  =  i,+i'  ===^, 


tti  =  K' — a  =  a'. 
Les  formules  elliptiques  relatives  au  mouvement  oscillatoire  du  corps  soumis  a 
la  rotation  conjuguee  s'obtiendront  donc  de  celles  donnees  dans  le  premier  Me- 
moire ,  en  changeant  seulement  a  en  a'  =  K' —  a. 

Soient ,  dans  la  rotation  conjuguee ,  les  trois  axes  principaux  du  corps  et 
Taxe  instantane  projetes  sur  le  plan  invariable,  et  nommons  Si  une  quelconque 
des  vitesses  angulaires  de  ces  quatre  projections,  on  obtiendra  la  meme  equation 
differentielle  entre  t  et  *Si 

dt  =  +^^1 

2\/-{Si-s){Sx-s'){Si-s"){Si-s"')' 

puisque  cette  equation  n'est  pas  change  en  intervertissant  1' ordre  des  constantes 
Sy  s',  s"y  s'".  Les  vitesses  angulaires  des  projections  de  Taxe  des  x',  y',  z  et  de 
Taxe  instantane,  correspondantes  au  temps  /q?  etant,  dans  la  rotation  proposee, 
respectivement  s,  s ,  s",  s" ,  ces  memes  vitesses  seront,  dans  la  rotation  conjuguee, 
respectivement  s" ,  s" ,  s,  s'.  Mais  toutes  ces  vitesses  angulaires  sont  entierement 
determinees  par  ces  valeurs ,  correspondantes  au  temps  ^o  ^t  l'equation  differen- 
tielle laquelle  est  la  meme  pour  toutes  ces  vitesses.  Donc  aussi,  pour  un  temps 
indeüni  t,  les  vitesses  angulaires  des  projections  des  axes  des  a?'  et  z,  c'est  a 
dire  des  axes  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment,  dans  l'une  rotation  seront 
respectivement  les  memes  que  celles  des  projections  des  z'  et  x',  c.  a.  d.  des  axes 
du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment  dans  l'autre ,  et  la  vitesse  angulaire  de  la 
projection  de  Taxe  du  moyen  moment  dans  l'une  rotation  sera  la  meme  que  celle 
de  la  projection  de  Taxe  instantane  dans  l'autre.  Donc,  dans  les  deux  rotations 
conjuguees ,  non  seulement  le  plus  grand  et  le  plus  petit  moment  des  deux  corps 
seront  les  memes ,  mais  encore ,  les  axes  principaux  auxquels  ces  moments 
sc  rapportent,  etant  projetes  sur  le  plan  invariable,  ces  projections  auront, 
respectivement,  les  memes  vitesses  angulaires. 

On  a  pris  pour  droite  fixe  dans  le  plan  invariable  la  droite  dont  la  direction 
est  opposee  a  celle  qu'au  temps  ^o  aura  Taxe  du  moyen  moment  ou  celui  des  y'. 
On  a  nomme,  respectivement. 
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les  angles  que  fönt  avec  cette  droite  les  intersections  du  plan  invariable  avec  les 
plans  des  oe'y  y' ,  des  y' ,  z,  des  z ,  x  et  du  plan  instantane  de  rotation.  Les 
valeurs  des  angles  cp,  4*1  ?  ^2?  4*3'  correspondantes  au  temps  ^q,  sont  d' apres  ce 
qu'on  a  expose  dans  le  premier  Memoire ,  lorsque  Bh  >  P, 

et  dans  le  cas  contraire 

<]>    =    0,  ^i    =    Tl,  ^2=—i^^  ^3=0. 

Distinguons  ces  angles  par  des  crochets  lorsqu'ils  se  rapportent  a  la  rotation 
conjuguee,  on  aura  au  temps  ^0 

^  =  0,        ^1=0,        ^2   =  —i'^,        1'3   =  1^ 

puisqu'on  a  suppose  que  le  premier  a  lieu  dans  la  rotation  proposee  et  le  second 
dans  la  conjuguee.     Or ,  on  vient  de  trouver 

dt  dt   ' 

dt  dt 

les  angles  (4)  et  c^j ,  (^J  et  ^  5  (^2)  ^^  fc  5  H^s)  ®^  ^2  ne  pourront  donc  differer 
entre  eux  que  par  des  constantes.     On  aura,  par  suite,  pour  un  temps  indefini 

(4i)  =  ^  +  ^ 

(43)  =  42+i^- 

Ces  formules  fönt  voir  que  dans  les  deux  rotations  conjuguees  les  pro- 
jeetions  sur  le  plan  invariable  des  axes  du  plus  petit  moment  coincident,  et  que 
Celles  des  axes  du  plus  grand  moment  ont  des  directions  opposees ;  qu'en  outre, 
les  projections  sur  le  plan  invariable  de  Taxe  du  moyen  moment  et  de  Taxe 
instantane  du  premier  corps,  precedent,  respectivement ,  les  projections  de  Taxe 
instantane  et  de  Taxe  du  moyen  moment  du  second  corps,  d'un  angle  droit. 

Nommons 

ti  r\ii  tt 

les  Cosinus  des  angles  que  dans  la  rotation  conjuguee  les  axes  des  x,  y,  z'  fönt, 
respectivement,  avec  Taxe  des  z,  on  tirera  des  formules 


dt 

(?4i 

dt 

dt 

dt^ 
dt 
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a"  =  —  v  -777 COS  ^  =  —  sin  I  cos  ^ 

T  s   — s 

n"  ils"'—s"    .    .  •    T'  •    t  sini     .    ^ 

ß"  =       1/  -yj-^ sin  %  =       sm  i  sin  l  =  — — j~  sin  E 

^  »  s   — s  sm/o 

y"  =       y4^-     AP   =       cosJAe 
ces  autres  relatives  ä  la  rotation  conjuguee 

«j  =  —  y-?;)— ^  cos^  =  —  C0S/°C08$ 

On  voit  par  ces  formules  que  les  cosinus  des  angles  que  fönt  ä  un  meme  temps 
dans  les  deux  rotations  les  axes  des  x',  y',  z  avec  Taxe  des  z,  conservent, 
respectivement,  des  rapports  constants.     En  eßet,  on  aura 

o!'\ä[  =  sin  J:  cos  I*' 

ß":ß;'  =  sin  2  cos  i:  sin  i°  cos  2° 

y"  :  Yj'  =  cos  I :  —  sin  7° , 
d'oü  l'on  tire 

rr    ir  tt     n 


Les  composantes  de  la  vitesse  rotatoire  autour  de  Taxe  instantane  dans  la  rotation 
proposee  'p,  q,r  sont  proportionnelles  aux  quantites  a",  ß",  ■{' .  II  suit  que  si 
l'on  nomme  f^ ,  q^^r^  les  composantes  correspondantes  de  la  vitesse  rotatoire  dans 
la  rotation  conjuguee,  les  vitesses  rotatoires  elles  memes  autour  des  axes  instan- 
tanes  dans  les  deux  rotations  auront  pour  un  temps  quelconque  la  difference  de 
leurs  carres  constante.     En  effet,  des  formules 

.2  2    „2  s\s"'—s")       „, 

^    =    S  a'      =  — ^, ^COS^^ 

s  — s 

3    =   s    ß"     =      ^V_^7-^sm^^ 


y   =  s    Y     =-—77^ — r-^A$  =  — -A — -^cos^^-l ^, — ^sm^E 
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Oll  tire  la  valeur  du  carre  de  cette  vitesse 
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ps-l-gi!  _(_,•-  =  [s"(5"'_|-s)_ss'"]cos-$-f  [6'"(s"'-f-5')— sV'Jsm'^S 
=  5"  (6-"'+  s)  —  ss'"—  {s—  s)(s"'—  s" )  sin^  e . 

Changeant  p,  q,  r  eii  pi.  q^,  r^  et  intervertissant  l'ordre  des  quantites 
6',  s\  s"y  !>'",  on  aiira  de  meme' 

iJ?  +  3!  +  »1  =  .s'(s"'+.sO  — s5"'-(s'— 5)(s"'— 6'")smn, 
donc 

i^^  +  e'^  +  »-— «  +  3?  +  *1)  =  {s"-s'){s"'+s). 
Des  deux  rotations  conjuguees  la  proposee.  c.  a.  d.  celle  qui  est  animee  d'une 
plus  grande  force  vive,  aura  donc  aussi,  ä  chaque  instant  du  temps,  une  plus 
grande  vitesse  rotatoire  autour  de  son  axe  instantane. 

Expressions  des  neuf  cosinus  a,  p,  y  etc.  par  les  trois  angles  ^,  ']^i,  ']>2- 

Les  angles  cj; ,  ^^ ,  ^^  sufüsent  pour  determiner  la  position  des  axes  princi- 
paux  dans  l'espace.  Nommons  X  la  droite  fixe  dans  le  plan  invariable,  et 
tra9ons  dans  le  meme  plan  une  seconde  droite  fixe  Y  laquelle  fait  avec  X  un 
angle  droit  dans  le  sens  meme  de  la  rotation.  Les  angles  cj;,  (j^j,  ^^2  seront, 
respectivement 5  ceux  que  les  projections  des  axes  des  z,  x,  y'  fönt  avec  la 
droite  Y,  et  les  angles  ^  —  \t^,  cj^j  —  ^-tt,  (j;,  —  i"?^  ceux  que,  respectivement, 
ces  memes  projections  fönt  avec  la  droite  X,  comme  on  le  voit  dans  la  figure 
ci-jointe, 

J 


dans  laquelle  P  est  la  projection  de  Taxe  des   z    sur  le  plan  invariable,  et  / 
l'intersection  du  plan  des  x,y'  avec  ce  meme  plan.     Or  soient,  respectivement, 

^,   ^',   y 

II.  58 
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les  angles  que  Taxe  des  z  fait  avec  les  axes  des  z y  x\y\  les  axes  des  z ,  x',y' 
feront  avec  Taxe  des  z  et  les  droites  X  et  F  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
respectivement 

(^)  (X)  (r) 

(^') cos^,        sin^  sin<|;,        sin^  cos<|> 

(i^?') cos^',        sin^'siin];^,       sin^' cos^j^j 

(y') cos^",      sin^"siin{^2,      sm^"cost|>2. 

Ces  expressions  etant  substituees  dans  les  relations  connues   qui  ont  lieii 
entre  ces  neuf  quantites ,  il  resultera  ces  formules 

(1.)  {  cos^"co8^  +sin^"sin^  cos(^2  — '1')    =  ^ 

cos^  cos^'+sin^  sin^'cos  (^  —  tj^j)  =  0; 

sm^'sin^"sin((];j— ^{^g)  =  cos^ 
(2.)  ^  sm^"sin^  sin(^];2— ^)    =  cos^' 

(sin^  sin  ^ '  sin  (^];— .1^1)  =  cos^". 
Posons 

(3.) 

on  aura 

(4.) 


d'oü  Ton  tire 

(5.) 
et,  par  suite, 


sin((|;i  — (};2)sin(({)2— ^)sin((jj  — ({),)  =  A 

—  008(^1^1  — ij^a)  cos  (t|^2—^)  cos  ('];  —  ({;i)   =   B, 

cos  ^  cos  ^' cos  ^"    

sin^^sin^^'sin^^^  ~      ' 

D 

COS  ^  cos  ^' COS  ^"   =    — 
A 

sin^  sin^'  sin^"  =  -V- 
A 


C0S(tPi-^2)  „:„oa     _     2\/B 

-=r ,  sinJ^    =  — ^— sin(({)i  — (jja) 

ia\  '4.     0/  cosTib, —  A)  .     ^^,  2\B     .    , 

(6.)  \tsy  = ^         '  ^'""^^   ^  ^-sm(^2-<l;) 

cos(({)  — (I)i)  .    ^    „         2\JB    . 

V5  sin2^"=  -^sm(^-^0. 
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Multipliant  et  divisant  l'une  par  l'autre  chaque  paire  de  formales  dans  la 
meme  horizontale ,  il  resultera 

(7.)        .;  si^^V  =  _ÜE^lfe^iL,  eos^V  =  -|tg(.f.-«. 

COS-^"=   —  —  tg(({;  — (j;J. 

On  obtiendra  ainsi,  en  tirant  les  racines  carrees,  les  valeurs  des  cosinus  et  sinus 
de  d-,  y,  ^'\  exprimees  par  les  differences  des  angles  ^,  '\ti,  ({^g,  et  substituaiit 
ces  expressions  dans  les  valeurs  donnees  ci-dessus  des  neuf  cosinus,  on  aura  les 
expressions  cherchees  de  ces  derniers  par  les  trois  angles  (j> ,  c}^i ,  <^2- 

Les  formules  precedentes  rentrent  dans  celles  donnees  par  Euler  dans  le 
volume  XX  des  Novi  Commentarii,  v.  le  Memoire :  »Formulae  generales  pro 
translatione  quacunque  corporum  rigidoi'um.u 

Ces  heiles  et  remarquahles  formules  etant  echappees  a  l'attention  des  geo- 
metres,  je  les  ai  rappelees  dans  le  vol.  II  du  Journal  mathematique  avec  d'autres 
par  lesquelles  E  u  1  e  r  a  fait  voir  que  l'on  peut  passer  d'une  position  d'un  Systeme 
d'axes  rectangulaires  ä  chaque  autre  au  moyen  d'une  rotation  autour  d'une  axe 
unique. 

On  a  appele 

W,  (l^l),  (1>2)'  i^s) 

les  angles  correspondants  dans  la  rotation  conjuguee  aux  cj>,  cj>i,  cj^g,  tj>3,  et  l'on 
a  trouve 

(^)  =  1^1'  (^2)  =  4*3-1^ 

II  faudra  donc,  dans  la  rotation  conjuguee,  remplacer  respectivement  les 
differences  des  angles  ^,  4^1,  ^'2 


l'l  — 4^2' 

4^2— 4^» 

4>-4>l 

par 

('I>,)-(4>2)' 

(4>2)-(4^)^ 

(']>)- OK) 

ou  par 

1^  —  4^3  +  ^^' 

^'s-l^i  +  i^^ 

^-4^  +  ^ 
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Comme  on  a 

cos^  =  y",       COS^'  =  a",       COS^"  =  ß", 

il  resulte  des  formules  ci-dessus  (5.)  et  (7.) 

"y" 

—4-  =  —  C0tg(.];.2— ({)) 


-1^  =  —  cotg(tp  — .]),) 


Dans  la  rotation  conjuguee  on  aura  par   ce  qu'oii  vient  d'exposer  les  formules 
analogues 


%I^    =    tg(^3-.{,,) 


Ti«i 


-L^   =   COtg(c|,-({,j). 

Rappelant  les  formules  trouvees  ci-dessus 

al   cosi*^  ßi    sini°cosi°  Yt'    sinl 

~öy   ~    sin/  '       'Y'  ~     sin/cos/    '       7"  ~        cos/   ' 


il  suit 


(8.) 


cos^/^ 


^J-    =    tg(1>-^3)tg(tj-^,) 


Sin 

rO 


i^^  =  tgOi,3— |,,)tg(^,-4,), 


Representons  ces  deux  formules  de  la  maniere  suivante 

0  =  cos*i^cos(({)  — ({)3)cos((|>j  — tj>2)  — sin2/sin((|)  — ']j3)sin((jj^  — (jjg) 
0  =  sin'^i*'cos(t{j3— '];j)cos((|j2— 'I))  —  cos^/sin('];3— ']j^)sin(tj;2— (jj), 

on  transformera  aisement  ces  formules  dans  les  suivantes 

0  =  (cos2/°— sin"/)cos((|j  — 'i>^  +  '|>2  — 'y  +  (cos-i°  +  sin2/)cos((l)  +  ({>j  — (jjg  — ({jg) 
0  =  (sin^/''  — cos2/)cos(({)  — c{ij  — '!>2  +  '])3)+  (sin-i°  +  cos2/)cos(({) +  <|jj  — ({»a  — ^3), 
d'oü  Ton  tire 

cos  (^1^  +  tl^i  —  i)2  —  ^3)  :  cos  ((!>  — ({^j  +  (1^2  —  (j^g) :  cos  (t{, —  ({>,  — ({;2  +  c{)3) 
=     (sin^/*^  — cos"/)   :      (cos^'^/o  +  sin^i)      :  —  (sin^/O-fcos'-^/). 
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Soit 

011  tirera  de  la  proportion  precedente  les  equations 

/  008(4^  +  '];,  — ']>2  —  (P3)  =       M{^m^f—(to%U)  =  Jf(sin'''7— co8«/°) 
(9.)  )cos(({>  — ^j+t};^— (}>3)  =       7)f(cos2/°-f  sin^J) 

(co8(f— (j^i  — t{)2  +  ij>3)  =  —  Jf(sin2/°  +  cos^i). 

La  seule  quantite  M  etant  donnee,  on  connaitra  ainsi  par  leurs  cosinus 
les  trois  angles 

Les  demi  -  sommes  et  les  demi-diiFerences  de  ces  angles  pris  deux  ä  deux  four- 
niront  ensuite  les  six  differences  des  angles  (p ,  (f^j ,  ^2^  ^35  c.  a.  d.  les  angles 
memes  que  fönt  entr'eux  les  quatre  projections  sur  le  plan  invariable  des  trois 
axes  principaux  du  mobile  et  de  Faxe  instantane  de  rotation. 

Les  trois  equations  ci-dessus  etant  ajoutees  deux  ä  deux  ou  retranchees 
l'une  de  l'autre,  on  aura 

[  co8((j;j— (|)2)cos(<f;3— (j>)    =        Msm^ I 
(10.)  I  cos(<l)2— (p)  cos(4)3— (|)j)   =  —McosU 

cos(']^— -];j)cos((};3— ^2)  =  ~M{smU^~smU)'^ 
8m(tj;j — (jig)  sin  ((Jjg — <^)    =  —McoB^I^ 
(11.)  )sm{^^-^)  sm(({)3-(})j)  =  —Msiü'f 

(sin(4*— 4»i)sin((l)3— (j;^)   =       M. 

Ces  formules  donnent  los  suivantes : 

cos  (^1  — t{>2)C0S  ((})3  —  ({;) 


C0S(tl>.3  — i^)   C0S(^3  — ({»j) 


=  -tgn 


sin((|;2-4))  siD((j;3-(|;i)     ^0 

sin  ('K  — 1^2)8111(^3-^)  ^       ' 

au  moyen  desquelles  on  aura,  de  la  maniere  la  plus  simple,  les  valeurs  des 
angles  constants  P  et  I,  des  qu'on  connaitra ,  ä  un  temps  quelconque ,  la  po- 
sition  des  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  principaux  et  de  Taxe 
instantane. 

Comme  on  a 

'^°        -   B{Ä-C)  '  '^'^  ^    -   BiA-C)  '  ■ 


462  SECOND  MEMOIRE  SUR  LA  ROTATION  d'uN  CORPS. 

on  tire  des  trois  dernieres  formules,  par  des  considerations  geometriques  tres 
connues ,  la  propositioii  suivaiite  : 

„Les  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  des  z ,  x ,  y  et  de  Taxe 
instantane  etant  coupees  par  une  droite  quelconque  respectivement  dans  les 
points   O ,  O',  O",  O",  on  aura 

00'. 0"0"' :  00".  O'O'" :  O'O". 00'"  =  B{A—C):A{B—C):C{A—B).'- 

Etant  donnees  les  projections  sur  le  plan  invariable  des  trois  axes  principaux, 
on  aura ,  au  moyen  de  la  proposition  precedente ,  cette  construction  de  la  pro- 
jection  de  Taxe  instantane  sur  le  meme  plan  : 

„Soient  fixement  liees  entr'elles  quatre  regles  paralleles  R,  B!,  B,",  R'", 
dont  les  distances  RR",  R"R",  RR"  soient  respectivement  proportionnelles 
aux  moments  d'inertie  A,  B ,  C ,  appliquant  la  regle  R"  ä  la  projection  de 
Taxe  des  y';  soient  O  ei  O'  les  points  dans  lesquels  les  projections  des  axes 
des  z'  et  x'  sont  rencontrees  respectivement  par  les  regles  R  et  R',  et  O" 
le  point  dans  lequel  la  quatrieme  regle  R'"  est  rencontree  par  la  droite  00', 
la  droite  menee  du  point  fixe  ä  O'"  sera  la  projection  de  Taxe  instantane," 
D'une  maniere  semblable  on  construira  chacune  des  quatre  projections  au 
moyen  des  trois  autres. 

On  pourrait  supposer  que  la  regle  O"'  passe  a  l'inlini  et  Ton  obtiendra 
la  projection  de  Taxe  instantane  en  menant  du  point  fixe  une  parallele  ä  la 
droite  00'.  Alors  les  trois  regles  R,  R",  R'  seront  assujetties  ä  la  condition 
que  leurs  distances  RR"  et  RR"  soient  entre  elles  comme  les  quantites  A(B  —  C) 
et  C{A  —  B). 

Lorsque  I^  =  ^tz,  on  tirera  des  formules  (11.)  la  proposition  suivante: 
„Les  trois  moments  principaux  du  corps  etant  en  progression  harmonique, 
les  projections  sur  le  plan  invariable  des  axes  principaux  et  de  Taxe  instantane 
formeront  constamment  pendant  le  mouvement  du  mobile  un  faisceau  har- 
monique." 
Multipliant  les  equations  (10.)  avec  les  equations  (11.),    chacune  avec  sa  cor- 
respondante,  on  aura  les  formules  suivantes, 

/  sni2(<j;j  — (lj^)sin2(({>3  — (j;)    =  —AM'^coaU^m'l 
(12.)  '  sni2((|>2— (j;)  sin2((j>3  — (j;^)  =        4Jf  ^  siii'-'/Vos-J 

(  sin2(({j— (j;Jsm2((l;3— (jjg)  ==  —  43f ^(sin-7°— sin'^i) . 
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Tra^ons  dans  Ic  plan  invariable  quatre  nouvelles  droites ,  formant  avec  une 
droite  quelconque  du  mc-me  plan  des  angles  doubles  de  ceux  qiie  les  quatre  pro- 
jections  fönt  avec  cette  meme  droite.  Ces  quatre  droites  etant  rencontrees  par 
une  droite  quelconque  dans  les  points  P,  P\  P",  P"^  il  suit  des  formules  (12.) 
que  Ton  aura 

TF'.  P"P"' :  PP".  P"P' :  PP'".  P'P"  =  (sin^  f  —  sin^/) : sin^  f  cos^ /:  cos^ I^ sin^ I . 

Remarquons  que  des  formules  (12.),  ;i  l'aide  des  expressions  donnees  au 
commencement  de  ce  paragraphe,  on  tire 

/^2   ^    ^S'I    ^    sin2((j;i  — ({>2)siD2(({)  — ^j;3) 
J  tg2j0  sin  2(^2— 4))  sin2(tj;3— (j^j) 


(13.) 

'       ~     sin^/^cos^J      ~  "cos^T"  ~    sin  2(^1)2— ({))  sin2((})3— 4.^)  ' 

lesquelles  fönt  voir,  comment  011  determine  le  module  par  la  position  des  quatre 
projections  ä  un  temps  quelconque. 

liCS  equatioiis  (10.)  et  (11.)  etant  divisees  chacune  par  sa  correspondante, 
on  retrouvera  les  formules  (8.)  desquelles  on  est  parti  et  une  troisieme  analogue 

cos^  J^ 
tg(^i  — 'l^2)ts(i^3— 1^)    = gTnisj 

•     2  tO 

Sin  X 

(14.)  <  tg(^,-^)  tsi^-^O  =       Tos^ 


—  1 


tg(i^-1^i)tg(<i^3— 4^2)  =  ^-T^o — rjj  =  -r-^0 — rr 


De  ces  trois  equations  chacune  doit  etre  la  suite  des  deux  autres.  C'est 
ce  qu'on  voit  au  moyen  de  la  proposition  trigonometrique  que,  les  angles 
4*5  4*1'  4*2  5  ^3  Stallt  quelconques,  la  somme  des  trois  quantites  (14.')  est  egal  a  leur 
produity  proposition  qu'on  a  etablie  ailleurs  *)  et  que  l'on  veriüera  aisement  par 
les  seconds  membres  des  equations  (14.).  Ajoutons  que  cette  proposition  fait 
voir  que  les  trois  produits  de  tangentes  (14.)  pourront  etre  egales  aux  tangentes 
de  trois  angles  dont  la  somme  est  0   ou  tc. 

Comme  on  a  deux  equations  entre  les  differences  des  angles  ({> ,  ^i,  4^2  ?  4^3 ' 
il  suffira  de  connaitre  la  position  de  deux  quelconques  des  quatre  projections 


*)  On  a  demontre  que  cette  proposition  a  lieu ,   quand  meme  on  change  le  signe  f;/  en  t(jain,   pourvu 
qu'on  multiplie  le  produit  des  six  tg  am  par  k'  .     V.  Journal  de  Cr  eile  vol.   XV.  p.  200. 
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pour  trouver  celle  des  deux  autres.  Pour  resoudre  ce  probleme  par  le  calcul  de 
la  maniere  la  plus  usuelle,  on  fera  usage  des  formules  (14.)  et  (9.).  En  effet, 
supposons  donnees  les  projections  de  Taxe  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment, 
on  connaitra  l'angle  ^  —  ([>i ,  et  il  faudra  par  cet  angle  determiner  les  deux  angles 
^1  —  ^2  Gt  ^2  —  ^3  5  <l^i  sufliront  pour  determiner  la  position  des  projections  de 
Taxe  du  moyen  moment  et  de  Taxe  instantane. 
Soit 

4»— 4^1  =  «'      i^i— ^1^2  =  ^'      "^-i—'h  =  V' 

on  aura  d'abord  y  par  l'equation 

_  1 

(sin^  I^  —  sin^  I)  tg  a 
et  ensuite  oc  par  l'une  ou  l'autre  equation 

cos  (a  4- 2/ +  2;r)   sin-'J  —  cos-'i 

cos  (a  + «/)        ~        sin-  J+  cos-  f 

Q,o%{a-\-y-\-2x)   sin- J°  —  cos^I 

cos(a— 2/)  sin-i*^+cos2/ 

De  la  meme  maniere  on  calculera  au  moyen  des  formules  (9.)  et  (14.)  les 
difFerences  des  quatre  angles,  lorsqu'une  seule  d'entrelles  sera  donnee. 

Si  Ton  ne  considere  que  trois  quelconques  des  quatre  angles ,  il  y  aura  des 
equations  lineaires  homogenes  sans  terme  constant,  l''  entre  les  tangentes  de  leurs 
differences,  2°  entre  les  sinus  des  doubles  de  ces  difFerences.  En  ne  considerant, 
d'autre  part,  que  les  trois  angles  qu'une  quelconque  des  quatre  projections  fait 
avec  les  trois  autres,  on  aura  des  equations  lineaires  sans  terme  constant, 
3°  entre  les  cotangentes  de  leurs  differences  et  4°  entre  les  cotangentes  des  doubles 
de  ces  differences.  Chacun  des  systemes  de  formules  que  Ton  obtiendra  de 
cette  maniere  contiendra  quatre  equations  lesquelles  toutes  auront  les  memes 
coefficients  ou  qui  ne  different  entre  eux  que  par  les  signes. 

Pour  demontrer  le  premier  de  ces  systemes  l'on  remarquera  que  l'on  a 
entre  quatre  angles  quelconques  a,  a,  a",  a"  l'equation  identique 

(15.)     sin(a'— a")  cos  (a"'—a)  4- sin  (a"—a)  cos  (a"'—a')  + sin  (a  —  a')  cos  (a"'—a")  =  0. 

Au  moyen  de  cette  equation  on  tirera  des  formules  (10.)  les  quatre  suivantes : 

/  sin27tg((|;— 4»,)  — cos2Jtg('];2— (j;)— (sin^l'— sin2I)tg((|>  — '];,)  =  0 

)sin^'Itg(tl,^-^2)-cos2Itg((l>3-cl>,)-(sin2i'-sin2/)tg(^2-'J>3)  =  0 

^    '^        \  sin2Itg(4^3— 1|>)  — cos2Jtg(^  — ^2)  — (sin^/'— sin^V)tgf'|<,— 'l^g)  =  0 

\  sin2Itg(4>3— (};)  — cos2Jtg('|)  — '])3)  — (sin^i'— siü^^i)tg^']j— (};j)  =  0. 
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Faisant  «'"=0,  requation  (15.)  se  changera  dans  cette  autre  equation 
identiqiie : 

(17.)  cosrtsin(a' — a")-|-cosa'sin(a" — a) -|- cos  a"  sin  (a — a)  =  0. 

En  egalant  :ha,  +a',  +a"  aux  angies 

'^  +  '^—'h—'h^  ^  —  '^i+'h  —  '^Z^  "l^  — 4*1  — 'l'2  +  ^3' 

011  tirera  des  equatioiis  (9.)  les  suivantes  : 

i{cos'f-{-  sin^J)  sin2((j>2— (j;3)— (sin^i^+cos^i)  sin2('j;3— ({jj)+(sin2/°— co8=^J)  sin2('{;j— -ji,)  =  0 
\(cmU  °+  sm'I)  sin2(4).  — y— (sin'-'/^+cos^i)  8in2((|;  —^o)+ismU''—co8U)  sin  2(fb,—  'h)  =  0 

/.Q\  «ö  Vidi/ 

■  J(cos^i"4-siu-I)sin2('];— (pj— (sin2I°4-cos2I)sin2((},— 4,3)+(sin2I°-cos27)sin20^3— f{))  =  0 
(cos'''i''+sin^/)sin2(/]>— <]>j)— (sin-i°+cos^/)sin2(({;2— t{;)4-(8in2/°— cos"^7)sin2f(!;,— r|J  =  0. 

Au  moyen  de  la  meme  formule  (15.)  on  tire  encore  des  formiiles  (11.) 
Celles  -  ci : 

/  cos^/°cot(([j3— ({;)  4-siu2  2°cot(tI;3— '])j)  — cot('])3— -y  =  0 

I  COs2i''cot(({;— 'k)  +  sin2I%0t(c{)  — t{;,)  — COt(f};— (];)    =    0 
(19-)  0  0  ^ 

^  cos2rcot(^i— (j;2)  +  sin2i^cot((j;i— ^1^3)  — cot((j;^— (}))    =0 
cos^i^otO];^— '|j)  +  sin^I°cot(\}j2— ^)  —  cot(({>2— t{>j)  =  o, 

et  des  equations  (12.)  les  suivantes: 

/■  cos^J^^  sin^Jcot  2((j>3—  '\> )  —  sin^i^os^/cot  21,^^— ^^)  +  (sin^J^—  sin^J)  cot2('])3— r|;,)  =  o 
)  cos^l" sin^/cot 2 (({i  —(Lg)  —  sin'^i^  cos^/cot 2 ((|j  — <]jJ  +  (sin^/^—  sin^/) cot  2  (f]>  — ({)  )  =  0 

(20.)  {  0  n  ^  n 

jcos2rsin21cot2((};^— y— sin-i*^cos''^Icot2((|;j— (P3)  +  (sin''^r— sin2i')cot2((|>j— (}>)  =0 
\  cos2J%in2Jcot2((})2— (j;j)  — sin2J'°co82Jcot2(({;2— (];)  +  (sin-i°— sin^I)  cot2((|;,— (j^g)  =  0. 

Remarquons  que  Ton  aurait  pii  deduire  les  formules  (19.)  des  formules  (16.) 
au  moyen  des  formules  (14.).  En  efFet,  les  formules  (14.)  fönt  voir  que  Ton 
peut  remplacer  la  tangente  de  la  difference  de  deux  quelconques  des  quatre 
angies  ^,  cpi,  ([»2,  (j^s,  par  la  cotangente  de  la  difference  des  deux  angies,  multipliee 
par  un  facteur  constant. 

Rappeions    ä   prcsent   les    valeurs   elliptiques   donnees    dans    le   premier 
Memoire  des  angies  ^ ,  ^^i ,  4*2 '  ^"3  ^^  ^^^  angies 
11.  59 
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6    =   'h  4-nu  =  ±-— loff-^;  —  -.-.- 

Or,    suivant    les   formules  des    Fundamenta  {%.  61)  ou   celles  donnees    dans  ma 
lettre  ä  V Institut  de  France,  on  voit  qu'etant  change 

u    en    u  -\-  iK' 
les  fonctions 

0{u-\-ia).        H(u-\-ia),         Hi(ti-\-ia),         Oi{u-\-ia) 

se  changent  respectivement  en 

ig^  E(u  +  ia) ,        ig^  Q{u  +  ia) ,        g^  G^  {u  +  ia) ,        g^  H^  (u  -\-  ia) , 
oü  l'on  a  pose 

~(K:'-2a-2iu) 

D'oü  l'on  voit  qu'en  posant 

na 

h  =  e   "^, 

par  le  meme  changement  de  u  en  w  -]-iK'  les  fonctions 

0(^t  +  m)  ■g(^t  +  ^a)  Hi{u-\-ia)  Gi{u-\-ia) 

e{u—ia)  '         H{u  —  ia)  '         Hi{u—ia)'         ei{u—ia) 

seront  changees  respectivement  en 

H{u  —  ia)  '■  0(w— *a)  '         '  0,(w— i«)  '  Hi{u—ia)  ' 

D'oü  l'on  voit  encore  qu'en  changeant  u  en  u-\-2iK'  les  memes  fonctions  seront 

changees  en 

G(u-\-ia)  ^H(u-\-jal  Hi{u-{-ia)  ,  ei{u-]-ia) 

^'    e^u  —  ia)  '  ir(«  — ia)'  Ei{ii—ia)'  e,{u-ia) 

Par  suite ,  si  l'on  pose 

,,.  .  0(u-\-ia)  ...  . 

6)(M — la) 


on  aura 
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H{u  —  la)  /VI  / 

H\  {u  —  ta)  I  \     \        I         j 

jPm  du  manuscrit. 


Note  de  Vediteur.  Ce  manuscrit  est  reste  incomplet.  II  parait  que  l'auteur  a  eu  l'idee  d'exprimer 
les  fonctions  trigonometviques  des  difFerences  des  quatre  angles  <{' »  ^i »  ^'2  >  l's  >  ^^  des  doubles  de  ces 
differences  par  les  fonctions  elliptiques  0  etc.,  soit  pour  substituer  ces  valeurs  dans  les  formules  (16.) 
(18.)  (19.)  (20.)  et  en  tirer  de  nouveaux  resultats  remarquables ,  soit  pour  verifier  de  cette  maniere  les 
expressions  des  neuf  cosinus  donnees  dans  son  premier  memoire.  Cette  derniere  supposition  est  constatee 
par  une  remarque  faite  dans  un  petit  memoire  incomplet  de  quelques  pages,  ecrit  en  allemand  dans 
lequel  l'auteur  a  exprime  les  sinus,  cosinus,  tangentes  des  dites  differences  au  moyen  des  quantites 
sin  am  ((^ +  «'«),  cos  am  (?<  +  ea) ,  tgam(z<  +  ««),  apres  avoir  remplace  les  cosinus  des  neuf  angles  que  les 
axes  principaux  forment  avec  les  axes  fixes  par  les  quantites 

sin  C  ,  cos  ^  sin  'h  ,  cos  ^    cos  'b 

sin  Ci ,         cos  d  sin  'b^ ,         cos  Cj  cos  "l^i 
sin  C2 ,  cos  ^2  sin  'b., ,         cos  'C^  cos  '\>.^ , 

-es  angles    C,   n,  C2»    etant  determines  par  les  equations 


sin  C  =  — \^ot(']^2  ~  "i^i) '^ot  (i  —  '\ii) 
sinCi  =  — V'cot(t!; — i\)^)cot{<b^  —  ^'2) 
sin  Ca  =  —  V^cot  ('ji^  —  ij^g)  cot  ('j'j  —  4')  • 
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EXPRESSIONS  ELLIPTIQÜES  DES  COSINUS  DES  ANGLES  QU'UN 

SYSTEME  QUELCONQUE  D'AXES  RECTANGULAIRES  FIXES  DANS  LE 

MOBILE  FAIT  AVEC  LES  AXES  DES  x,  y,  z  FIXES  DANS  L'ESPACE. 


Soient  oc",  y",  z"  les  coordonnees  paralleles  ä  im  Systeme  quelconque  d'axes 
rectangulaires  fixes  dans  le  mobile,  x',  y',  z  les  coordonnees  paralleles  aiix  axes 
principaux  et  supposons  qu'on  ait 

x'  =  6a;"+öy'4-o'V',        x  =   (a)a;"  +  (ß)y"  +  (y)^",         x  =  aa:'  +  ß?/'  +t^' 
y'  ^  3rr"+sy'+3V',        y  =  {a')x"+{^')y"+{i)is",         y  =  o! x' -\- ^' y' +  i ^' 

es  Cosinus  des  angies  que  les  axes  des  x"y  y"y  z"  fönt  avec  ceux  des  x,y,  z  seront 

(a)  =  ao  +  ßE+Y:,  (a)  =  a'o  +ß's+Y':,  (a")  =  a"o  +ß"3+Y"C 

(ß)  =  7.o'+ß£'+YC,  (ß')  =  a'o'  +  ß's'  +  Y'C,  (ß")  =  a"o'+ß"3'  +  Y"C' 

(y)  =  ao"+ßs"+YC",  (-/)  =  a'o"+ß's"+T'!:",  (f)  =  a"o"+ ßV^  fC 

Or,  en  posant 

M  =  fl'i(«a)  0(m), 
on  a 

ütf (a-m' )  =  —  0i(O)  fl(w±ia),   ilf (ß— iß' )  =  —  ö (0)  Hi(M±m),  ilf (t'+*t)  =  ^i(O)  ö(w±»a) 

JJf  (a4-^a')  =  —  0l(O)iZ'(wT^a),    3/(ß+iß')  =  —  0(O)Ifi(M+ia),  ilf  (7— ^1)  =  i/i(0)  0(«<+ia) 

jtfa"  =  —G{ia)Hi{u),     M^"  =  ei{ia)H{u),     iMf  =  ±H{ia)ei{u), 

oü  des  signes  ±  ou  T  on  prendra  toujours  le  superieur  ou  l'inferieur  selon  que 
Bk>P  ou  <l\ 
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En  choisissant  convenablement  Taxe  des  x"  dans  le  plan  perpendiculaire 
a  l'axe  des  z",  oii  pourra  de  meme  poser 

M\Z—ir/)  =  —  0,(0)  ir(v±ib),    M'{z—is')  =  —  0(0)  Hi{v±ibl    M'(rj-^ir)  =  ^,(o)0(v±i6) 
MXo-^io)  =  —  0,(0) H{v+ih),    M'{z+h')  =  —  0(0)  Hi{v+ih).    M'iC—iC)  =  H,{ö)G{v+ib) 

M'o"  =  —G(ih)Hi(v),    M's"  =  ex{ih)H{v),    iM'C  =  ±H(ib)&i{v), 
oü  Ton  a  pose 

M'  =  Ei{ib)e{v). 
Substituant  ces  valeurs ,  on  aura  d'abord  la  formule 
(1.)  MM'  [(a)  -  i{o:  )  4-  m  +  (ß'.)] 

=  e^^{0)H{u±ia)U{v+ib)+Q\Q)H^{u±ia)E^{v+ib)-^Hl{Q)  e{u±ia)  0{v+ib) 

laquelle  tient  lieii   de  qiiatre  equations  correspondantes  a  la  double  valenr  de 
chacune  des  iinites  imaginaires. 

On  aura  ensuite  les  deux  formules 

(2.)  JfJf'[(T)-*XT')] 

=  0i(O)  S{ib)  Hi{v)  H(u±ia)—e{0)  Oxijh)  H{v)  Hi{u±id)  +  H,{0)  H(ib)  0i(t;)  0(w±ia) 

MM'l{a")  —  i{f)] 
=  0i(O)  e{ia)  H{v±ib)  fii(w)-0(O)  0i(m)  Hi{v±ib)  H{u)  +  Hi{0)  H(ia)  e(v±ib)  &i(u) , 

dont  chacune  embrasse  deux  equations  correspondantes  a  la  double  valeur  de  i, 

et  enfin  l'equation  unique 

(3.)         MM'if)  =  e{ia)  Qiib)  Hi{v)  Hi{u)-\-0i{ia)  Gi{ib)H{v)  H(u)—H{ia)  H(ib)  Oy{v)  0(w). 

Je  vais  a  present  transformer  ces  expressions  au  moyen  de  ces  formules 
generales  ä  4  arguments  que  j'ai  developpees  dans  mes  le^ons  universitaires  de 
Koenigsberg  et  dont  je  publierai  le  Systeme  complet  dans  un  de  mes  prochains 
memoires. 

Ces  transformations  fönt  voir  que  les  valeurs  des  dix  quantites 

(a)-i(a')  +  i(?) +  (?'),        l±(i"),       (t)-*'(t'),       K)-^(ß") 
sont  egales  chacune  ä  un  seul  terme ,  produit  de  quatre  fonctions  &  aux  argu- 
ments \[u  +  v±_ia±ib). 


Soit 


V  =  ^{u-\-u'-\-u"-{-u") 
v'  =  ^{u-]-u' — u" — u") 
v"  =  a(m  —  w'-f-w" — u") 
v"  =  i  (m  —  u'—  u"-\-  u" )  . 
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J'emprunte  aux  nombreuses  relations  entre  les  fonctions   S  aux  arguments 
u,  u',  u" ,  u"  et  Celles  aux  arguments  v,  v ,  v',  v'"  les  trois  suivantes: 

(4.)  0(w)  Qiu')  Hi{u")Hi{u")  +  Qi{u)  Gi{u')H{u")  H{u" ) 

—  Hi{u)Ui{u')e{u'')Q{u')—H{u)H{u')Qi{u'')e^{ir)  =  2ei{v)Q,{v')H{v")H{v"') 

(5.)  6>(m)  e{u')  Hi{u") Hi{u")-\-  ei(u)  Gx{u')H{u")  H{u") 

+  Hi{u)Hy{u' )  e{u" )  0(m"')  +  H(u)  H{u')  0i(m")  0i(«t"')  =  2G(v)  Q{v')H^{v")  H,{y"') 

(6.)  H{u) Hi{u')  Oiu")  Qi{ii" )  —  &{u)  ei{u')U{u") H,{u") 

—  Hi(u) H{u')  Oiiu")  e{ti")  +  0i(m)  e{u') Hi{u") H{ii" )  =  2Qx{v)e{v')H^{v") H{v"' ) 

que  d'ailleurs  on  saurait  deduire  d'une  d'entre  elles.      On  obtiendra  le  second 
membre  de  (1.)  pour  les  deux  cas  de  -{-i  et  de  — i  eii  posant  dans  les  premiers 

membres  de  (4.)  et  (5.) 

M  =  0,       u'  =  0,       u"  =  v^ih,       u'"  =  z<±«a; 
d'oü  l'on  tire 

(7.)      Ä'[(.)  -  i(-')  -  '(ß)  -(?■)]  =  -  20?  ("+''-/"+^^)  a'  C-"-»'-^^) 

(8.)    j^*[(«)-i(o+i(?)+(P')]=  2e-("+''^;(''-^))i^.-(''-^^;(«+^'). 

De  la  meme  formule  (4.),   eii  y  supposant 

?t  =  ia,      u'  =  iby      u"  =  v,      u'"  =  u, 
on  tirera 

(9.)  MM'[1  —  {Y')'] 

=  20  (^  +  ^-^((^+^)\  Q  At4-i;  +  i(a+6)\  j^ /^t<  —  t^  +  ^(a— &)\  j^^u—v±i(a—b)\ 

et,  en  supposant  dans  (5.) 

u  =  — ia;      ti'  =  ii;      ?t"  =  V,      u'"  =  u, 

(10.)  MM'[l  + {•;")! 

=  20  (^^*  +  ^  +  ^(^~^)^  0  (^^  +  ^-^(^— ^)^  ^  At— ?;  +  i(a+^)A      /M  — z;  +  i(a-f5)\  _ 

Entin  supposant  dans  (6.) 

n  =  0,       u'  =  ib,      u"  =  tJ;      u'"  =  u-{-ia, 
il  resultera 
(11.)  jyr3f'[;(.)_,-(-^')j 

=  20  ('^+^±^(«+^)A  g)  /tij-v±i(a—by\  j^  /ti-v±i(a-\-h)\  ^ru—v±i{a—h)\ 
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et,  eil  echangeant  a  et  h,  u  et  v, 

(12.)  JOi'[(a")-t-(ß")] 

=  —2Q  (^«H-J^jzii^d:^^  Q  ru-\-v+i{a—b)\  jj  (^—^  +  ^'(«+^)^  ^/^— ^±^(a— 5)\ 

La  quantite  MM'  etant  eile  meme  un  produit  de  quatre  fonctions  0^  on 
saura  developper   les    seconds  membres  des  equations  precedentes ,  divises  par 

MM',  en  series  suivant  les  multiples  de  l'angle  "^  ~  ^  .  En  effet,  pour  obtenir 
ce  developpement,  on  n'aura  besoin  que  des  theoremes  conniis  sur  les  fonctions 
simples  appliques  aux  fonctions  dont  le  numerateur  et  le  denominateur  sont  des 
produits  infinis. 

De  la  meme  maniere  qu'ont  ete  exprimes  par  les  trois  angles  9,  tj;',  ^  les 
Cosinus  des  angles  que  les  axes  principaux  du  mobile  fönt  avec  les  axes  fixes 
dans  l'espace  des  x,  y ,  z,  exprimons  par  les  trois  angles  analogues  (9),  (({>'),  (^) 
les  Cosinus  des  angles  que  les  axes  des  x" ,  y" ,  z",  eux  aussi  fixes  dans  le  mobile, 
fönt  avec  les  memes  axes. 

On  aura  donc 

(ry.)  =  COS  (^)  sin (oj)  sin  («j»')  -|-  cos  (<p)  cos  (-/ ) 
(r/)  =  cos(^)sin(cp)cos('y)  —  cos(<p)8in('y) 
(7.")=  —  sin(^)sin(<p) 

(ß)  =:  COS  (^)  cos  (©)  sin  (<{;')  —  sin(':p)cos('i') 
(ß')  =  cos(^)cos(cp)cos(^')-|-sin(cp)  sin('/) 
(ß")=  —  sin(^)cos(cp) 

(y)  =  sin(^)sin(f) 
(y')==  sin  (^)  cos  (f) 
(t")=      cos(^), 


d'oü  Ton  tire 


et  ])ar  suite 


(oc)  —  i  (a' )  ==      [cos  (9)  —  i  cos  (^)  sin  (cp)]  e'('''') 
(?)  — « (ß')  =  [—  sin  (?)  —  *  cos  (^)  cos  (c?)]  e'^''''^ 

(a)  — i(a')  — *(?)  — (ß')  =  [1— cos(^)]e'f('''')+(^" 
(7.)-i(a')  +  *(ß)  +  (ß')  =  [l+cos(^)]e'fC"'M^)J. 
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* 

De  plus  on  aura 

(t)  — *(t')   =  —  isin(^)c'(V'') 
(a")_i(ß")  =       ism(^)c'(») 
(t")  =  cos(^). 
De  lä  resultent ,  en  posant 

^{u-\-v)  =  u',        ^(u  —  v)  =  u",        -Ka  +  ^)  =  b'         i(a  — 6)  =  h", 
les  formules  remarquables 

Viriirsini(-^)6^''""''^^^''"    =  ie^itt'±ib')H{u"±ih") 
Vi^iT  cos  K5)e^"''^^'"'^'^'-^    =    e{u'±ih")H,iii"±ih') 
—  iJfl/'sin(^)<(V'')  =       2Gi{u'±ih')  G{u±ib")Hi(ti"±ib')H{u"±ib") 
iMM'  sin (^) c'(*)    =   —  20i(zt'  ±  i6')  0(it'  +  ih" )  Hi ^ii"  +  ih' )  H{u" ±  ib") 
MM'smm^)      =         Gi{:ii±.ib')Gi(ii'+ib')  H{u" ±ib")Hiu"+ ih") 
MM' cos'li^)      =  G{u'±ib")  G{u'Tib")H^{u"±ib')H,{u"+ib"). 

Les  deux  premieres  de  ces  formules  etant  obtenues  par  Fextractioii  d'une  racine 
carree,  il  pourrait  paraitre  douteux  si  l'on  doit  avoir  i  ou  — i  pour  facteur 
du  second  membre  de  la  premiere  formule;  mais  comme  le  produit  des  deux 
premieres  formules  fournit  la  troisieme  oü  il  n'y  a  aucune  ambiguite,  on  voit 
que  ce  facteur  doit  etre  i  tel  qu'on  l'a  pose  en  supposant  que  le  signe  de  SJMM' 
soit  le  meme  dans  les  deux  formules.  Chacune  des  quatre  premieres  formules 
embrasse  deux  equations  a  la  double  yaleur  de  i,  mais,  comme  on  le  voit 
aisement,  les  dicc  equations  que  l'on  obtiendra  de  cette  maniere  pourront  etre 
deduites  par  de  simples  multiplications  de  quatre  d'entre  elles,  lesquelles  resultent 
des  deux  premieres  formules. 

Des  formules  precedentes  on  tire  encorc  la  double  expression  de 

MM'  =  H,{ia)Hi{ib)G{u)G{v) 

=  e^(^u'-\-ib')  Gi{n'—ib')  H{ti"  +  ib")H{u"—ib") 
+  0(^/4. ,7/' )  e(^u'—ih")Hi{ti"-{- ib') Hi{u"—ib" ) . 

On  prouve  l'identite  de  ces  deux  expressions  en  ajoutant  les  formules  (4.)  et  (5.), 
apres  avoir  pose  dans  (4.) 

u  =  il,      u'  =^  V,      u"  =  ia,      u'"  =  ib 
et  dans  (5.) 

w  =  M        u   =  V,       u"  =  ia,       il'"  =  — ib. 


SUPPLEMENT  AU  MEMOIRE  PRECEDENT.  473 

On  obtient  des  deiix  premicres  formules 


^^^      ^'^  i      °  e{ti+ih")Hx{u"+ih') 


ou,  si  Ton  veut, 


D'apres  ce  qu'oii  a  remarque  dans  le  premier  memoire  les  deux  logarithmes 

j_      eiiu'±ib')       1^     e{u'±ih") 

i    ^^  ei{u'  +  W)  '         i  ^^  G{u'  +  ib") 
sont  des  fonctions  du  temps  periodiques,  mais  les  deux  autres  logarithmes 

i    ^  H{ib"  +  u")  i    ^  Hx{u"  +  ib") 

ajoutes  a  ceux-ci  dans  les  equatioiis  precedentes  contiennent  chacun  une  partie 
proportionnelle  ä  u"  et ,  par  suite ,  croissante  avec  le  temps.  Cherchons  la  partie 
non  periodique  dans  ces  deux  expressions. 

On  remarquera,  pour  cela,  que  les  quantites  a  et  b  etant  supposees  l'une 
et  l'autre  positives  et  plus  petites  que  K',  la  quantite  b'  =  ^[a-\-b)  sera  aussi 
positive  et  plus  petite  que  K'.  C)r,  on  a  donne  dans  le  premier  memoire  les 
formules 

1  ,       0(u  —  ?"«')     1^   1  ,       H{ia  —  ti)    Tztc 

-2i  ^^^  G{u  +  ia)     ~^'2i   ^^  H{ia  +  üf  ~  YK 

1  .       Qi(u  —  ia')         1  j      Hi{u  —  ia)    tzic 

dans  lesquelles  l'argument  a  et  par  suite  aussi  a'  =  K' —  a  doit  etre  positif  et 
plus  petit  que  K' .  Ces  formules  fönt  voir  que ,  a  etant  une  quantite  positive 
plus  petite  que  K'  quelconque,  la  partie  non  periodique  des  deux  quantites 

1   loQ.  H{ia—u)        1   .      Hi{u—id) 
II.  üO 
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ßgt  J^ ,  Designons  cette  partie  du  nom  de  terme  seculaire.  II  siiit  de  la  propo- 
sition  precedente  que  le  terme  seculaire  de  ((p')  —  (<^)  est  +  -^-  et  que  celui  de 

ff  rr  -^*- 

((];') -|-(cp)    sera  oii    +^S-  on  ±^^;  selon  que  b"  est  positif  ou  negatif,  c'est  ä 
dire  selon  que  b>a  ou  6<«.      D'oü  suit  que  des  deux  angles  (cj>')   et  (cp)    Tun 
sera  periodique ,  l'autre  contiendra  un  terme  seculaire   u"  =  ^{u  —  v).      Lorsque 
h>a,  l' angle  (cp)  sera  periodique  et  le  terme  seculaire  de  ((^')  sera  4:-^  =  +     oTT 
lorsque    b<a    V angle    (4»')    sera   periodique    et   le    terme    seculaire    de     (9}    sera 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  developpements  en  series  infinies  des  angles 

TT  (%L  I         7?  ) 

(cp)  et  (tj>'),  abstraction  faite  des  termes  seculaires  +  -~-^-^,  ne  contiennent 
pas  de  constantes ,  ou  que  les  developpements  des  fonctions  log  S  et  log  9i 
jouissent  des  trois  proprietes  d'etre  periodiques,  de  ne  contenir  pas  de  terme 
constant  et  de  s'evanouir  en  meme  temps  que  le  module. 

Dans  le  cas  de  &  =  a,  ou  de  b'  =  a,  6"  =  0 ,  il  viendra 

^         0,(4^±ia) 

1.        -^'C^*'")  1,        ®'C^ +  '■»')       ::(„_„) 

=    —r  lOff ~ 

TT  /^«*  —  *'  -  •  ^  *  r\    {'^  —  ^  4-  •    A 


(-r)-(cp)  =  Aiog — =  -^log — -+     ^^ 


Donc  dans  le  cas  de  b  =  a,  les  termes  seculaires  de  (c}>')  et  de  (cp)  seront 
respectivement  Zf  '  .j^  et  ±  ^^  ^  •  Si  l'on  veut  que  ces  termes  renferment 
aussi  la  constante  tout  entiere  du  developpement,  il  y  faudra  ajouter  encore  1' angle 
droit  ^%. 

L'axe  des  o?  etant  suppose  faire  dans  le  plan  invariable  une  rotation  uni- 
forme autour  du  point  fixe  avec  la  vitesse  angulaire  — ^,  et  (c|;')  designant 
l'angle  que  l'intersection  du  plan  des  07",  y"  avec  le  plan  invariable  fait  avec 
Taxe  des  x,  ou  que  la  projection  de  Taxe  des  z"  sur  ce  meme  plan  fait  avec 
Taxe  des  y,  le  mouvement  moyen  de  l'intersection  du  plan  des  x" ,  y"  avec  le 
plan  invariable  ou  de  la  projection  sur  ce  plan  de  Taxe  des  z"  sera  respective- 
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ment  dans  les  trois  cas  de  h>a,  h<a,  b  =  a,  en  rcjetant  les  termes  constants, 

Or,  lorsqiie  b  =  a  et  pour  im  temps  satisfaisant  ä  l'equation 

V  =  u  =  n{t  —  to), 
on  atira 

donc,  pour  ce  temps,  les  axes  des  z"  et  des  z  feront  avec  les  axes  des  x',i/,z' 
les  memes  angles.  Donc,  lorsque  b  =  a,  Taxe  des  z"  sera  la  droite  fixe  dans 
l'interieur  du  mobile  laquelle  au  temps 

n        " 

coincidera  avec  Taxe  des  z  ou  avec  la  perpendiculaire  au  plan|invanable.  Donc 
toutes  les  droites  fixes  dans  l'interieur  du  corps  seront  situees  dans  ce  cone  du 
second  ordre ,  lieu  des  droites  dans  lesquelles  le  mobile  pendant  sa  rotation  sera 
traverse  par  la  perpendiculaire  au  plan  invariable.  (Poisson,  Mecaniquell.  p.l52.) 
Ce  cone  separera  les  deux  espaces  du  mobile  dans  lesquels  se  trouvent  respective- 
ment  les  droites  pour  lesquelles  on  a  & > «  et  b<a  et,  par  suite,  les  droites  dont 
les  projections  sur  le  plan  invariable  ont  respectivement  les  mouvements  moyens 

et  comme  Taxe  des  z'  est  situe  dans  l'interieur  de  ce  cone,  dont  il  est  Taxe 
proprement  dit,  et  qu'on  a  vu  que  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  cet 
axe  a  le  mouvement  moyen  —  ^t^  il  suit 

1)  que  les  projections  sur  le  plan  invariable  de  toutes  les  droites  situees 

en  dehors  de  ce  cone  ont  le  mouvement  moyen  —  (^+^  )  t, 

2)  que  les  projections  sur  le  plan  invariable  de  toutes  les  droites  situees 
dans  l'interieur  de  ce  cone  ont  le  mouvement  moyen  —  ^t, 

3)  que  les  projections  sur  le  plan  invariable  de  toutes  les  droites  situees 

sur  la  surface  memo  de  ce  cone  ont  le  mouvement  moyen  — i^^^jt, 
moyen  arithmetique  entre  les  deux  rotations  moyennes  precedentes. 

60* 
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Supposons    £=r-j-i    ou    e  =  — 1    selon   qu'on  a   h>a   ou  b<a   ou  selon  que 
Taxe  des  z"  soit  au  dehors  ou  au  dedans  du  cone  separateur.     Soit  de  plus 

Tzu  Tzv  Tta  ,    ,       1  7r&  ,     ,       1 

^{x-\-Xo)  =  Xi,      ^{x  —  xq)  =  X2,      i(c+Co)  =  &1,       K^  — ^o)  =  h, 

il  viendra  d' apres  las  formules  precedentes  et  celles  qui  ont  ete  donnees  dans  le 
Journal  de  Grelle  Vol.  39,  p.  345  (p.3  45  de  ce  volume) 

.  «  v/^      .       g^+^-i  sin 2^2  .       ö''-*=+i  sin 20^2     \ 

+  23  2-1  arc tg  ,  ^   , , ,    , arctg  ^       z.  ^  ■ , ^^ —  ) 

'  V        ^  1—2*+'^- 1  cos  2:^2  ^1— g^-*^+icos2Ä.-2/ 

-rnr\      /  \-i                  o  N-/^      4.         ö^-^  sin  2^1                 ,         3*+^^sin2a;i      \ 
+  l('H  —  (?)]  =    ^2  —  2s Vi  arctg   ,       ,   , ^^ arctg  ^  ^   ..,, —  ) 

^  V  /^      ^      M+&1-1  sin  2x2  ^      gfc-61+1  sin  2  0:2    \ 

—  2  2- 1  arctg  -^ — , ,,    ■ arc  tg  --4 — .   .  . , 7: —  )  > 

V        ^l+g*+6i-icos2x2  ^l+2*-^+icos2x2/ 

en  donnant  ä  k  toutes  les  valeurs  des  nombres  impairs   1,  3,  5  etc. 


B. 

NOUVELLE  THEORIE  DE  LA  ROTATION  D'UN  CORPS  DE  REVOLUTION 
GRAVE  SUSPENDU  EN  UN  POINT  QUELCONQUE  DE  SON  AXE. 


Du  diviseur  attache  a  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece. 

L'analyse  dont  je  mc  suis  servi  dans  un  memoire  anterieur,  nsur  la  rotation 
cTun  Corps  quelconque  non  soumis  ä  des  forces  acceleratrices« ,  et  laquelle  a  conduit 
ä  de  nouveaux  resultats  definitifs  et  d'une  grande  simplicite,  est  fondee  princi- 
palement  siir  la  valeur  particuliere  de  la  constante  par  laquelle  est  divisee 
rintegrale  elliptique  de  la  troisieme  espece,  laquelle  determine  1' angle  entre  la 
projection  sur  le  plan  invariable  de  Tun  des  axes  principaux  du  corps  et  une 
droite  fixe  menee  dans  ce  meme  plan. 

Ayant  en  effet  execute  Tintegration  par  le  moyen  d'un  de  mes  theoremes 
sur  les  fonctions  elliptiques ,  on  a  trouve  la  valeur  de  l'integrale  egale  a  la  somme 


JVote  de  l'editeur.  On  peut  distinguer  dans  les  deux  memoires  B  et  C  sur  la  rotation  d'un  corps  de 
revolution  grave  trois  compositions  dili'erentes.  Le  memoire  C  parait  fait  avant  l'autre ;  c'est  dans  eelui-lä 
que  l'analyse  est  poussee  le  plus  loin  et  ä-peu-pres  achevee,  tandisque  l'auteur  n'y  a  pas  developpe  la 
theorie  du  diviseur  attache  ä  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece,  mais  s'est  borne  ä  n'en  donner 
que  les  resultats.  Le  memoire  B  a  ete  ecrit  plus  tard.  Dans  sa  seconde  partie,  il  contient  la  theorie 
complete  du  dit  diviseur,  dans  sa  premifere  qui  semble  etre  composee  apres  la  seconde  et  qui  finit  par 
les  raots:  „Voici  les  calculs  qui  ont  conduit  ä  ces  resultats"  est  enonce  aprfes  rintroduetion  le  theoreme 
remarquable  que  la  rotation  d'un  corps  de  revolution  grave  autour  d'un  point  quelconque  de  son  axe  peut 
etre  r^mplacee  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  non  soumis  ä  des  forces  acceleratrices.  C'est  ce 
qui  explique  la  repetition  presque  litterale  de  plusieurs  passages  de  ces  deux  memoires.  L'examen  des 
deux  manuscrits  fait  connaitre  que  Jacobi  a  voulu  sans  doute  reunir  dans  un  seul  memoire  toute  la 
theorie  du  probleme  de  Lagrange  et  qu'il  en  a  ete  empeche  par  sa  mort  prematuree.  C'est  pour  ces 
raisons  que  l'editeur  a  cru  devoir  placer  le  memoire  B  avant  le  memoire  C,  quoiqu'il  soit  6crit  plus  tard. 
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de  deux  termes  dont  Tun  est  simplement  proportionnel  au  temps  et  l'autre  une 
quantite  logarithmique 

2i    ^  &(u  —  ia)  ' 

i  etant  l'unite  imaginaire  V — 1  ?  «  une  constante  et  u  la  variable  proportionnelle 
au  temps.  Dans  ce  second  terme ,  le  logarithme  se  trouvant  precisement  divise 
par  2i  et  par  nulle  autre  constante ,  on  doit  ä  cette  circonstance  favorable  tout 
le  succes  des  calculs  entrepris  dans  le  memoire  cite  ci-dessus. 

II  est  vrai  que,  si  l'on  avait  voulu  se  contenter  de  pouvoir  evaluer  en 
secondes  et  parties  de  seconde  pour  toute  valeur  donnee  du  temps  1' angle  que  l'on 
a  determine  par  l'integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece,  sa  valeur  donnee 

par  l'equation 

,     ,     1   ,       0{u-{-ia) 

'''--""+2r'°g0(«-»») 

en  aurait  fourni  les  moyens  suffisants ,  et  la  difficulte  de  ces  evaluations  nu- 
meriques  ne  se  serait  accrüe  en  aucune  facon ,  lors  meme  que  cette  valeur  aurait 
ete  divisee  encore  par  quelque  constante.  Mais  en  s'arretant  la  et  en  ne  profitant 
pas  de  la  valeur  particuliere  2i  du  diviseur  du  logarithme ,  on  aurait  laisse  in- 
complete  la  Solution  du  probleme  mecanique  et  fait  tort  ä  l'analyse  des  fonctions 
elliptiques.    Ce  diviseur  2i  du  logarithme  faisant  recouvrir  ä  la  valeur  de  l'angle 

<\i  -\-  n'u  =  ^' 
la  forme  meme  de  l'expression  d'un  angle  par  sa  tangente 

^    =  -^i^'^^T^^'i'  ~   2i  ^^^  e{u-ia)  ' 
on  a  pu  rationnellement  exprimer  cette  tangente  par  la  formule 

_      0{u-\-ia)  —  O(u  —  ia) 
^^   ~   i[e{u  +  ia)-\-0(ii  —  ia)] 

et  en  tirer  les  valeurs  du  cos(J>'  et  sin^jj' 

0(u-[-ia)-{-Qiu  —  ia) 
cosd>   =  — ;— 

2Sle(u-\-ia)0{u  —  ia) 

.     ,         &  (u  +  ia)  —  Oiu  —  ia) 
sind)   =  — ■  .=-> 

2iSJe{U'^ia)e{ii—ia) 

lesquelles  ayant  ete  substituees  et  introduites  dans  le  calcul  algebrique ,  on  est 
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parvenu  ä  des  expressions  simples  et  rationnelles  des  neuf  cosinus  memes  des 
angles  entre  les  deux  systemes  d'axes  de  coordonnees ,  Tun  fixe,  l'autre  mobile, 
et  a  pousse  ainsi  jusqu'au  bout  la  Solution  du  probleme  mecanique  propose. 

On  appellera  dwiseur  attache  ä  U7ie  integrale  elliptique  de  la  troisüme  esp^ce 
la  constante  par  laquelle  est  divisee  la  partie  logarithmique  de  la  valeur  de  Tin- 
tegrale.  De  ce  qu'on  vient  d'exposer  il  resulte  que,  lorsque  dans  la  composition 
des  quantites  clierchees  d'un  probleme  entrent  le  sinus  et  cosinus  d'un  angle  et 
que  l'on  est  parvenu  ä  determiner  cet  angle  par  une  integrale  elliptique  de  la 
troisieme  espece,  ce  qu'il  y  aura  de  plus  important  ä  rechercher  des  le  premier 
abord,  ce  sera  ce  diviseur  attache  ä  l'integrale,  puisque  sa  valeur  fait  entrevoir, 
s'il  est  convenable  de  pousser  plus  loin  l'analyse  generale,  ou  s'il  faudra  se  bomer 
aux  calculs  approximatifs  et  aux  evaluations  numeriques. 

L'integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  etant  reduite  ä  sa  forme 
normale  ou  canonique 

a-{-h  sin^  cp  drp 


ß 


l  +  wsin^cp     Vi— ^'^sin^cp 

le  diviseur  qui  y  est  attache  sera  donne  par  les  formules  lesquelles  en  expriment 
la  valeur  par  les  fonctions  0.  Mais  lors  meme  que  l'integrale  se  presente  sous 
la  forme  plus  compliquee  dans  laquelle  sous  le  radical  se  trouve  une  .fonction 
entiere  quelconque  du  3^^°^®  ou  du  4i^"ie  degre,  le  diviseur  attache  ä  cette 
integrale  pourra  etre  obtenu  de  la  plus  simple  maniere  et  sans  qu'on  ait  besoin 
de  passer  par  ces  discussions  de  racines  et  de  limites  et  ces  substitutions  et- 
integrations  plus  ou  moins  penibles  qui  pourraient  etre  necessaires  pour  en 
effectuer  la  reduction  prealable  ä  cette  forme  normale.  Comme  ce  ne  peut  etre 
ici  le  lieu  de  traiter  ä  fond  cette  matiere  importante  et  qui  devra  etre  l'objet  d'un 
travail  particulier,  je  me  bornerai  ä  enoncer  la  proposition  generale  que 

F{a;)  designant  une  fonction  entiere  quelconque  de  x  du  3^^™®  ou  du  4^'*"^® 


degre ,  ä  l'integrale 


sera  attache  le  diviseur 


d'oü  l'on  tire  le  corollaire 


/ 


hx-^c 

dx 

X  —  a 

\jF{x) 

\/F{a) 

ha-{-c 
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qiie,  u  etant  ime  fonction  entiere  quelconque  de  x  du  2i^me  ou  3i^me  degre, 
ä  rintegrale 

hx-{-c  dx 


I- 


2{x—a)      sJix—a)u  —  {bx-{-cy 

sera  attache  le  diviseur  2i. 

Apres  avoir  developpe  les  nouveaux  perfectionnements  que  l'analyse  des 
fonctions  elliptiques  peut  apporter  ä  la  theorie  de  la  rotation  d'un  corps  non 
soumis  a  des  forces  acceleratrices ,  j'ai  examine,  a  l'invitation  de  mon  illustre 
ami  M.  Diriclilet,  les  formules  par  lesquelles  Lag  ränge  a  ramene  aux 
quadratures  le  probleme  de  la  rotation  d'un  corps  de  revolution  grave  autour  d'un 
point  quelconque  de  son  axe.  ()n  voit,  par  ces  formules.  que  les  angies  que 
l'intersection  de  l'equateur  mobile  du  corps  avec  le  plan  horizontal  fait  avec  des 
droites  fixes  menees*  dans  ces  deux  plans ,  sont  respectivement  egaux  ä  la  somme 
et  ä  la  diflerence  de  deux  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece  dans  l'ex- 
pression  desquelles  on  a  sous  le  radical  une  fonction  entiere  du  si^*"«  degre  non 
resolue  en  facteurs.  Pourqu'il  füt  possible  d'appliquer  ä  ce  probleme  une  analyse 
analogue  a  celle  dont  on  fait  usage  dans  la  theorie  de  la  rotation  d'un  corps  qui 
n'est  sollicite  par  aucune  force  acceleratrice,  il  fallait.  comme  dans  cette  derniere 
theorie.  qu'aux  integrales  de  la  troisieme  espece  equivalentes  aux  angies  soit 
attache  le  diviseur  2L  C'est  ce  qui  a  effectivement  lieu,  comme,  sans  entrer 
dans  aucun  calcul,  on  a  pu  reconnaitre  par  le  moyen  des  propositions  generales 
precedentes.  On  a  donc  cru  devoir  essayer,  dans  le  probleme  de  Lagrange, 
comme  dans  celui  de  d'Alembert  et  d'Euler,  ä  etablir  les  valeurs  definitives 
des  neu/  cosinus  des  angies  que  forment  entr'eux  les  deux  systemes  d'axes  de 
coordonnees,  et  Ton  a  trouve,  de  meme  que  dans  ce  dernier  probleme,  que 
toutes  ces  neuf  valeurs  sont  exprimees  au  moyen  des  fonctions  &  par  des  fractions 
rationnelles  douees  du  meme  denominateur. 

En  examinant,  depuis,  de  plus  pres  la  maniere  de  laquelle  sont  composes 
les  differents  numerateurs  de  ces  fractions,  on  est  parvenu  ä  ce  resultat  nouveau 
et  inattendu  que 

la  rotation  ^woposee  d'un  corps  de  revolution  grave  autour  d'un  point  quelconque  de 
son  axe  peut  etre  remplacee  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  non  soumis  ä 
des  forces  acceleratrices,  tournant  autour  d'un  m^me  point  fixe  et  jouissant,  dans 
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leurs  mouvements  de  rotation,  du  meme  plan  invariable  et  du  meme  mouoement 
oscil  lato  Ire  moyen. 
Le  Probleme  de  Lagrange   est  donc  ramcne  au  probleme,  qiii  desormais  doit 
etre  considere  comme  elementaire,  de  la  rotatioii  d'un  corps  suspendu  par  uii 
point  fixe  et  mu  par  le  seul  effet  d'une  impulsioii  primitive. 
Voici  les  calculs  qiii  ont  conduit  a  ces  resultats. 
Etant  proposc  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece 

r '  c  +  ßsin^cp  d'^ 

on  sait  qiie  Ion  peut  executer  l'integration  au  moyen  de  la  fonction  0  et  que 
l'on  trouvera  l'integrale  egale  ä  une  expression  de  la  forme 

g         0(w — a) 
etant  pose 

cp  =  amw. 

Je  nommerai  cette  expression  la  valeur  de  l'integrale  et  la  seconde  partie  de 
cette  valeur 

g   ^^  e{u—a)  ' 

la  partie  logarithmique  de  la  valeur  de  l'integrale  ou,  plus  simplement,  la  partie 
logarithmique  de  l'integrale,  non  obstant  que  cette  partie  a  le  caractere  d'un  arc  de 
cercle,  lorsque  a  est  une  constante  reelle  multipliee  par  l'unite  imaginaire 
V — 1  =  i,  ou  le  caractere  mixte  d'une  somme  d'un  arc  et  d'un  logarithme, 
lorsque  a  est  une  constante  imaginaire  quelconque. 

On  pourra  supposer,  dans  tous  les  cas,  que  la  partie  de  a  multipliee  par 
l'unite  imaginaire  soit  contenue  entre  — K'  et  -\-K'  et  alors  la  partie  logarith- 
mique de  l'integrale  sera  en  meme  temps  sa  partie  periodique,  ou  qu'elle  ne 
changera  pas  de  valeur,  cp  etant  augmente  de  tc  ou  u  de  iK,  ce  dont  on  pourra 
se  convaincre  par  le  developpement  en  serie. 

Lorsqu'il  ne  s'agit  que  d'evaluer  en  nombres  une  integrale  elliptique  de  la 
troisieme  espece ,  rien  n'est  plus  indifferent  que  la  valeur  particuliere  d'une  con- 
stante par  laquelle  on  multiplierait  ou   diviserait  cette  integrale  et  de  laquelle 
dependrait  aussi  la  constante  g  par  laquelle  sera  divisee  sa  partie  logarithmique. 
IL  61 
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Mais  lorsqii'on  veut  savoir  s'il  etait  possible  de  pousser  plus  loin  l'analyse  du 
Probleme ,  en  introduisant  la  valeur  de  rintegrale  dans  le  calcul  algebrique,  c'est 
au  contraire  la  constante  particuliere  qui  en  divise  la  partie  logarithmique, 
laquelle  decidera  seule  et  categoriquement  de  cette  question. 

Supposons,  en  effet,  que  la  quantite  egalee  ä  l'integrale  elliptique  de  la 
troisieme  espece  soit  eile  meme  un  logarithme  divise  par  une  constante,  si 
cette  constante  est  egale  ä  celle  qui  divise  la  partie  logarithmique  de  l'integrale, 
les  deux  quantites  sous  le  signe  logarithmique  ne  differeront  entre  elles  que  d'un 
simple  facteur  e^'\  Lors  donc  que  la  quantite  dont  le  logarithme  est  donne  par 
une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  est  une  des  quantites  simples  qui 
entrent  comme  des  elements  dans  le  calcul  algebrique,  on  pourra  poursuivre  ce 
calcul  avec  la  valeur  de  cette  quantite 

Q{ii  —  a) 

valeur  laquelle  a  cause   des   nombreuses  proprietes  de  la  fonction   S    se  prete 

aisement  aux  differentes  Operations  de  l'analyse.      Mais  si  les  diviseurs  constants 

des  deux  logarithmes  sont  differents  entre  eux,  la  quantite  dont  le  logarithme 

est  exprime  par  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  sera  egale  ä  une 

puissance  de  la  valeur  precedente,  cequi  pourra  empecher,  dans  la  plupart  des 

cas ,  de  poursuivre  avec  succes  le  calcul  algebrique. 

La  meme  chose  aura  lieu  lorsque  la  quantite  exprimee  par  une  integrale 

elliptique  de  la  troisieme  espece  est  un  angle  dont  le  sinus  et  cosinus  entrent  dans 

les  formules  du  probleme.     Nommant  w   cet  angle  et  mettant  ia  au  lieu  de  a^ 

ig  au  lieu  de  g,  pour  avoir  la  forme  des  integrales  au  caractere  trigonometrique, 

on  tirera  de  l'equation 

1  ,       Q{u-\-ia) 
ifj     °  O  {u  —  la) 

ces  autres  debarrassees  du  logarithme  et  par  lesquelles  on  connaitra  le  sinus  et 
cosinus  memes  dont  on  a  besoin, 

1  -L 

COB(w—fu)   =     l\'       '     .-{{     +i    777 r-^i 

\^  \^ 

..         1  (0(w  +  *a))^       \  \Q{u—%d)Y 
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et  ron  voit  qiie  le  siicces  de  calculs  ulterieurs  que  Fon  pourrait  entreprendre 
apres  avoir  substitue  ces  valeurs,  dependra  entierement  ou  en  grande  partie  de 
la  valeur  de  g  ou  du  diviseur  de  la  partie  logarithmique  de  rintef>Tale.  C'est 
ainsi  que ,  dans  mon  memoire  sur  la  rotation  d'un  corps  quelconque  non  soumis 
ä  des  forces  acceleratrices ,  apres  avoir  exprime  par  une  integrale  elliptique  de 
la  troisieme  espece  l'angle  qui  determine  la  projection  sur  le  plan  invariable  de 
Tun  des  axes  principaux  du  corps,  on  a  profite  de  la  circonstance  que  le  diviseur 
de  la  partie  logarithmique  de  l'integrale  a  ete  trouve  egal  ä  1i  pour  pousser 
jusqu'au  bout  la  Solution  du  probleme,  ce  qui  a  fait  decouvrir  des  formules 
definitives  d'une  simplicite  inattendue.  Assurement,  si  l'on  avait  voulu  se  con- 
tenter de  pouvoir  evaluer,  avec  assez  d'aisance,  en  secondes  et  parties  de  seconde, 
pour  toute  valeur  donnee  du  temps ,  l'angle  ramene  par  la  dite  integrale ,  il  aurait 
sufli  d'exprimer  la  valeur  de  cette  integrale  par  les  fonctions  Q ,  mais  en  s'arretant 
lä,  on  aurait  meconnu  la  vertu  et  la  portee  de  l'analyse  mathematique. 

D'apres  ce  qu'on  vient  de  dire ,  il  parait  convenable  de  distinguer  par  un 
nom  particulier  la  constante  qui  divise  la  partie  logarithmique  de  la  valeur 
d'une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece;  c'est  pourquoi  on  nommera 
cette  constante ,  dans  ce  qui  suit ,  le  divisew  attache  ä  cette  integrale. 

II  resulte  de  la  definition  de  ce  diviseur  qu'il  ne  changera  pas  de  valeur, 
lorsqu'on  ajoute  ä  l'integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  ä  laquelle  il  est 
attache  une  integrale  elliptique  quelconque  de  la  premiere  espece. 

On  remarqucra,  de  plus,  que  d'apres  la  meme  definition  c'est  seulement 
la  valeur  absolue  du  diviseur  qui  est  determinee,  ou  que  dans  l'expression 

g    ^  G{^i  —  a) 

il  est  permis  de  changer  g  en  — g  pourvu  qu'on  change  en  meme  temps  a  en  — a. 

Le  signe  de  a  etant  fixe,  il  sera  facile  dans  tous  les  cas  de  fixer  aussi  le  signe 

du  diviseur  g ,  puisqu'il  ne  s'agira  alors  que  de  choisir  la  valeur  d'une  integrale 

indetinie  donnee  entre  deux  quantites  opposees. 

La  notion  du  diviseur  peut  etre  generalise  de  la  maniere  suivante : 

Soit  proposee  une  integrale  resoluble  en  plusieurs  integrales  elliptiques  de 

la  troisieme  espece  et  supposons  qu'a  toutes  ces  integrales  soit  attache  le  meme 

diviseur  g.     Leurs  valeurs  auront  donc  la  forme 
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f+j'-s^f^^j,     ^"+7'"«0(«^a7'     ^«+7'»=©(^'     '''■ 

d'oü  Ton  tire  la  valeur  de  l'integrale  proposee 

l^-^^i-r  i-       ;M-f-^  10^  eiu-a)e{u-a')G{u-a")--.  ' 
Ayant  appele  diviseur  attache  a  une  integrale  elliptique  de  la  trroisieme  espece 
la  eonstante  divisant  la  partie  logarithmique  de  sa  valeur,  on  appelera,  de  meme, 
diviseur  attache  ä  l'integrale  proposee ,  la  eonstante  ^  divisant ,  dans  l'expression 
precedente ,  le  logarithme  du  produit 

eiu-\-a)     eiu-\-a')      Q(u-\-a") 

e{u  —  a)  '  e{u—a')  '  e{u  —  a")     "' 

de  Sorte  qu'un  meme  diviseur  attache  ä  plusieurs  integrales  elliptiques  de  la 
troisieme  espece,  ä  la  meme  amplitude  mais  aux  parametres  difFerents,  sera 
appele  aussi  le  diviseur  attache  ä  l'integrale  equivalente  ä  la  somme  de  ces 
integrales,  lesquelles  d'ailleurs,  dans  cette  somme,  pourront  etre  prises  avec 
des  signes  arbitraires.  Et  lorsque,  dans  un  probleme  propose,  l'on  aura  ex- 
prime .  par  une  pareille  integrale  -  somme ,  un  logarithme  dont  le  nombre ,  ou 
un  arc  dont  le  sinus  et  cosinus  entrent  algebriquement  dans  les  formules  du 
Probleme ,  ce  sera  encore  la  valeur  du  diviseur  attache  a  cette  integrale  -  somme, 
qu'il  importera  le  plus  de  connaitre  puisque  de  cette  valeur  dependra  le  succes 
des  calculs  ulterieurs. 

Fassons  a  present  ä  etablir  quelques  formes  generales  des  integrales  par 
lesquelles  on  saura  trouver,  sans  aucun  calcul,  la  valeur  du  diviseur  qui  y  est 
attache.  On  choisira  de  preference,  dans  ces  exemples ,  des  integrales  douees  du 
caractere  trigonometrique  et  dont  le  diviseur  sera  i  ou  2i. 

1^.  Dans  le  memoire  cite  ci-dessus  on  a  reuni  dans  un  meme  tableau  seize 
integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece  au  caractere  trigonometrique  presen- 
tees  sous  forme  canonique 


I 


a-{-bsm'o      \Ji—Jc-^sm^o 


auxquelles  est  attache  le  diviseur  — r  •  On  y  a  reuni ,  dans  un  autre  tableau, 
kuit  integrales  de  la  troisiem  espece  au  caractere  logarithmique  et  presentees 
sous  la  meme  forme  canonique ,  auxquelles  est  attache  le  diviseur  ■^.  Au  moyen 
des  formules  etablies  dans  ces  deux  tableaux  on  trouvera  aisement  le  diviseur 
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attache  ä  iine  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece  dans  tous  les  cas  oü  cette 
integrale  est  reduite  a  sa  forme  canonique. 

Mais  lorsque  1' integrale  de  la  troisieme  espece  a  la  forme  plus  compliquee 

Ix  -\-  m         dx 


i. 


gx^Ji      \jF{x) 

oü  Fix)  est  une  fonction  de  x  du  3ieme  ou  du  4i^me  degre,  la  reduction  de  cette 
integrale  a  sa  forme  canonique  pourra  etre  embarrassante  a  cause  de  la  discussion 
quelle  exige  des  racines  d'une  equation  du  3^^™^  ou  du  4i^i"e  degre.  Or,  comme 
on  doit  etre  impatient  de  connaitre  le  diviseur  qui  y  est  attache,  afin  qu'on  puisse 
juger  prealablement  et  du  premier  abord  de  la  possibilite  de  poursuivre  avec 
succes  l'analyse  generale  du  probleme,  on  pourra  desirer  d'avoir  des  moyens  pour 
le  determiner  sans  qu'on  ait  besoin  d'executer  la  reduction  plus  ou  moins  penible 
de  l'integrale  ä  sa  forme  canonique.  Voici  quelques  principes  simples  qui  y 
pourront  conduire  et  qui  sont  susceptibles  d'applications  plus  generales. 

Partons  d'une  formule  quelconque  des  deux  tableaux  presentes  dans  le 
memoire  cite  p.  341  et  p.  349  de  ce  vol.),  par  exemple  de  la  seconde  formule  du 
tableau  relatif  aux  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece  et  au  caractere 
trigonometrique , 

r  "  sin  am  (m)  cos  am  {ia)  A  am  {ia)  du  d  log  H{ia' )     j^  1  ,       0  («<  +  ia  ) 

Jo  i[sin^am?(  —  sin^am(ia)]  da'  2i     ^  Q{u — ia') 

Posant 

y  =  sin^amtt;        a  =  sin^am(ia),        f{y)  =  y{l — y){l — Jc'^y) 

l'integrale  pröposee  deviendra 


I 


2i{y-a)\Jf{y) 
D'oü  suit  que  le  diviseur  attache  ä  l'integrale 

dy 


f, 


est  \lf{a).     On  deduit  de  lä  la  proposition  generale  qu'etant  pose 

f{y)  =  y(i-y)(i-^'!/) 

la  valeur  du  diviseur  attache  ä  l'integrale 

Ccy-^e      dy 
J  ay  +  h   slf{y) 
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laquelle  sera  designee  par  D  est  egale  ä 

D 


«V/"(y) 

cy-\-e 


en  y  siibstituant  la  valeur  de  y  pour  laquelle  a}/-{-h  =  (i.  Or  cette  expression 
de  D  restera  la  meme,  quand  meme  f[y)  aura  la  forme  la  plus  generale  d'une 
fonction  entiere  du  4i'^™e  degre.  C'est  ce  qu'on  prouvera  de  la  maniere  suivante : 
Supposons  que  l'on  ait  transforme  l'integrale  precedente  au  moyen  de  la 
Substitution  bien  connuc 


y  = 


dans  une  autre 


r-\-sx 

/lx-{-m        dx       r  cy-\-e        dy 
gx4-h      \IfJx\    ~  J  «?/4 


gx  +  h      \jF{x)         J  ay-\rh     sjf^y)  ' 

oü  F{x)  sera  une  fonction  entiere  du  4ieme  degre.  Puisque  dans  les  deux 
expressions  sous  le  signe  integrale,  l'une  proposee,  l'autre  transformee ,  les  deux 
denominateurs  ay-\-b  et  gx-\-h  devront  s'evanouir  en  meme  temps,  et  que 
dans  l'expression  de  D  par  y  on  doit  substituer  la  valeur  de  y  pour  laquelle 
ay-\-h  =  0 ,  on  devra  dans  l'expression  de  D  par  x  substituer  la  valeur  de  x 
pour  laquelle  gx-\-h=^  0.  Or,  en  rejetant  comme  evanouissantes  les  quantites 
multipliees  par  ay-\-h,  on  aura 

cy  +  e  _  jT)  =    W/l2/i. 

dy  cy~\-e 

En  substituant  dans  cette  expression  de  D  l'equation  difFerentielle  laquelle 
a  fourni  la  transformation  de  l'integrale, 

cy  +  e        dy      lx-\-m        dx 

'^^y  +  ^'W^  ~  5^^  +  '*  '  SlF(x)' 
il  viendra 

^agx  +  h)sjF(^)     dy\ 

V        lx-\-m  dx  J 

~  dy 
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ou  si,  apres  la  differentiation ,  Ton  lejette  comme  evanouissantes  les  quantites 
miiltipliees  par  gx-\-h 

■p.  V         lx-\-m        )    g\jF{x) 

dx  Ix  -\-  m 

Le  diviseur  attache  a  rintegrale  irreduite 

/lx-\-m        dx 

sera  donc  egal  ä  l'expression 

lx-\-m 

en  y  substituant  la  valeur  de  x  donnee  par  l'equation  ^x-\-h  =  0,  c'est  ce  qu'il 
fallait  demontrer. 

Pour  que  la  Substitution  dont  on  a  fait  usage  precedemment  soit  reelle,  il 
faut  que  la  fonction  F{x)  soit  resoluble  en  quatre  facteurs  lineaires  reels.  Mais 
cette  restriction  ne  saura  empecher  que  le  diviseur  attache  ä  l'integrale  elliptique 
de  la  troisieme  espece. 

lx-\-m         dx 


h 


gx-\-h      \/F(x) 

ne  soit  donne  par  l'expression   precedente ,  quelque  soit  la  fonction  entiere  du 
4ieme  degre  qui  se  trouve  sous  le  radical. 

1*^.  Supposons  que  l'integrale  proposee  soit 


rix-^m  dx 


9 

u  etant  une  fonction  entiere  de  x  du  troisieme  degre ,  le  diviseur  attache  a  cette 
integrale  sera  i.  En  efFet,  en  nommant  toujours  D  le  diviseur  cherche,  si 
l'on  fait 


F{x)  =  {gx-^h)u--(^^'^), 


9 
on  aura  d' apres  la  proposition  generale  qu'on  vient  d'etablir 

^_   g\lF{x) 
lx-\-m 
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en  substituant  la  valeur  de  x  tiree  de  l'equation  yx-\-h  =  0.     Mais  pour  cette 
valeur  de  x  on  a 

yF{x)  =  i      J 

d'oü  suit  D  =  i,  c'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

2°.  Soient  <p{ai)  et  u  deiix  fonctions  quelconques  de   x  du  second  degre, 
le  diviseur  attache  a  1' integrale 

'{lx-\-m)(s>'(x)  dx 


ß 


XI,  '  V      ^  d(f(x) 

DU  1  on  a  pose  cp  [x)  =     y      ;   sera  i. 

En  effet,  soit 

?(^)  =  gix-\-h){x-^h') 
ivf{x)~{lx-\-my  =  F{x) 

l'integrale  proposee  sera  egale  a  la  somme  des  deux  integrales 


/lx-\-m        dx  flx-\-  m         dx 


et  les  diviseurs  attaches  ä  l'une  et  l'autre  seront  donnes  par  l'expression 

Ix-\-m  ' 
en  y  substituant  la  valeur  de  x  tiree  respectivement  des  equations 

3C-\-h  =  0,         x-\-h'  =  0-^ 
mais  pour  l'une  et  l'autre  equation  on  a 

^F{x)  =  i(lx-j-m), 
donc  Tun  et  l'autre  diviseur  sera  i,  et ,  par  suite ,  i  sera  aussi  le  diviseur  attache 
ä  l'integrale  -  somme  proposee ,  c'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Par  le  meme  raisonnement  on  trouve  que  i  est  le  diviseur  attache  ä  linte- 
grale  precedente,  lorsque  cp(a?)  est  une  fonction  de  cc  entiere  du  '6'^'^^^  degre  et  u 
une  fonction  de  x  lineaire ,  ou  lorsque  cp  {x)  est  une  fonction  de  x  du  4ifeme  degre 
et  u  une  constante.  Dans  tous  ces  cas  le  diviseur  restera  le  meme.  quand  meme 
la  fonction  cp(a?)  et  celle  qui  se  trouve  sous  le  radical  ne  sauront  etre  resolues  en 
facteurs  lineaire s  reels. 
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3^.  Soient  Uy  v,  w  trois  fonctions  qiielconques  de  x  du  second  degre  et  a 
une  constante ,  on  trouve  encore,  au  moyen  de  la  proposition  generale,  que  i 
est  le  diviseur  attache  a  l'integrale 


/ 


dv  (hv \ 

dx  dx  J  dx 


ViV  \lrxviü  —  tl^ 


Remarquons  d'abordque,  w  et  v  etant  deux  fonctions  entieres   de  x,   le 
degre  de  l'expression 


dv  dw 

dx  dx 


sera  inferieur  de  deux  unites  ou  d'une  unite  seulement  ä  celle  de  vw,  selon  que 
V  et  w  sont  du  meme  degre  ou  de  degre  different.  On  voit  donc  que,  UfV,\w 
etant  du  second  degre,  le  numerateur  de  la  fraction 

f     dv  dw\ 

''V'lc^~'''dcc) 

VW 

ne  sera  pas  plus  eleve  que  le  denominateur.  On  peut  donc  resoudre  cette  fraction 
en  fractions  simples  et  une  constante,  laquelle  pourra  etre  rejetee  puisque  cela 
n'aura  que  l'effet  de  retrancher  de  l'integrale  proposee  une  integrale  de  la  pre- 
miere  espece. 

Posant,  pour  cet  efFet, 

V  =  g{x  —  a'){x  —  a") 
lü  =  g'{x  —  a"'){x  —  a'^) 

et  nommant  u',  u" ,  u'",  w^^  les  valeurs  de  u  correspondantes  aux  valeurs 
a',  a,  a'",  a"  de  x,  la  fonction  precedente  pourra  etre  remplacee  par  l'aggregat 
suivant  de  fractions  simples 

?*' _  u"  u'"  u'" 


X  —  a         X  —  a  X  —  a  x  —  a'* 

Mais  ayant  pose 

F(x)  =  avw — u^ , 

pour  ces  memes  valeurs  de  x  on  aura 

iu  =  \jF{x), 
II  62 
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donc  le  meme  aggregat  pourra  etre  presente  aussi  sous  la  forme 

1  \slF{a)        Sl'F{~a^)        \/F(a"')  _     \/F{^)\ 

f  n'  I  ™  „  II  „  ^^1  „  „IV      ( 


%     \    X  — 

Substituant,  sous  le  signe  integral,  cet  aggregat  au  lieu  de  la  fonction 


/     dv  dw\ 

\    dx  dxJ 


U\  IV 


VW 

on  aura  remplace  rintegrale  proposee  par  les  quatre  integrales 


dx 


l_  CF{a')       dx  \^  fFja")       dx     _  1_  rF{a"')        dx     _  _1_  f  Fjo}") 

i  J  x  —  a'    \JF{x)  ^J  x  —  a"    \/F{x)        i  J  x  —  a'"  '  \l~F{x)        *  J  x—a'"    \jF(^x)  ' 

et  ä  chacune  d'elles  sera  attache  le   meme  diviseur    i   lequel  est   par  suite  le 
diviseur  attache  ä  l'integrale  proposee  meme. 

On  voit  par  la  meme  demonstration  que  i  sera  le  diviseur  attache  ä  l'inte- 
grale proposee  dans  le  cas  oü  les  fonctions  X)  et  iv  sont  lineaires  et  a  et  m  des 
fonctions  du  second  degre ,  et  dans  le  cas  oü  des  deux  quantites  v,  w  l'une  est 
une  fonction  du  second  degre  pendant  que  l'autre  et  les  quantites  a  et  w  sont 
des  fonctions  lineaires ,  entin  dans  le  cas  oü  des  deux  quantites  v  et  w  l'une  est 
du  3ieme  degre,  lautre  et  la  quantite  u  lineaire  et  a  une  constante.  On  em- 
brassera  ces  quatre  cas  par  la  proposition , 
que  i  est  le  diviseur  de  tintegrale 


f 


u  i 


dv  dtv\ 

dx  dx  J  dx 


viv  sjavw  —  u^ 

lorsque  a.  v,  w  sont  des  fonctions  entieres  de  x  telles  que  le  produit  avw  ne 
surpasse  pas  le  quatrihne  degre  ^  et  que  u  est  du  second  degre  ou  lineaire ^  sehn 
que  V  et  w  sont  de  meme  degre  ou  de  degres  differents. 

4°.    Dans  le  cas  oü  v   et  w    sont  deux  fonctions   du  second  ordre  qui  ne 
different  entre  elles  que  d'une  constante  c  =  w  —  i; ,  la  quantite 

dv  div    dv 

dx  dx  dx 

ne  sera  que  lineaire  et,  par  suite,  la  fonction  u  pourra  monter  jusqu'au  troisieme 
degre  sans  que  le  numerateur  de  la  fraction  rationnelle,  sous  le  signe  integral, 
soit  plus  eleve  que  le  denominateur.     Mais  pour  que  la  fonction    F[x)    ne  sur- 
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passe  pas  le  quatrieme  degre,  il  faudra  que  a  soit  en  memo  temps  une  fonction 
du  second  degre,  et  qu'en  outre  dans  l'expressioii  aviv  —  u^  ou  av^  —  u^  la  sixieme 
et  la  cinquieme  puissance  de  x  soient  detruites.  Ces  determinations  ctant  faites, 
on  aiira  encore  i  pour  diviseur  de  Tintegrale  proposee  dans  le  numero  precedent. 
Dans  les  exemples  jusqu'ici  proposes  etant  considerees  des  integrales  de  la 
forme 

"  fix)        dx 


I 


?(^)     \/F(x) 


fix) 
oü  -^-^   est  une   fraction  rationnelle  dont   le  numerateur  n'est  pas  plus   eleve 

que  le  denominateur,  on  a  pu  assigner  le  diviseur  attache  ä  l'integrale  proposee 
Sans  proceder  aux  decompositions  en  facteurs  lineaires,  ni  du  denominateur  ^[x) 
de  la  fraction  rationnelle,  ni  de  la  fonction  Fix)  sous  Ic  radical,  ce  qui  rend 
ces  exemples  tres  utiles  dans  les  applications. 

Mon  illustre  ami,  Mr.  Dirichlet,  m'ayant  invite  k  rechercher  si  l'analyse 
dont  on  a  fait  usage  dans  mon  memoire  sur  la  rotation  d'un  corps  non  soumis  ä 
des  forces  acceleratrices  puisse  aussi  s'appliquer  ä  ce  cas  particulier  de  la  rotation 
d'un  Corps  grave,  qui  a  ete  mene  par  Lagrange  aux  quadratures,  il  fallait 
avant  tout  examiner  les  diviseurs  attaches  aux  deux  integrales  elliptiques  de  la 
troisieme  espece  par  lesquelles  cet  auteur  a  exprime  les  angles  que  Tintersection 
de  l'equateur  mobile  du  corps  avec  le  plan  fixe  horizontal  fait  avec  des  droites 
fixes  dans  ces  deux  plans.  Ces  integrales,  donnees  dans  la  Mecanique  ana- 
lytique  (Tome  II,  Sect.  IX,  Xo.  55}  sont: 


/-, 


{h  —  Cn  cos  (ü)  dtsi 


sin  (o  SJA  sin^  m  (2/" —  Cn^  -j-  2Ä'co8  («)  —  {h  —  Cn  cos  to)^ 

/\_An  —  Äcos(u-f-(C' — Ä)n  cos^tujdoj 
sin  (o  \JA sin-  ia{2f—  Cn'  +  2^cos  tu)  —  {h  —  Cn  cos  tüf  ' 

ou,   en  posant   — cos  a>  =  x,. 

j  _    r Qi-{'Cnx)dx 

'"   ~./  {l—x'')SlA{l—x%2f—Cn^  —  2Kx)  —  {h-\-Cnxy 

^^  _    r lAn-^hx-{-{C—A)nx^']dx 

^  ~  J  {l—x^)  SJA  {l—x'){2f  —  Cn'  —  2Kx)  —  {h  +  Cnxf  ' 

Or ,  ces  deux   integrales    etant   multipliees  par    2  ou  —  2 ,    elles  peuvent  etre 
rendues   identiques    avec    celles    considerees   precedemment   dans  le   second  et 

62^ 


f. 
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troisieme  exemple.  Donc,  le  diviseur  attache  ä  ces  dernieres  etant  i,  celui 
attache  aux  deux  integrales  precedentes,  equivalentes  aux  angles  cp  et  «];,  sera  2i. 
En  effet,  en  retranchant  du  numerateur  sous  le  signe  de  la  seconde  inte- 
grale le  denominateur  1  —  x^  multiplie  par  An,  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur 
du  diviseur  attache  ä  cette  integrale ,  on  aura  l'integrale 

x(h-\-  Cnx)  dx 
(l—x^)^Ä{l—x^){2f—Cn^2Kx)—{h-^Cnc^''  ' 

laquelle ,  etant  multipliee  par  —  2 ,  rentre  dans  celle  consideree  dans  le  second 
exemple,  en  posant 

(p(a;)  =  1 — x^,       lx-\-m  =  h-\-Cnx 
u  =  Ä{2f—Cn^  —  2Kx). 

De  meme  la  premiere  integrale ,  multipliee  par  2 ,  rentrera  dans  celle 
consideree  dans  le  troisieme  exemple,  en  posant 

V  =  l-\-x,      w  =  1 — X,      u  =  h-\-CnXf 
a  =  A{2f—Cn''  —  2Kx). 

Les  diviseurs  attaches  aux  deux  integrales  elliptiques  de  la  troisieme 
espece  equivalentes  aux  angles  cp  et  cj;,  etant  egaux  ä  2i,  il  y  aura  lieu  de 
pousser  plus  loin  l'analyse  du  probleme ,  en  introduisant  les  valeurs  analytiques 
des  sinus  et  cosinus  de  ces  integrales.  C'est  dont  nous  allons  nous  occuper  dans 
ce  qui  suit. 

Fin  du  manuscrit. 


c. 

SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS  DE  REVOLUTION  GRAVE 
AUTOUR  DUN  POINT  QUELCONQUE  DE  SON  AXE. 


L'analyse  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  memoire  sur  la  rotation  d'un 
Corps  quelconque  qui  n'est  soumis  ä  aucune  force  acceleratrice  est  fondee  princi- 
palement  sur  ie  caractere  particulier  de  l'integrale  elliptique  de  la  troisieme 
espece  par  laquelle  on  determine  la  position  de  la  projeetion  d'un  des  axes 
principaux  sur  le  plan  invariable.  En  effet,  dans  l'expression  de  cette  integrale 
par  les  fonctions  S   sa  partie  periodique  est  representee  par  la  quantite 

1  ,       0(u-\-ia) 


2i     °  0{u — ia) 

et  cette  quantite  ne  s'y  trouve  multipliee  par  aucun  facteur  constant,  numerique 
QU  autre.  C'est  cette  derniere  circonstance  favorable  qui  permet  d'introduire  au 
lieu  de  l'angle  exprime  par  l'integrale  de  la  3^^°^^  espece  les  valeurs  simples  et 
quasi  algebriques  de  son  sinus  et  cosinus  dont  on  a  besoin  dans  le  cours  du 
calcul.  On  fera  donc  bien,  dans  tous  les  cas  oü  l'on  est  parvenu  ä  exprimer  un 
angle  par  une  integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece ,  d'examiner  avant  tout, 
si  cette  integrale  a  la  meme  nature  que  celle  par  laquelle  on  vient  d'exprimer 
l'angle  ^ ,  savoir  que  le  logarithme  imaginaire  de  la  forme 

2i     ^  G{u—ia) 
auquel  eile    pourra   etre    reduite,    ne   se    trouve    multiplie   par   aucun  facteur 
constant,  et  il  sera  curieux  et  utile  d'avoir  un  moyen  facile  de  reconnaitre  ce 
caractere  de  l'integrale,  sans  avoir  besoin  de  passer  par  toutes  ces  transformations 
successives   et   necessaircs  pour   la   reduirc    d'abord   a  la  forme   canonique,  et 
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ensuite  aux  fonctions   &.     A'oici  un  theoreme  qui  resout    cette  question  de  la 
maniere  la  plus  simple  : 

^^Soient  F{x)  une  fonction  entiere  de  x  du  quatrieme  degre  et  a  et  m  des  con- 

^^stantes,  Xlntegrale  ellipticjue  de  la  troisihne  espece 

m  dx 


/i 


{x  —  a)\lF{x) 

„etant  reduite  ä  une  integrale  elliptique  de  la  premiere  espece  et  au  logarithme  du 
..quotient  de  deux  fonctions  0,  ce  logarithme  sera  midtiplie  par  le  facteur  constant 


Si  Ton  donne  ä  l'integrale  par  laquelle  l'angle  cj>  a  ete  exprime  la  forme 
proposee  dans  le  theoreme  precedent,  on  aura 


m  ,    1 


\/F{a)  2« 

et  toutes  les  fois  que  dans  un  probleme  mecanique  ou  autre  un  angle  est  exprime 
par  une  integrale  de  la  meme  forme ,  c'est  cette  meme  equation  qui  doit  avoir 
lieu  pour  que  le  probleme  puisse  etre  traite  par  une  analyse  semblable  a  celle 
par  laquelle  on  vient  de  perfectionner  la  Solution  du  probleme  de  la  rotation  d'un 
Corps  qui  n'est  sollicite  par  aucune  force  acceleratrice. 
Je  nommerai ,  dans  la  suite ,  la  constante 


m 


SlF{a) 
U  facteur  de  t integrale  elliptique  de  la  troisieme  espece 

mdx 


f. 


(x  —  a)\jF{x) 

Les  constantes  m  et  a  etant  reelles ,  l'integrale  aura  le  caractere  logarithmique 
ou  trigonometrique  selon  que  son  facteur  sera  reel  ou  imaginaire. 

Appliquons  le  theoreme  precedent  aux  integrales  elliptiques  de  la  troisieme 
espece  par  lesquelles  Lagrange  a  determine  la  rotation  d'un  corps  sollicite  par 
la  pesanteur ,  dans  le  cas  |oü  le  point  fixe  est  situe  sur  un  des  axes  principaux 
mene  par  le  centre  de  gravite ,  et  oü  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  deux 
autres  axes  principaux  sont  egaux. 
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Pour  ronclre  conformes  entr'elles  les  notations  dont-fait  usage  Lag  ränge 
dans  sa  Mecanique  analytique  (Vol.  II,  Section  IX)  et  Celles  employees  ci-dessus 
d'apres  M.  Poisson,  on  fera  dans  Ics  formules  de  liagrange 

on  mettra  de  plus  cp  +  tt  et  ^  +  tc  au  lieu  de  cp  et  6 ;  enfin  on  donnera  aux  axes 
des  ^,T^,a,b  respectivement  les  directions  des  axes  des  x,  i/,  cc',  t/',  mais  aux 
axes  des  C,  c  les  directions  opposees  ä  celles  des  axes  des  z,  z .  Ceci  fait,  les 
axes  des  coordonnees ,  mobiles  ou  fixes ,  auront  la  meme  direction ,  et  les  angles 
cp,  c};,  -^  la  meme  signification  que  dans  les  recherches  precedentes  relatives  ä  la 
rotation  d'un  corps  qui  n'est  sollicite  par  aucune  force  acceleratrice. 
8oit 

cos^  =  X, 
et  pour  plus  de  simplicite  , 

les  formules ,  par  lesquelles  le  probleme  propose  a  ete  ramene  aux  quadratures 
(Mec.  anal.  II,  Sect.  IX,  No.  55) ,  donnent 

Adx 


dt  = 
d'!^  = 
d'^  = 


\lF{x) 
(h  -f-  Cnx)  dx 

[An  -\-hx-\-{C — A)nx^]dx 


{l—x^)\lF{x) 

On  voit  par  la  premiere  de  ces  formules  que,  dans  ce  probleme  encore,  le  cosinus, 
cos  ^  =  ,27,  de  l'angle  des  axes  des  z  et  z'  sera  une  fonction  elliptique  dont 
l'argument  est  proportionnel  au  temps  et,  par  suite,  une  fonction  periodique 
du  temps. 

Pour  simplifier,  introduisons  au  lieu  de  cp  l'angle 


? 


{0—A)n 


tq  designant  une  constante,  on  aura 

dx  (Cn  -|-  Jix)  dx 


rfcpj  =  d'^-\-(C — A)n 


\jF(x)  {l—x'')\jF{x) 


*)  On  a  6crit  G  au  lieu  de  la  lettre  K  employee  par  Lagrange. 
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Or,  on  a 

^  h—Cn 


h 4"  Cnx    ^  h-{-Cn 

1—x^  —  2    i_^-  +  2     1^^ 

C«2'  +  ^^    i  Ji-\-Cn       ^  h  —  Cn 


Donc,  etant  pose 
il  resultera 


i('}  +  ?i)  =  'l'n         K'^-?i)  =  'l^ 


^2 


^J  (l—x 


Cn)dx 


{l—x)\jF(x) 
^    r  (h  —  Cn)äx 


{l-\-x)\jF{x) 

Or,  par  la  forme  meme  de  la  fonction  jP(<r)  on  voit  que  h-\-Cn  et  h  —  Cn  sont, 
respectivement,  les  valeurs  de  V — -^W  pour  x  =  l  et  cc  =  — 1.  II  suit  donc 
du  theoreme  propose ,  que ,  les  angles  cf ^  et  cj^g  etant  reduits  aux  fonctions  0,  le 

facteur  du  logarithme  par  lequel  on  exprime  leur  partie  periodique,  sera  ±  -—  • 

Soient  f[uü)  et  cp(a?)  deux  fonctions  entieres  quelconques,  et  supposons  que 
le  degre  de  cp(,2?)  ne  surpassc  celui  de  f(x);  soient  d'ailleurs  a,  b^  c  etc.  les 
racines  de  l'equation  f{x)  =  0.     Cela  pose,  l'integrale 

9  (x)  dx 


h 


f{x)\jF{x) 

sera  la  somme  de  plusieurs  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece,  les- 
quelles  repondront  aux  differentes  racines  a,  hy  etc.,  et  il  suit  du  theoreme 
propose  ci-dessus ,  que  le  facteur  de  chaque  integrale  repondante  ä  une  racine 
a  sera 

f»\/F(äj  ' 
f\d)  etant  la  valeur  de      V       pour  x  =^  a.     Au  moyen  de  cette  generalisation 
du  theoreme  propose  on  aurait  pu  examin  er  directement  les  angles  c|>  et  cp,  sans 
les  reduire  aux  angles  ^i  et  ^2- 
L'equation 

F{x)  =  0 

aura,  dans  le  probleme  propose,  ses  trois  racines  reelles,  deux  entre  — 1  et  -|-1, 
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et  la  troisieme  entre  1  et  oo.  En  efFet,  pour  ^  =  -)-leta?= — 1  la  valeur 
de  F[oc)  devient  negative ;  mais  poiir  une  valeur  quelconque  que  pourra  prendre 
COS  tu  =  —  cos^  =  — X,  par  exemple  pour  la  valeur  initiale  que  nous  designerons 
par  coswq,  F[x)  doit  etre  positive,  a  cause  de  l'equation 

on  aura  de  plus  F'\x)  =  -{-oo  pour  <^'  ==  -|-oo.  II  suit  de  la  qu'il  y  aura  une 
racine  entre  — coswo  et  — 1,  une  seconde  entre  — coswq  et  -f-l ,  et  la  troisieme 
entre   1   et  oo.     Donc,  faisant 

=  2A0{r'—x){r"—x){x  —  r"'), 

on  pourra  supposer 

r'>\>r">r"'>-^\. 
Alors  on  aura 

Qi+Cn)-  =  2AG{r'—\){l—r"){l—r"') 

Qi  —  Cny  =  2^(7(1 +  /)(!+ /')(!+ *•'") 
A{2f—Cn')~]i^  =  —2AGr'r"r"'. 

La  valeur  de  x  devant  osciller  entre  les  limites  r"  et  r'",  on  fera 

X  =  r"sm''z-]-r"'co8'^  =  r"'-\-{r"—r"')miiH, 
d'oü  Ton  tire 

dx  =  2(r"— r'") sine  cos Nc, 
r"—x  =  (/'_r'")cosn,     x  —  r"'=  (r"—r"')sm-'z,     r'—x  =  {r'—r"')fl—^^~sm'{) , 

et  par  suite 

J_  ,    _        dx      _  .  /  2  de, 

A        ~    s^F{^~y  AG{r'-r"')"M' 

le  module  et  son  complement  etant 

On  aura  de  plus 

/         r" — r'"  \ 

l-x  =  (i_r'")(^i_-^__-^sinn)        . 

1+:^  =  (l+r"')(l  +  -^^sinn,^. 
11.  63 
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Faisons  donc 

I      2A      ' 

l  =  amw,         dt  =  V  ?=v-7 jjK'du, 

~  (jr\r — r  ) 

/— 1  r'—r'" 

— sin^amOa)  =  -:; ^j        — sm^am{ib)  =  —-. — 77^- 

^    ^  1 — r  l-j-r 


On  aura 


/ y"  14-/ 

cos^  am  (ia)  =  - — -7^  cos^amO;^)  =   y^-^ttt^ 

\    /           Y — r  L-f-r 

(r' r")(l r'")  14- r" 

^•Hm{ia)  =  -pzr7%-=^'  A^am(*&)  =  j^^-:w> 


d'ou  l'on  tire 

y" — r'"  k^co8^Sim{ia)    Je 


1  —  r'"  A^am(ia)  A^a,m{a,k')  ' 


/'      ..  iti 


r' — r 


=  — Ä;^  sin'^  am  (i&)   =  A;^tg^am(&;Ä;') 


1+r' 

2  sin^am  (i&)  A'-^am  {ia) 


1  — r' 


cos^  am  (ia)  —  sin'''  am  (i6)  A  ^  am  {ia)  ' 
^    ,     ,,,  2  cos  ^  am  (m) 

\  _i_  y  '"      :=  _____ __ ^ i . j 

'  cos^  am  {ia)  —  sin^  am  {ih)  A ^^  am  (ia) 

et  par  consequent 

_  1  f  ß+Cn)dx     _    rJ  {r'—l){l—r")   ^  A^am(m)(Zit • 

'^^  ~~  V  (1 x)\JF{x)  J  ^  (1 — r"'){r' — r'")    A^amw  —  /c^sin^am(m)  cos^amw 

/Je'"  tg  am  {ia)  A  am  {ia)  du 
i  [A ^  am  w  —  k^  sin^  am  {ia)  cos^  am  w] 

,    _  ,  rjh-Cn)dx_  _    A/Ti+^Xi+O"  . ^!^ 

"^2  ~  V  (l+a;)y/F(ifO  -^^  \  {1-^r'" ){)•'— r'")     1— /j--^sin^am(i&)sm2amM 

/i  cot  am  {ib)  A  am  (i&)  (??i  * 

1 —  Ä;^  sin*  am  {ib)  sin*  am  «t 

On  aura,  tout  de  suite,  d' apres  les  formules  (8.)  et  (l3.)  du  tableau  de  valeurs 
des  integrales  elliptiques  de  Ia  troisieme  espece  et  au  caractere  trigonometrique 
presente  dans  mon  premier  memoire 

d\osHi{ia)  1    ,       G^{u~ia) 

^iogff(i6)         1  .    ^©(M:^. 

En  effet,  sachant  une  fois,  que  les /«ctem-^  des  integrales,  par  lesquelles  on  a 
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exprime  les  angies  cj^i  oii  cj^g ,  soiit  i  ^^ ;    on  n'aura  qu'ä  chercher  dans  ce  tableau 

les  formules  qui  ont ,  soiis  le  signe  integral ,  pour  numerateur  une  constante ,  et 

par  lesquelles  sont  evaluees  les  integrales  aux  parametres 

/i;^ cos^ am (m)        ,  t,  •  o       ,-  ^ 

T9 ,  ■  \         et    —  u^  sin^ am  ha) . 

A^am(ia)  ^    ^ 

D'apres  ce  qu'on  a  remarque  plus  haut  les  formules  relatives  ä  ces  parametres 
sont  respectivement  la  quatrieme  et  la  premiere  de  chaque  Systeme  de  quatre 
formules.  Toutes  les  integrales,  reunies  dans  le  tableau,  ayant  des  valeurs 
constamment  croissantes  avec  u,  pour  determiner  le  signe  ambigu  +,  dans  les 
deux  formules  precedentes ,  on  cherchera  si  les  angies  cj^i  et  ^2  donnee«  par  les 
equations 

h  +  Cn   f dt 

J  1— ( 


?i  = 
^2  = 


2A     J  1— cos^ 
h  —  Cn    C      dt 


J  1- 


2.A     J  1+cos^ 

croissent  ou  decroissent  avec  le  temps  t  ou  avec  l'argument  u,  ce  qui  depend 
evidemment  du  signe  des  quantites  h  +  Cn  et  h  —  Cn.  II  faudra  donc ,  dans  la 
premiere  de  ces  formules,  prendre  -\-^i  ou  — c];i,  selon  que  la  constante  h-\-Cn 
est  positive  ou  negative ;  et  l'on  prendra  dans  la  seconde  formule  +  ^'2  ou  —  (pg , 
Selon  que  la  constante  h  —  Cn  est  positive  ou  negative.  Pour  fixer  les  idees  et 
ne  pas  trop  embarrasser  les  formules  des  signes  ±,  nous  prendrons,  dans  les 
deux  formules  precedentes ,  le  signe  superieur.  On  n'aura  qu'ä  mettre ,  dans  ce 
qui  suit,  — a  au  lieu  de  «  ou  — 6  au  lieu  de  h,  s'il  fallait  prendre,  dans  l'une 
ou  l'autre  formule,  le  signe  inferieur. 
Soit 


lG{r'-r"') 
^=  V        2A        ' 
on  aura 

u  =  !x(^  — ^0), 

^0  designant  une  constante.  Ni  la  valeur  de  cette  constante  ni  la  position  de  la 
droite  fixe  dans  le  plan  horizontal,  ä  partir  de  laquelle  l'angie  ^  est  compte, 
peuvent  etre  considerees  comme  arbitraires,  puisque,  däns  les  formules  prece- 
dentes, on  n'a  pas  ajoute  de  constante  arbitraire  ä  l'angie  +^'25  ^t  qu'on  a  ajoute 
la  constante   tc  ä  l'angie   +4'i-     C'cst  ce  qui  a  refi"et  que  la  constante    tQ  et  la 
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droite  fixe  dans  le  plan  horizontal  doivent  etre  determinees  de  maniere  qu'au 
temps    t  =  to  Taxe  des   x    se  couche    sur  le  plan  horizontal  et ;  y   prenne  une 
Position  opposee  ä  la  direction  de  la  droite  fixe. 
Soit 


et  posons 


on  aura 


= 

d\ogHi(ia) 

p-l 

da 

= 

d\ogH(ih) 

[Xj, 

dh 

h 

= 

IXiW  — '/i 

^2 

= 

[lo  M  +  '}2  ) 

I'  —    4-J^i     01  (^ — ig) 

"^^  ""  """^  2i  ^^  Oxiu^ia) 

Les  angles   ([^i  et  (j>2  seront  donc,  de  meme  que    ^,    des  fonctions  periodiques 
du  temps  et  qui  reprennent  les  memes  valeurs  apres  le  temps 

V- 
Pour  exprimer  (p  et  cp  par  ^\  et  c[»2?  on  aura  les  equations 

,];    =    (J;    -f  (|;2    =    (H-1  +  !J'2)w  — 'l^l  +  '/2 


Donc,  posant 


M-i  +  \H  =  ''' 

«(C  — ^) 
[^1  — !J-2- 


-(^^1-^2)    =    f 

on  aura  les  valeurs  suivantes  des  angles  cp  et  (j; ,  dans  lesquelles  la  partie  pro- 
portionnelle  au  temps  a  ete  separee  de  la  partie  periodique, 

<p  =  v'm-1-?'  =  !J-'^'(^  —  ^o) +  '■?'• 
On  voit  par  ces  formules  que  la  rotation  proposee  se  compose  de  trois  mouve- 
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ments  periodiques  et  dont  les  periodes  sont,  en  general,  incommensurables  eiitre 
elles.  Deux  de  ces  mouvements  sont  ce  qu'on  peut  appeler  des  rotations  uni- 
formes progressives  autour  d'un  axe,  celui  des  z  et  celui  des  z;  le  troisieme 
mouvement ,  et  le  plus  complique ,  consiste  dans  une  rotation  osdllatoire  autour 
des  trois  axes  des  x,  y,  z.  Les  angles  ^,  cp',  ^  etant  connus  en  fonctions  du 
temps  par  les  formules  precedemment  etablies,  on  determinera  d'abord  leurs 
valeurs  correspondantes  au  temps  t  auquel  on  pourra  aj outer  un  multiple  quel- 
conque  positif  ou  negatif  de  T.  Ceci  fait,  on  determinera  la  position  du  corps 
correspondante  au  memo  temps  au  moyen  des  formules 


ou 


X  =  rix'  -\-^y'  -\-'iz' 

y  =  a'x'+[i'i/'-\-Y^' 

z  =  aV+ßY+Y% 

a 

= 

cos  <p'  cos^]>'+  sin  cp'  sin  -/ 

cos^ 

ß 

= 

—  sin  <p'  cos  ^]^'4-  cos  es'  sin  ^' 

cos^ 

Y 

= 

sin '/  sin  ^ 

0.' 

= 

—  cos  cp'  sin '/-[-  sin  cp'  cos  <]/ 

cos^ 

r 

=z 

sin  cp'  sin  'V-j-  cos  cp'  cos  >{>' 

cos^ 

y' 

= 

cos -y  sin  ^ 

a" 

= 

—  sin  cp'  sin  ^ 

ß" 

= 

—  cos  cp'  sin  ^ 

y"  =       cos^.  ' 
On  fera  ensuite  tourner  le  corps  autour  de  Taxe  des  z  d'un  angle  egal  ä 

ou  d'un  angle  qui  en  differe  d'un  multiple  de  2t:.  Enfin,  on  fera  tourner  le 
corps  sur  lui-meme,  autour  de  Taxe  des  z    d'un  angle  egal  ä 

u.v'(i!  — i^o) 

ou  d'un  angle  qui  differe  de  cette  valeur  d'un  multiple  quelconque  de  liz.  Au 
moyen  de  ce  triple  deplacement  l'on  trouvera  la  veritable  position  que  prendra 
le  corps  au  temps  t  dans  le  mouvement  propose. 

Ramenons  a  present  les  valeurs  donnees  ci-dessus  des  neuf  cosinus  a,  ß,  y  etc. 
aux  fonctions  6^. 
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Des  valeurs 


^^2         2*   ^^  &{u~ib) 


Von  deduit 


V  fl 


Giu  —  iiy 


et  par  suite 


^      —^  —       ^'  S{u-}-K—ia)elu—l^ 

'"'   _    -^^'P,'+%)  _       4  /0(«<  —  X+  ia)  0 (m  —  ib) 


On  a,  de  plus,  d'apres  ce  qu'on  a  pose  ci-dessus, 

1 — cos^  =  (1 — ^"')(1 — k^sin^am{K — m)sin-amw) 
l+cos^  =  (l+r"')(l — Z;^sm''^am(^&)sin^am^<), 


ou 


r  — f 


et  par  suite 


d'oü  l'on  tire 


^,—  =       Ä;^sin^am(^ — ia) 

y" r'" 

-y-— ,-^  =  — /j''^sin2am(i&), 

1 — r'"  sm^am(i&) 


\—r"'   = 


14-**'"  sin^am(^ — ia) 

2  sin^  am  (ih) 


sin'^  am  {K —  ia)  —  sin^  am  (ib) 
2sin''^am(^ — ia) 


sin^  am  (K — ia)  —  sin^  am  (ib) 

Substituant  ces  expressions  daiis  las  valeurs  de   1  —  cos  ^  et  1  +  cos  ^  trouvees 
ci-dessus  on  aura 

2  sin^  am  (ib)  [1 —  h^  sin^  am  (K —  ia)  sin'-^  am  u] 


1 —  cos  ^ 


sin-  am  {K —  ia)  —  sin^  am  (ib) 


_        2sin^am(7ir — m)[l — Jc^  sin^  am  (ib)  sin^  am  u] 
"'  siü^  am  (K —  ia)  —  sin^  am  (ib) 
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Substituons  dans  ces  equations  les  formules  [Fund.  i^.  53.  3,  i^.  61.  21) 

1      z.:äci«2o„./T^      •  N   .   .,  0\(i)e{u  +  K—ia)Q(u  —  KA-ia) 

^  ^  e\K—ia)e\u) 

1 — /;'' Sin'' am  uo)  sin^am*(         =  ^  '    }• — ^ ~ — !; —L 

A;|sm'°am(iL  —  la)  —  sm''aram)l  =  — —~ — ^^ ' — ^ — 5l_ — —        ^ 

^  ^    ^^  Q''{K—ia)e\ih) 

il  viendra 

l_cos^  =         2g' W  e{u  +  K-ia)  e(u-K+ia) 


H{K—ia-\-ib)  H{K—ia  —  ih)  Q\u) 

2H\K-ia)eiu  +  ib)eiu-ib) 
^       ^  H{K—ia  +  ih)H{K—ia  —  ih)e\u) 

Retranchant  ces  equations  Time  de  l'autre  et  introduisant  les  fonctions  6>i  et  jHTi, 

on  aura 

-  "  =         ci  ^    E^ia)  0(w  +  *)  ©(m  —  ih)  +  il^(i&)  0i  (m  +  ia)  6>i (^<  —  ia) 
^  ^^^^   ~  iTi {ia  +  i6)  ^1  (m  —  ih)  e\u)  ~' 

Multipliant  les  memes  equations ,  et  tirant  Ia  racine  carree ,  on  aura 

.        _    2H{ih)  H{K~ia)  sleju  +  K—ia)  G{u  —  K^^)e{u-{-ih)  &(u~ib) 
•     ^'°  ^  "~  i  H(K—  ia  +  ib)  H{K~  ia  —  ib)  Ö^  ~~  ' 

Cette  valeur  etant  multipliee    par   les   valeurs   qu'on   a    donnees   ci-dessus  de 

e'"^''  et  e''",  il  resultera 

,^„  c,.>^  _  _  2g(i5)  H(K-ia)  e{u-K+ia)  Q{u  +  ib) 
^  i  H{K— ia  +  ib)  H{K—  ia  —  ib)  O^  {u) 

.in  ^,i<P'   -        2/f(i6)  H{K-ia)  Q{u-K+ia)  e{u-ib) 
Mucret       —  iH{K—ia  +  ib)H{K—ia  —  ib)e\u)       ' 

d'oü  Ton  tire  les  valeurs  des  quatre  coefficients 

H{ib)  Hl  {ia)  [0i  {u — ia 
Hl  {ia  4" 

H{ib)  Hl  {ia)  [0i  (m  —  ia)  G{u— ib)  +  0i  {u  +  ia)  O  {u  +  ib)'] 


_         .    o    •    ,'  _        g(i5)  Hl  {ia)  [01  {u — ig)  0(it — ib)  —  0i  (^e  +  ia)  Q{u^  ih)'\ 
'(    —       sin ^ sin V    _  Hi{ia-\-ib)Hi{ia  —  ib)&'{u) 


Y  =       sin  ^  cos  6'  = 


i  Hl  {ia  +  ib)  Hi  {ia  —  ib)  O^  {u) 


.    ,    .      ,              H{ib)Hi{ia)iei{u  —  ia)Q{u-^ib)  —  ei{u-^ia)Q(u  —  ib)'] 
rjL    ==  — Sin  3  Sin  CS    =       — ^^ — ^ 


ß"  =  —  sin  3  cos  o  = 


Hl  {ia  +  ib)  Hi  {ia  —  ib)  &^  {u) 

H{ib)  Hl  {ia)  [Qi  {u  —  ia)  &  {u  +  ib)  +  Qi  (m  +  ^o^)  0{u— ib)] 
i  Hl  {ia  +  ib)  Hl  {ia  —  ib)  ©^  (^() 
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Avant  de  chercher  les  expressions  elliptiques  des  quatre  coefficients  restants 
a,  ß,  a',  ß'  il  sera  bon  de  transformer  leurs  valeurs  donnees  ci-dessus,  en  rem- 
placant  les  angles  cp'  et  ^'  par  leiir  somme  et  leur  difference.  De  cette  maniere 
les  valeurs  donnees  ci-dessus  des  quatre  coefficients , 

a  ■=       COS  cp'  COS '}'-[-  sin  cp'  sin  <b'  cos  ^ 

ß   =  — sincp'cos'y+coscp'sin-y  cos^ 

a'  =  —  cos  cp'  sin  '!>'-(-  sin  cp'  cos  -}'  cos  ^ 
ß'  =       sin  cp'  sin  -V-l-  cos  cp'  cos  c|^'  cos  ^ , 

se  changeront  dans  les  suivantes 

2a  =  cos(cp'+'/)(l— cos^)  +  cos(cp'— 'y)(l+cos^) 
2ß  =  _sin(cp'+f  )(1— cos^)  — sin(cp'— fXl+cos^) 
2a'  =  —  sin  (cp'4- ']>')(!— cos  ^)  + sin  (cp'—.y)(l+ cos  ^) 
2(3'  =  —  cos  (cp'-f^')(l— cos  ^)  + cos  ('p '—f )(!-[- cos  ^). 

Comme  on  a  cp'-{-c|;'= — 2'^[,  cp' — ^'=  —  2c|^2?  c^s  formules  deviennent  plus 
simplement 

2a    =       cos2f^(l— cos^)-|-cos2f2(l+cos^) 

2[5    =       sin2(l>'j(l— cos^)  +  sin2cj>'2(l-|-cos^) 

2a'  =       sin2(j;;(l— cos^)  — sin24);(l+cos^) 

2^3'  =  — cos2fi(l— cos^)  +  cos2f2(l+cos^), 

d'oü  Ton  tire 

2(a  +  i.3)  =      e'  ^  (i_cos^)  +  e'  ^-(l-}-cos^) 

2(ß'— ?-a')=— e""'^(l— cos^)  +  e"^^(l  +  cos^), 

ce  qui,  en  substituant  les  valeurs 

2^>;   ^   Oi(u—ia)  2H'(ib)  Oi {u -\- ig)  Oi {u  —  ia) 

^  0i(2f  +  ia)'  cos^  —        Ei{ia  +  ih)Hi{ia  —  ih)G\u)' 

^%  _    Siu^rih)  1  ,  ,^,  c  _         '2.Rl{ia)e{u-^ih)e{u-iy) 

Q{u  —  ih)'  -l  -t-  cos  ^  ^^  ^^^  _^  ^^^  ^^  ^.^  _  .^^  ^2  (^)  ' 

fournit  les  formules  suivantes 

H^(ih)  Q\  {u — ia)  —  Hi{ia)  e-(u  -f-  ib) 


a  +  iß    = 


Hl  (ia  +  ib)  Hi  {ia  —  ib)  &' (m) 


^      ^'''  i/i  (m  +  ih)  Hl  {ia  —  i?^)  O'^u) 
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On  aura,  par  suite,  le.s  valeurs  suivantes  des  quatre  coefficients  restants 

^        —  U^  (ib)  l&l(u  —  ia)  +  Qi  ju  +  ia)-]  +  Bijia)  [G\u-{-  ib)  +  0^  {u  —  i&)] 
~  2Hi{ia-\-ib)Hi(ia  —  ib)Q\u) 

g    ^        —  H^{ib)  [Gl  {u  —  ia)  —  Sl  ju  +  m)]  +  Hijia)  [O^  (u  -f-  ib)  —  O'  (^t  —  ib)] 
'  2i  Ä  (m  +  ib)  Hl  [ia  —  ib)  &' (u) 

^,  ^         H\ib) lQ\{u  —  ia)  —  G\{u  +  ia)]  +  II\ii(^) [0\u  +  ^^&)  —  Q^m— t6)] • 

2iHi  (wt  4-  i&)  Hl  {ia  —  ift)  (9'^(«0 

3,  ^         g' (i6)  [01  (m  —  ia)  +  01  (m  +  ia)']  +  -Hf(^«)  [Q'(^<  +  ib)  ~  (Ef  {u  —  ib)] 
'  2 ifi  {ia  -(-  i6)  i7i  (^■a  —  ib)  &-  {u) 

On  voit  par  ces  resultats  que  les  valeurs  des  neuf  coefficients,  multiplies  chaeun 

par  son  denominateur ,  se  composent  des  quantites 

H{ib)  Gl {u  —  ia)  =  iP,         Hi  {ia)  G{u-\-ib)  =  Q, 
H{ib)Gi{u-{-ia)  =  iP',        Hi{ia)  G{u  —  ib)  =  Q' 

de  Ia  maniere  suivante : 

2Na  =  PP-\.p'P'+QQ-{-Q'Q',       2iNrj:=       FP-P'P'-QQ-{-Q'Q', 
2iJVß  =  PP-P'P'+QQ-Q'Q',       2N[i'  =  -PP-rp'-{-QQ-Q'Q', 
iN-i  =  PQ'-P'Q,  NY  =  -{PQ'+P'Q), 

iNr,"  =  -{PQ-P'Q:),     N^"  =  PQ  4-  P'Q',     Nf  =  -PP'-^QQ', 
oü  l'on  aura 

N  =  PP:-\-QQ'  =  Hi{ia-i-ib)Hi{ia-ib)  G\u). 

Les  formules  precedentes  sont  susceptibles  d'une  transformation  remarquable 
ä  l'aide  de  quelques  theoremes  d'addition  relatifs  aux  fonctions  0.  Four  plus 
de  commodite,  je  deduirai  ces  theoremes  d\ine  formule  generale  qui  fait  partie 
de  Celles  que  j'ai  developpees  autrefois  dans  mes  lecons  orales  donnees  ä  luni- 
versite  de  Koenigsberg.  Ces  formules  elegantes  et  tres-nombreuses  etablissent 
des  relations  entre  les  fonctions  G  de  quatre  arguments  quelconques  w,  u,  u,  id" 
et  les  memes  fonctions  de  quatre  autres  arguments  v ,  v,  v",  v"  qui  dependent 
des  Premiers  au  moyen  des  formules 

V     =    |(M4-«'-f  m"-|-m"') 

v'  =  ^_{u  +  u'—u"—n"') 

v"  =  i(M  —  w'+ ?/"—««'") 

t'"'=  i{u  —  u'—ii"+u"') 

u    =  i(r  +  r'+r"+r"') 

u'  =  i  {v  -j-  v' —  V  " —  V '") 

u"=  i{r  —  v'J^v"—v"') 

u"'=  i(r  — r'— r"+r"'). 
u.  64 
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Je  choisis  parmi  ces  formules  la  suivante 

2  0(m)  Q  {u'  )  H{u " )  H(^u"' )  = 
e{v)Q(:v')H{v")H{v''')-H(v)H{v')e{y'')e{v''')+e,{v)ei^^^^ 

Supposons ,  en  premier  lieu , 

u'  =  u,        u"  =  u'"  =  a, 
on  aura 

V  ==  u-\-a,        v'  =  u  —  a,        v"  =  0,        v'"  =  0, 
et  par  suite 

2G\u)  H\d)  =  H!{0)  ei{u+a)Gi{u—a)  -  ©'(0)  H{u-\-a)  H{u-  a)  — 0?(O)  Hi{ti-\-a)  H,{u—a). 

De  cette  formule  deduisons  deux  autres,  en  mettant,  la  premiere  fois,  u-\-K ia 

au  lieu  de  u,  et  ih   au  lieu  de  a,  et  la  seconde  fois,  u-\-ih  au  lieu  de    u,  et 
K — ia  au  lieu  de  a^  on  aura  les  deux  formules 

2e\{u  —  ia) H^iih)  =  Hi{0)  Q {u  —  ia  +  ih)  G(u  —  ia — ih) 

—  0\O)  Hi{u—  ia  +  ih)  Hi{u—  ia  —  ih) 

—  6)f  (0)  H{u  —  ia  +  ih)  H{u  —  ia — ih) 

2  e^ {u  +  ib)  Hx{ia)  =  Hi{0)  O  {u  —  ia  +  ih)  0 (w  +  ia  +  ih) 
+  e\0)  Hx{u—  ia  4-  ih)  Hi{u  +  ia  +  ih) 
+  0f (0)  Hiu  —  ia  +  ih)  H(u  +  m  +  ih) . 
On  aura   deux  autres  formules    en   changeant   i  en  — iy    et  au  moyen    de  ces 
quatre  formules  les    valeurs   donnees  ci-dessus    de    a,  p,    a',  j3'   pourront  etre 
transformees  dans  les  suivantes: 

4Na  =  h!{0)  [0  (w  +  ia  +  ih)  —Q{u  —  ia  —  ih)']  [0  (m  —  m  +  ih)  —  0  (^i  +  m — ih)'] 
+  0^0)  [Zri(w  +  ^a  4-  *6)  +  Ä■l(^(—  m  —  ih)]  [Hi(u  —  ia  +  ih)  +  i/i(e(+  ia  —  ih)] 
+  0!(O)  [If  (w  +  ia  -\-ih)-i-H  («  —  ia  —  26)]  [£"(«  —  ia  +  ?"&)  +  £f  («t  +  ia — ih)] 

UN^  =  HiXO)  [0  (tt  +  ia  +  26)  —  0  (w  —  ia — ih)]  [0  («  ^  m  +  ih)  +  0  («<  +  «a — ^&)] 
+  0^(0)  [Hi{u-{-  ia  +  ih)  +  ^i(?<—  ia  —  ih)]  [Hiiii—  ia  +  i6)  —  Hi(u  +  ia  —  ih)] 
+  0f(O)  [iy(2t  +  ia  +  i&)  4-  if  (w  —  ia  —  ih)]  [H{u  —  ia  +  ih)  —  H(u  +  ia  —  i&)] 

—  4iNa'  =  Hi{0)  [0  (u  +  ia  +  i?;)  +  0  (?/  —  ia  —  ih)]  [0  (^<  —  ia  +  iZ»)  —  0  (m  -f  ia — ih)] 
+  0\O)  [fii(M  -{-ia-\-  ih)  —  Hl  {u—  ia  —  ih)]  [Hi{u — ia  +  ih)  +  ^iO<  -f  ia  —  ih)] 
+  01(0)  {Hill  4-  ia  4-  ih)  —  Hill  —  ia  —  ih)]  {H  iu  —  ia  +  it*)  4-  ^(w  +  ia  —  ih)] 

4  lYß'  =  irf (0)  [0  (?( 4-  ia  4-  i6)  +  0  (i*  —  ia  —  i6)]  [0  (?<  —  ia  +  i/>)  4-  0  (m  4-  ia  —  ib)] 
+  0'(O)  [Hi{u-{-  ia  4-  i6)  —  Hi{ti  —  ia—ih)]  [Hi(u—  ia  -\-  ih)  —  Hx{u  4-  ia  —  i6)] 
4-  ©1(0)  [H{u  4-  ia  4-  iJ)  —  H{u — ia  —  ih)]  [Hiu  —  ia  4-  i&)  —  Hiu  4-  ia  -  i6)] . 
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Soit 

g    _         ei(0)[H{u-\-ia-\-ib)-{-H(u—ia—ih)-]^ 
2Hi{ia-j-ib)eiu) 

^  _   0(0)  [Hl  (u  —  ia  —  ib)-\-  Hx  {u  +  ia  +  ib)'] 
2Hi{ia-^ib)e(ü) 

f.   ^         HilO)[e(u-\-ia-{-ib)  —  Q(u—ia  —  ib)'] 
2iHi{'ia-{-ib)G{u) 

?/  =         01  (0)  [Hju  4-  m  +  i&)  —  H(u  —  ia  —  ib)-] 

2iHi{ia-\-ib)Q{ii) 

^,  ^  _  O  (0)  [Hl  (u  —  ia  —  ib)  —  Hi(u-\-  ig  +  ib)] 
2iHi{ia-\-ib)&{u) 

'  2Hi{ia-\-ib)  e{u) 

et  supposons  qu'en  changeant  h  en  — 6,  les  quantites  h,  s,  C,  ö',  e',  C  se 
changent  respectivement  en 

d,  e,  f,  d',  e',  f, 

on  aura  les  valeurs  siiivantes  des  quatre  coefiicients  a,  ß,  a',  [5' 

a  =  C)d-\-ze  -\-  Cf 
ß  =  o(^'+se'+:r 
a'  =  o'(?  -f"  z'e  -f-  r/" 
ß'  =  8'^'+  £'e'-f  r'y-', 

Afin  de  parvenir  a  des  expressions  semblables  des  quatre  coefiicients  a",  p",  y,  Y 
on  se  servira  d'une  formule  que  l'on  deduit  de  Ia  formule  generale  donnee  ci- 
dessus,  en  mettant  u-\-K — ia  et  u-{-ib  au  lieu  de  u  et  u',  et  en  meme  temps 

K — ia   et  ib    au  lieu  de  w"  et  u'",    ce  qui  donne  les  valeurs  suivantes  des  quan- 

.  •  ,  /  >     II     III 

tites  V,  V ,  V  ,  V    : 

V    =  M-j-Ji  —  ia-\-ib 
v    =  u 

v"  =  K — ia —  ih 
v"'=  0. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Ia  formule  generale 

2  Q{u)  Q{u')H{u")  H{u"')  = 
G(v)Giv')H{v")H{v"')—H{v)H{v')G{v")e{v"')  +  Gi{y)Gi{v')Hi{v")Hi{v"') — Hi{v)Hi{v')Gi{v")Gi{v"') 

64* 
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on  aura 

2  01  (u  —  ia)  G {ti  +  ib)  Hi  {ta)  H{ih) 

=  Hl (0)  H{ia  +  ih)  ©i  (u)  G{u—ia  +  ib) 
—  e  (0)  0i(i«  4-  i6)  H{tt)  Hl  (u  —  ia-\-  ib) 
+  0i(O)  0  (ia  +  ib)  Hi{u)  H{u  —  m  +  ib) . 

De  cette  formule  on  deduit  trois  autres,  en  changeant   a  et  b   en  — a  et  — b. 
Au  moyen  de  ces  quatre  formules  et  en  posant 

G{ia  +  ib)Hiii()  ,  ^        G{ia  —  ib)Hi(u) 

^    ~        Hi{ia  +  ib)G{iC)  '  Hi{ia-ih)G{u)' 

„  _         Gi{ia-]-ib)H{u)  „  ^        Gijia—ib) H{u) 

^    ~        Hi{ia-\-ib)G{u)  '        ^    ~        Hi{ia—ib)  G{u)  ' 

,  _        H{ia-\-ib)Gi{u)  .„  ^        H(ia—ib)Gi(u) 

^    ~~       iHi{ia-j-ib)G{uy        '  iHi{ia—ib)G{u)' 

on  trouve 

Hl  (ia)  H{ib)  Gi  (u  —  ia)  G{u  +  ib) 
Hl  {ia  +  ib)  Hi  {ia  —  ib)  ©^  (m) 

_    iCHi{0)  G{u  —  ia-}-ib)  —  e"G{0)Hi{tc—ia-]-ib)  —  o"Gi(0)H{u~ia-\-ib) 
~~  '  2Hi{ia  —  ib)  G{u) 

Hl  {ia)  H{ib)  Gi{u  —  ia)  G{u  —  ib) 
Hl  {ia  +  ib)  Hi  {ia — ib)  G^  {u) 

_    _  if'Hi  (0)  G {u—ia—  ib)  -\-e"  G (0)  Hi  {u —ia—ib)  -i-d"Gi  (0)  H{u  —  ia —ih) 
~  2Hi{ia-]-ib)G{u) 

Hl  {ia)  H{ib)  Gi  {u  +  ia)  G{u  +  ib) 
Hl  {ia  +  ib)  Hi  {ia—ib)  G'  {u) 

_    —  if'Hi  (0)  G{u  +  ia  +  ib)  —  e"  0(0)  Hi  {u  +  ia  +  ^'^)  —  d"Gi (0)  H{u  +  ia  +  ib) 
~~  ~~  2i/i(ia  +  i6)0(M) 

Hi{ia)  H{ib)  Gi{u-^ia)  G{u  —  ib) 
Hi{ia  +  ib)  Hi {ia  —ib)  G\u) 
_    iCHi{0)G{u^ia  —  ib)-{-e"G{0)Hi{u-\-ia—ib)  +  o"Gi{0)H{u^ia  —  ib)^ 
~  "  2Hi{ia  —  ib)G{u)  ~  ' 

et  par  suite 

y'  =  o'fr'+3'e"+:7" 
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Enfin,  mettons  dans  la  formule  generale  au  lieu  de  u,  u',  u",  u"  les  quantites 

u-\-K — *a,       u  —  K-{-%a,      ih,       — ib , 
et,  par  suite,  au  lieu  de  v,  v',  v",  v'"  les  quantites 

u,      II,      K — ia-\-ih,      K  —  ia  —  ih  , 
il  resultera 

—  H^{ih)  01  (w  +  ia)  6>i  (m — ia) 
=    Hi{ia  +  ih)  Hi{ia  —  ih)  S^ (u)  —  Qxiia  +  ih)  Gi{ia  —  ih)  H\u) 
-\-  H{ia  +  ih)  II {ia  —  ih)  6>i  (u)  —&{ia-\-  ih)  O  {ia  —  ih)  Hi  {u) , 

d'oü  suit,  en  mettant  K — ih  au  lieu  de  ia  et  K  —  ia  au  lieu  de  ih , 

—  Hx{ia)  G{u-{-ih)  e{u  —  ih) 
=  —  Hi{ia  +  ib)  Hi{ia—ib)  e\u)  —  Gi{ia  +  ih)  Gi{ia—ih)  H\u) 
+  H{ia  +  ih)  H{ia  —  ih)  G\  {u)  —  G  {ia  +  ih)  G  (ia  —  ib)  Hx  {u). 

Sommant   les    deux    equations   et   divisant  par    lH^{ia-\-ih)H^{ia  —  ih)Q'^[u),   il 
viendra 

Voici  done  le  tableau  des  valeurs  des  neuf  coefficients    a,  ß,  etc.,    exprimees 
par  les  quantites  o ,  d,  etc. , 

a  =  or«  +  36  +  :/■ 

?  =  o^'  +  se'+C/" 
Y    =  oc?"  +  £e"H-Cr 

a'  =  od  +3'6  +  :'/• 

,^'  =  o'c?'+3'e'+:7' 
y'  =  ^/(^"-f  £'e"+r7" 
rj!'  =  o",^4-£"e  +  r/" 

ß"    =    r/'^'+sV+CY' 

y"  =  r/'(Z"+£"e"+Cr", 
d'oü  l'on  tire 

X  =  o{dx'-\-dy-{-d"/)  +  z{ex'+ey+e"/)+^{fx'-]-f'y'+f"^') 

y  =  o'{dx'-\-dy-\-d"/)^z'{ex'+e'y'-\~e"^')  +  C{fx'-{-f'y'+f"^') 

z  =  rr{dx^^d'y'-^d:'z)-\-'^'{ex'^ey'^f!'z')^':'{fx'^f'y'^rz'). 
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Ces   formules   pourront   etre   remplacees   par   les   deux  systemes    suivants    des 
formules  plus  simples 

X  =  oa;"-f  £t/"  +  C/'     ou    x"  =  Zx-\-o'y-^rs 
y  _  5'a;"+  a>"+  C z"  y"  =  sx  +  s'y  +  z"z 

z  =  5V+sY'+CV  z"  =  Ca;  +  :V  +  C"^ 


et 


a;"  =  ^;r'-f-(?y+fZV       ou     x'  =  d  x"  +  e  ij" -\- f  s" 
y"  =  ex'^e'y'^e"z'  y'  =  dV'+ey'  +  /-V' 

z"  =  fx'-\-f'y'+f"z'  z    =  (ZV'+e'y'+/-'V'.*) 

i^m  c?w  manuscrit. 


*)  iVoiß  (?c  Vediteur.  Cette  decomposition  des  coordonnees  nous  permet  de  demontier  le  theoreme 
si  beau  et  si  remarquable  de  Jacobi,  enonce  au  commencement  du  memoire  B: 

,,La    rotation   d'un  corps   de   revolution  grave   autour   d'un    point   quelconque    de    son    axe  peut  etre 
ramenee  au  mouvement  relatif  de  deux  corps  sur  lesquels  n'agit  aucune  force  acceleratrice. " 
En  effet,   en  remplacant  dans  les  valeurs  de  ci,  ß,  y  etc.    donnees    par   Jacobi  (p.  493  de  ce  vol.)  ia  par 
ia-^ih,    on  obtient  les  neuf  cosinus   o,  e,  C  etc.;    de    meme,    en  remplacant  ia   par   ia  —  ib ,    on   obtient 
d,  e,  f  etc.     Le  premier   et  le  quatrieme    groupe  des  equations  precedentes  determinent  donc  les  mouve- 
ments  oscillatoires   de   deux   corps    quelconques   sur   lesquels    n'agit   aucune    force  acceleratrice.      Dans  le 
premier  de  ces  mouvements  le  plan  invariable  est    le  plan   des    xy;    dans  le  second   c'est    celui  des  x'y'; 
et  les  axes  des  x",  y" ,  z"  sont  paralleles  aux  axes  principaux  des  deux  corps. 
Soient  maintenant 
/j ,    l^     le  moment  principal, 
Aj,  Äj     Ia  force  vive, 

^1,  B^,   C\',  A^,  £2,    C^     les  trois  moments  d'inertie  rapportes  aux  axes  principaux  des  deux  mobiles; 
ces  quantites  satisferont  ä  certaines  conditions  que  nous  obtiendrons  tout  ä  l'heure. 

Observons  d'abord  que  les  formules  qui  donnent  0,  z,  C,  d,  e,  f,  etc.  permettent  de  determiner,  au 
temps  t,  Ia  position  des  axes  principaux  par  rapport  ä  Faxe  des  z,  respectivement  des  z',  ainsi  que  par 
rapport  aux  axes  des  x,  y  et  des  x' ,  y'  situes  dans  les  plans  invariables.  Remarquons  d'ailleurs  que  dans 
les  deux  rotations  Ia  quantite  u  et  le  module  k  etant  les  memes,  les  deux  corps  auront,  comme  s'exprime 
Jacobi  (p.  334  de  ce  vol.)  le  meme  mouvement  oscillatoire  moyen: 

•IK  'IK 

La  constante  t^  doit  etre  choisie  de  maniere  que  dans  les  deux  cas ,  au  temps  t  ^=  t^,  l'axe  des  y",  c'est 
ä  dire  l'axe  du  moment  d'inertie  moyen  B^  et  B,, ,  prenne,  dans  le  plan  invariable,  une  direction  opposee 
k  Celle  de  Ia  droite  fixe  de  ce  plan. 

Apr^s  avoir  ainsi  deterraine  Ia  position  des  axes  principaux  des  deux  mobiles  par  rapport  ä  leurs 
plans  invariables,  donnons  aux  deux  systemes    de   coordonnees  une  position  teile  que    es  axes  principaux 
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correspondants  coincident.     Alors  les  axes  des  x' ,  y',  z'  auront,  par  rapport  ä  ceux  des  x,  y,  z,  la  position 
qu    dans  le  probleme  de  Lagranjje  est  exprimee  par  les  equations 

X  =  ax'  +  [iy'  -f  72' 

y  =   a'x'+ß'i/'+Y'z' 

z  =  a'V+ ß'y+ T"2' • 
Au  temps  t  ■=  t^,  Taxe  des  x'  prendra,  dans  Ic  plan  des  xy  ,  une  direction  opposee  ä  celle  de  la  droite 
qua  nous  y  supposons  fixe.  Pour  trouver;  en  un  temps  quelconque ,  la  position  du  corps  de  revolution 
grave,  11  restera  ä  diriger  Taxe  des  =  dans  le  sens  de  la  pesanteur  et  ä  faire  decrire  aux  axes  des  x,  y 
et  ä  ceux  des  x' ,  y',  dans  leurs  plans  respectifs,  les  angles  \j^t{t — t^)  et  ji.v'(<  —  t^),  comptes  dans  le  sens 
de  la  vitesse  initiale  du  corps. 

Pour  que  la  Solution  soit  complete ,  il  faut  que  les  quantites  constantes  dont  dependent  les  mouve- 
ments  des  deux  corps  auxiliaires ,  soient  exprimees  par  les  donnees  du  probleme  propose.  Ce  sont  les 
dix  quantites : 

-^1 »     -"i  >      ''1  >     -^2  >     -"2 '      ^a '     n  '     ^2  >     "1  '     "2  > 
mais  elles  n'entrent  dans  les  forraules  que  sous  la  forme  des  quatre  quotients 

Ji_       Ji_        K_       Ji_ 

et  des  quatre  analogues  ä  indice  2. 

Dans  son  second  memoire  (p.  430  de  ce  vol.)  Jacobi  a  fait  voir  que,  ces  quotients  etant  designes, 
dans  l'ordre  indique,  par 

s,  ,      s\,      «;',       s';', 

on  peut  deduire  toutes  les  constantes   necessaires    pour   former   les    valeurs   elUptiques    des  neuf  cosinus  ä 
l'aide  des  six  differences 

«'1  — «1'       «1  — *'P       <'—«,'       <'—<''       <'-«'i'       ^-•'i' 
dont  trois  resultent  des  autres. 

II  s'agit  donc,  dans  le  cas  propose,  d'expinmer  ces  differences  de  mcme  que  les  analogues  qui  se 
rapportent  au  second  corps  auxiliaire,  par  les  racines  r',  r" ,  r'"  de  l'equation  cubique 

F{x)  =  A{l—x-){2f—Cn'  —  2Gx)  —  {h-\-Cnxy  =  0 
et  par  la  quantite 


■^  =\/^(''- 


■  r'"). 


A  cet  effet,  on  a,   d'apres  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut  (second  memoire  p.  430  de  ce  vol.) 

lj.k^  sin  am  {ia  +  ib)  cos  am  {ia  -\-  ib)  ,,,       n  _     ,  ^  M-  -^  ^™  (»«  +  «^) 


,                                          Lfcn/     Olli  c*iii  \  tt»  — T—  lu  I  \j\ja  am  l  cu  ~-f  *t/ 1  /*/  1 1  , 

S.—S,     =     +- rnr '/...-■ — i-,  S'    —S'  —     + 


i  A  am  [ia  +  ib)  ^         *  sin  am  (ia  -\-  ib)  cos  am  [ia  -j-  ib) 

X  sin  am  {ia  +  ib)  A  am  {ia  +  ib)  „,       ,    _     .  i  [^-  cos  am  {ia  +  ib) 


ff  FÄ   Olli    dtllJ    1*1*    -T^     fcW  I     fc^     UiLA^    Itl*    — J^     tv  I  fff  f  I 

.S'       ^'  ^       -f-    . _ -~ -,  S.      S,      =       "T" 


(1) 


i  cos  am  {ia  +  ib)  '         *  sin  am  {ia  +  ib)  A  am  {ia  4-  ib) 

„,  _  i  \j.  cos  am  {ia -\- ib)  ^  3im  {ia -{- ib)  „        ,   _  [tk'' sin  am  {ia-^  ib) 

'  *■         *    ~   ~  sin  am  («a  +  i6)  '11—  i  cos  am  {ia  +  ib)  ^  am  {ia -f  ib) 

ixk^s'mam{ia  —  i6)cosam(ia — ib)  „, ,,  _     .  i\x\dm.{ia  —  ib) 


f  JA  n/     Olli  ciiii  ^ci« n/ 1  lyuo  0.111 1  tu- n/i  fft  jt  i^ 

■5n  — *■?     —     "1"  ■ r-i -r-. rr. >  *a  — *"-.     —     IE 


*■„ — S„    = 


tAam(2a  — 16)  *  sin  am  (m  —  ii)cosam(/a  —  ib) 

(j.  sinam(«a  —  jö)Aam(ia  —  ib)  ,„        ,    _     ,  i|j.cosam(2a  —  ib) 


s'''—s:,  =    ±-^ 


t  cos  am  {ia  —  ib)  ^         '  sin  am  {ia  —  ib)  A  am  {ia  —  ib) 


_  i[xcosam(ja  —  ib)  ^  am  {ia  —  ib)  „       /    _   _i_  f*       sin  am  (i«  —  ib) 


sinam(»rt  —  ib)  *         ^  «cos  am(i«  —  «6)  A  am(«rt  —  ib) 


512  SUR  LA  ROTATION  DUN  CORPS  DE  REVOLUTION  GRAVE. 

Quant  ä  l'emploi  du  signe  ambigu  ± ,  voir  les  remarques  faites  dans  le  memoire  dejä  cite. 

Observons  de  plus  que  la  propriete  du  module  k  et  de  la  quantite  \x ,   d'avoir  la  meme  valeur  dans 
les  deux  mouvements,  resulte  evidemment  du  caractere  identique  des  equations 

^,  ^    r"-r"'    ^     K-^)K"-<)     ^    i^'^-'^M'-Q 
r'  —  r'"  K'—«! )(«',""  *i)  (<'— «oXC— <) 

P-*  =  -^('•'-'•"')  =  K-*.)K"-«'i)  =  «-«e)K"-«;). 

Reste  encore  a  exprimer  les  six   quantites   sin  am  {ia  +  ib) ,    cos  am  {ia  +  ib) ,    A  am  {ia  +  ib)   par   les    racines 
r',  r",  r'".     Comme  on  a 

f' — 1  f' f"' 

—  sin*  am  (ia)  = 77- ,       —  sin*  am  (ib)  =  — , 

1 — r  1+r 

on  trouvera  aisement  ä  l'aide  du  theoreme  d'addition  des  fonctions  elliptiques 


/o^    )  r    1  -A^       .n — n  V(l+r')(l— r")(l4-r"')-f-sV— 1)(1+^")(1— O 

(2.)     <     cos  am  [la  +  »6)  =  \/r'—  r"  — ^ — ■ :P —  ,  ,„        „  ,,, — ■ > 

\  1 —  r  r  -\-r  r   —  r  r 

\      A  «m  (in^ib\  -  i  1^^^  ^/JX:Lr''){\+r"){\-r"'){\+r"')±(r'-r"')^{r'-\){\+7) 
\      ^  am  [m  ±  ib)  -  y  -;— -  i_r'r"+r'r"'-r"r"' 

Ayant  substitue  ces  valeurs  dans  les  equations  (1),  on  aura  exprime  les  douze  difFerences  en  fonctions 
des  trois  quantites  r' ,  r",  r'"  et  de  la  quantite  ix.  C'est  ainsi  qu'on  peut  determiner  les  conditions  aux- 
quelles  doivent  satisfaire  les  deux  corps  auxiliaires  d'ailleurs  quelconques  et  les  chocs  qui  les  ont  mis 
primitivement  en  mouvement,  pour  que  le  mouvement  du  corps  de  revolution  grave  puisse  etre  ramenfe 
li  leur  rotation  relative. 
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Pages 
A.     Second  memoire  sur  la  rotation  d'un  corj>s  non  soumis  ä  des  forces  accMeratrices  ....     425  —  467 
Les  axes  principaux  et  Taxe  instantane  de  rotation  etant  projetes  sur  le  plan  invariable, 
il  y  a  une  meme    equation   differentielle    entre    le    temps    et   les  vitesses  angulaires  de  ces 
quatre  projections. 

1.  Les  quatre    constantes   du  premier  memoire  — ,  — ,  — ,   — -,     c'est    ä    dire,     les 

jfL        Jj        i         G 

quotients  que  Ton  obtient  en  divisant  le  moment  principal  l  par  les  trois  moments  d'inertie 
A,  B,  C  et  la  force  vive  h  par  le  moment  principal,  etant  remplacees  par  les  quantites 
s,  s',  s",  s",  les  carres  du  module  k ,  de  son  complement  k'  et  du  facteur  constant  n  par 
lequel  on  doit  multiplier  le  temps  pour  avoir  l'argument  elliptique  u  se  composent  des 
six  differences  s'—s,  s"—s,  s'" — s,  s" — s',  s'" — s',  8"'—s".  Transformation  de  ces 
differences    en  fonctions  elliptiques 427 — 433 

2.  L'integrale  elliptique  de    la    premiere    espfece    qui  exprime    le  temps   est  transformee 

en  une  autre  de  la  forme 

da 

, ===       433-435 

v/(c  —  s){s'—  o)(s"—  cj)(s"'—  a) 

3.  Nommant  S  une  des  vitesses  angulaires  des  projections  des  trois  axes  d'inertie  et 
de  Taxe  instantane  de  rotation  sur  le  plan  invariable,  on  a  la  meme  equation  differentielle 
entre  le  temps  et  chacune  de  ces  vitesses,  savoir 

dt  =  —     -  436-439 


/v 


V-(*-4)(*-4)(--4)(--t) 


4.  Expression  de  l'elcment  du  temps  si  les  moments  d'inertie  ne  sont  pas  rapportes  aux 

axes  principaux  mais  ä  un  systfeme  quelconque  d'axes  rectangulaires        439  —  440 

5.  Le  temps    d'une  demi-oscillation  du  corps  autour  des  axes    x,  ij,  z    dont   les    deux 

Premiers  ont  ete  supposes  tom-ner  uniformement  autour  du  point  fixe  dans  le  plan  invariable, 

/-  . 

multiplie  dans  le  cas  de   A'^B^-t-^C   par  la  racine  carree    de  la  force  vive,    et  dans 

\e  oasde  A<^B<^-j-<iG  par  le  moment  principal,   ne  peut  surpasser  une  certaine  quantite 

ne  dependante  que  de  la  Constitution  du  corps 440—441 

6.  Correlation  des  vitesses  angulaires  des  quatre  projections  traitees  en  3 441 — 444 

7.  Remarques  sur  les  donnees  du  probleme.  La  seule  connaissance  de  deux  angles 
fournit  toutes  les  donnees  necessaires  pour  construire  les  valeurs  elliptiques  des  cosinus  des 
neuf  angles  qui  determinent  la  rotation  oscillatoire  du  corps.     L'un  de  ces  angles  est  une 
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DE  FUNCTIONIBUS  DUARUM  VARIABILIUM  QUADRUPLICITER  PERIODICIS  ETC. 

1)  In  dieser  Abhandlung  ist  der  Buchstabe   X  zur  Bezeichnung  eines  der  Moduln  der  betrachteten  hyper- 

elliptischen Integrale  und  zugleich  als  Functionszeichen  verwandt  worden.     Diese  Incongruenz  ist 
aber  so  wenig  störend,  dass  es  nicht  angemessen  erschien,   eine  Änderung  vorzunehmen. 

2)  S.  50,   Z,4  V.  u.     Statt  ( -— — )      steht  im  ursprünglichen  Druck  ( — - — 1   ,   wohl  nur  ein  Druckfehler. 

DEMONSTRATIO  NOVA  THEOREMATIS  ABELIANI. 

3)  S.  71,  Gl.  (6.)     Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  musste  der  Factor  y  hinzugefügt  werden. 

ÜBER  DIE  ADDITIONSTHEOREME  DER  ABELSCHEN  INTEGRALE  ZWEITER  UND  DRITTER 

GATTUNG. 

4)  S.  79,  82.     Die  Schlussbemerkungen   zu  §.1  und  §.2   sind  unvollständig;    von    einer  Änderung  ist  in- 

dessen Abstand  genommen. 

5)  S.  86.     Die  Fussnote  ist  von  Jacobi  dem  Abdruck  der  Abhandlung  im  Grelle  sehen  Journale  hinzu- 

gefügt worden. 

EXTRAIT  DE  DEUX  LETTRES  DE  CH.  HERMITE  A  C.  G.  J.  JACOBI  ET  D'UNE  LETTRE  DE 

JACOBI  A  HERMITE. 

6)  S.  99—101.      Der    hier  vorkommende  Multiplicator    M  (curs.)   ist  identisch   mit  dem  im  ersten  Bande 

durch  M  (antiq.)  bezeichneten. 

7)  S.  107,  Z.  7  v.  u.     Es  musste  der  Formel  der  Factor  2  hinzugefügt  werden,    um    sie   in  Übereinstim- 

mung mit  den  folgenden  Formeln  zu  bringen. 

8)  S.  118,   119.     Die  Punkte  P',  Q',  welche  bez.  den  Punkten    P,   Q   unendlich  nahe  liegen  sollen,    sind 

im  Original  auch  durch  P,   Q.  bezeichnet. 

NOTIZ  ÜBER  A.  GOEPEL. 

9)  Von  dieser  im  Herbst    1847  geschriebenen  Notiz  scheint  der  wichtigste,    auf  die  Hauptarbeit  Göpels 

,,Theoriae  transcendentium  Abelianarum  primi  ordinis  adumbratio  levis"  sich  beziehende  Theil  aus 


*)  Ebenso  wie    im    ersten  Bande   sind    die   zahlreichen  Druckfehler,    sowie  offenbare  Schreib-  und 
Rechenfehler,   die  sich  im  ursprünglichen  Drucke  finden ,  ohne  Weiteres  berichtigt  worden. 
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einem  ebenfalls  im  Jahre  1847  verfassten  Aufsatze  Jacobis  entnommen  zu  sein,  den  ich  erst 
ganz  kürzlich  im  Original  und  in  einer  für  den  Druck  angefertigten  Abschrift  von  der  Hand 
Borchardts  unter  den  Papieren  des  letzteren  aufgefunden  habe.  Dieser  Aufsatz  enthält  so  viel 
für  die  Geschichte  der  Theorie  der  elliptischen  und  hyperelliptischen  Functionen  Interessantes, 
dass  ich  geglaubt  habe,  ihn  an  dieser  Stelle  unverkürzt  mittheilen  zu  sollen,  da  es  nicht  mehr 
möglich  war,   denselben  in  den  Text  dieses  Bandes  einzufügen. 


ZUR  GESCHICHTE  DER  ELLIPTISCHEN  UND  ABELSCHEN  TRANSCENDENTEN. 

Die  elliptische  Function   a;=:sinam?<,    welche    Abel    und    ich    in    die   Analysis    eingeführt   haben, 
wird  durch  die  Gleichung 

dx 


r 

u  =     I     ■ 


definirt.      Diese  Function   a:  =  sinami<   hat  einen  einzigen  vollkommen  bestimmten  Werth ,  welcher  durch 
eine  lineare  Gleichung 

Az  +  B  =  0 

gegeben  wird,  in  der   A  und  B    Reihen   bedeuten,    die  für  jeden   reellen  oder  imaginären  Werth  von  tt 
convergiren. 

Wollte  man  in  die  Analysis  eine  Function  x  =  A(m)  einführen,  in  welcher 

dx 


/•x 


so  würde  keine  Analogie  dieser  Function  mit  der  elliptischen  Function  sin  am  u  mehr  stattfinden ,  indem 
eine  solche  Function  A(m)  für  jedes  u  nicht  bloss  mehrere  Werthe  erhält,  sondern  gänzlich  unbestimmt 
wird,  wofern  nämlich  zur  Definition  des  Integrals  bloss  seine  Grenzen  angewandt  werden,  der  Weg  aber, 
welchen  die  Variable  durch  reelle  oder  imaginäre  Werthe  hindurch  von  der  einen  Grenze  zur  anderen 
einschlägt,  willkürlich  bleibt.  Denn  man  kann  einen  Werth  gänzlich  unbestimmt  nennen,  wenn  er,  wie 
es  in  diesem  Fall  geschieht,  jedem  reellen  oder  imaginären  gegebenen  Werthe  so  nahe  kommen  kann, 
dass  der  Unterschied  weniger  als  jede  gegebene  noch  so  kleine  Grösse  beträgt. 

Goepel  tadelt  es,  dass  ich  diese  Functionen  absurd  genannt  habe*),  welche  die  Analysis  der 
Zukunft  durch  Einführung  transcendenter  statt  der  algebraischen  Formeln  ähnlich  wie  die  elliptischen  zu 
behandeln  wissen  werde.  Bis  dahin  hat  Goepel  den  anderen  Functionen,  welche  ich  als  diejenigen  be- 
zeichnet habe,  zu  welchen  man  von  den  elliptischen  foi'tzuschreiten  hat,  seine  Bemühungen  gewidmet, 
und  es  sind  dieselben  von  dem  glänzendsten  Erfolge  gekrönt  worden. 

Die  von  mir  in  die  Analysis  eingeführten  hyperelliptischen  Functionen  sind  die  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung 

Ax^-{-Bx-\-  C  =  0, 


*)  Vom  Standpunkte  der  heutigen  Functionenlehre  aus  muss  anerkannt  werden,  dass  Goepel 
Recht  hatte,  obgleich  andererseits  feststeht,  dass  Jacob i  durch  Einführung  seiner  Functionen  mehrerer 
Veränderlichen  der  Theorie   der  Abel  sehen  Transcendenten  ihre  wahre  Grundlage  geschaffen  hat. 

W. 
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in  welcher  A,  B,    C  Functionen  zweier  Variabein  u  und  v  sind,    welche  mit  diesen  beiden  Wurzeln,   die 
ich  x^  und  x^  nennen  will,  durch  die  beiden  Gleichungen 

''»  dx 

slx 


"^       Jo     ^       Jo     ^^ 


verbunden  sind,  wo  der  Kürze  halber 

il-x^){l-y.^x^){l—r'x^){l-ix^x-')  =  X 

gesetzt  ist.  Die  Coefficienten  A,  B,  C  der  quadratischen  Gleichung  sind  vollkommen  bestimmte,  nicht 
mehrdeutige  Functionen  der  Variabein  u  und  v,  und  ihre  Verhältnisse  haben  in  Bezu«'  auf  diese  beiden 
Variabein  vier  unabhängige  Simultanperioden.  Dieses  neue  Princip  der  Simultanperiodicität  besteht  darin, 
dass  eine  Function  zweier  oder  mehi'erer  Variabein  ungeändert  bleibt,  wenn  sich  die  Variabein  "•leichzeiti»' 
und  um  Gleichvielfache  gegebener  Constanten  verändern,  und  es  liegt  in  demselben  die  Lösun»  der  Para- 
doxen,   welche  die  durch  eine  vierfache  Periodicität  entstehende  Unbestimmtheit  darbietet. 

Die  Analysten  begrüssten  mit  Theilnahme  die  neue  Ansicht  über  die  in  die  Theorie  der  Abe Ischen 
Transcendenten  einzuführenden  Functionen.  Die  Kopenhagener  Akademie  der  Wissenschaften  wünschte  die- 
selbe auf  alle  Integrale  algebraischer  Functionen  ausgedehnt  zu  sehen,  aufweiche  Abel  sein  Theorem  aus- 
gedehnthatte. Es  ist  hieraus  eine  schätzenswerthe  Arbeit  von  Broch*)  und  die  preiswürdige  Abhandlung 
von  Minding**)  hervorgegangen,  denen  später  noch  die  Arbeit  von  Ros  e  n  hain  ***)  folgte.  Die 
nach  einem  Intervalle  von  15  Jahren  endlich  in  den  Memoires  des  savants  etrangers  erschienene  Abhandlung, 
welche  von  Abel  im  Jahre  1826  der  Pariser  Akademie  überreicht  worden  war,  und  durch  ihre  erschöpfende 
Allgemeinheit  zu  den  bewundernswürdigsten  Leistungen  gehört,  würde,  wenn  sie  früher  erschienen  wäre, 
diesen  Mathematikern  den  grössten  Theil  ihrer  Arbeit  erspart  haben.  Seitdem  hat  Hermite  dem 
Abel  sehen  Werke  eine  neue  Form  gegeben,  wie  sie  fast  allen  Arbeiten  dieses  grossen  Genies  zu  wünschen 
ist,  wenn  ihre  tiefen  Gedanken  klarer  hervortreten  sollen.  Aber  am  wünschenswerthesten  musste  es  immer 
erscheinen  und  am  meisten  den  Analysten  daran  gelegen  sein,  die  neuen  Functionen  wenigstens  zunächst 
für  die  erste  und  einfachste  Klasse  der  Ab  eischen  Integrale  wirklich  dargestellt  zu  sehen,  und  es  wählte 
daher  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  die  Darstellung  dieser  Functionen  zum  Gegenstand  einer 
ausserordentlichen  Preisfrage.  Ungeachtet  eines  Termins  von  3  Jahren  blieb  die  Frage  unbeantwortet. 
Wenn  wir  nicht  aus  der  Einleitung  der  Goep eischen  Abhandlung  ersähen,  dass  er  bereits  in  dieser  Zeit 
die  Grundidee  seiner  Arbeit  gefasst  hatte,  so  könnte  in  der  That  die  Aufgabe  zu  frühzeitig  gestellt  schei- 
nen, da  es  kaum  anderthalb  Decennien  waren,  dass  die  hier  vorkommenden  Integrale  zum  ersten  Male 
von  Abel  betrachtet  worden  waren,  und  die  Elemente  ihrer  Theorie  noch  bei  weitem  nicht  die  Durch- 
arbeitung erfahren  hatten,  wie  die  der  elliptischen  Functionen  zu  der  Zeit,  als  Abel  und  ich  unsere 
Arbeiten  über  dieselben  begannen.  Auch  konnte  die  Methode,  durch  welche  wir,  von  dem  Integral  ausge- 
hend, zu  den  dem  trigonometrischen  Sinus  und  Cosinus  entsprechenden  Functionen  gelangt  waren,  keine 
Anleitung  geben.  Denn  dieselbe  beruhte  wesentlich  auf  der  Eigenschaft  der  rationalen  Functionen  einer 
Variablen,  dass  zur  Darstellung  derselben  die  Kenntniss  der  Werthe,  für  welche  sie  verschwinden  und 
unendlich  werden,    hinreicht,  was  für  rationale  Functionen  ziveier  Variabein  nicht  mehr  der  Fall  ist. 


*)  Grelles  Journal  Bd.  23.  p.  145. 
**)  Ebendaselbst  Bd.  23.  p.  255. 
***)  Ebendaselbst  Bd.  28.  p.  249  und  Bd.  29. 
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Es  wäre  der  Weg  übrig  geblieben ,  die  Transformation  der  Abel  sehen  Integrale ,  welche  Herr 
Professor  Richelot  nach  einer  von  mir  angegebenen  Substitution  aufgestellt  hat,  unbestimmt  zu  wie- 
derholen, und  die  analytische  Natur  dieser  Transformation  so  zu  ergründen,  dass  man  das  durch  ihre 
unbestimmte  Wiederholung  erhaltene  Resultat  hätte  darstellen  können;  ferner  durch  eine  complementare 
Transformation  die  Vervielfachung  durch  eine  Potenz  von  2  zu  gewinnen,  und  dann  endlich  die  für  eine 
unendliche  Multiplication  verschwindender  Integrale  stattfindende  Grenze  zu  untersuchen.  Aber  bei 
Ermangelung  der  hiezu  nöthigen  Vorarbeiten  konnte  man  ein  günstiges  Gelingen  nur  von  einer  glück- 
lichen Divination  hoffen ,  und  hiezu  bot  die  .  neue  Transcendente  0 ,  auf  welche  ich  die  elliptischen 
Functionen   schliesslich  zurückgeführt  hatte  ,   einen  willkommenen  Anknüpfungspunkt. 

Die  elliptischen  Functionen  waren  zunächst  in  Form  eines  Bruches  gefunden  worden.  Erst  durch 
die  besondere  Betrachtung  des  Zählers  und  Nenners  dieses  Bruches  ist  ihre  Theorie  in  sich  abgeschlossen 
und  auf  ihre  wahre  Grundlage  zurückgeführt  worden.  Wie  bei  der  trigonometrischen  Tangente  bilden 
diese  dieselbe  Function  für  verschiedene  Argumente ,  nur  dass  hier  noch  eine  einfache  Exponentialgrösse 
als  Factor  hinzutritt.  Auf  dieselbe  Transcendente  war  bereits  die  dritte  Gattung  der  elliptischen  Integrale 
zurückgeführt  worden.  Konnte  man  aus  der  wirklichen  Darstellung  der  elliptischen  Function  den  Zähler 
und  Nenner  durch  den  blossen  Anblick  entnehmen,  so  war  man  andrerseits  dahin  gelangt,  diese  Schei- 
dung auch  durch  analytische  Operationen  zu  erhalten ,  und  so  einen  Cyclus  von  Operationen  aufzustellen, 
nach  welchen  man  zu  der  elliptischen  Function  zurückkehrt.  Die  elliptische  Function  quadrirt  und  zwi- 
schen zwei  Grenzen  integrirt,  welche  um  einen  halben  Index  der  Periode  verschieden  sind,  giebt  den 
Loo-arithmus  der  elliptischen  Function.  Durch  diesen  Cyclus  lassen  sich  fast  alle  über  die  elliptischen 
Functionen  angestellten  Betrachtungen  hindurchführen  und  erhalten  dann  erst  ihre  Vollständigkeit. 

Es  wurde  gezeigt,  dass  die  Transcendente  für  jeden  aliquoten  Theil  des  Index  einer  Periode  durch 
blosses  Wurzelausziehen  aus  elliptischen  Functionen  erhalten  werden  kann ;  dass  dasselbe  von  dem  Quo- 
tienten zweier  Transcendenten  gilt,  deren  Argumente  um  einen  aliquoten  Theil  des  Index  einer  Periode 
verschieden  sind ,  und  dass  sich  aus  diesen  AVurzelgrössen  die  Theilungsformeln  der  elliptischen  Integrale 
zusammensetzen. 

Die  neue  Transcendente  selbst  wird  durch  eine  Reihe  von  der  höchsten  Einfachheit  dargestellt, 
welche  immer  und  zwar  mit  solcher  Schnelligkeit  convergirt,  dass  sie  für  praktische  Anwendung  wie  ein 
endlicher  Ausdruck  betrachtet  werden  kann.  Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  hat  die  Form  e"' +''\  in 
welcher  i  eine  ganze  Zahl ,  a  und  b  beliebige  Grössen  sind ,  nur  dass  die  Grösse  a  oder ,  wenn  sie 
imaginär  ist,  ihr  reeller  Theil  negativ  sein  muss.  Die  Grösse  a  bestimmt  den  Modul  des  elliptischen 
Integrals,   während  dieses  selbst  der  Grösse  b  proportional  ist. 

In  meinem  Werke  über  die  elliptischen  Functionen  wird  der  Weg  gezeigt,  welcher  von  dem 
elliptischen  Integral  bis  zu  der  neuen  Transcendente  zurückzulegen  ist.  Einmal  auf  dieser  Höhe  ange- 
langt, gewinnt  man  eine  Ueber-sicht  über  diese  ganze  Theorie,  welche  derselben  eine  Klarheit  und,  ich 
möchte  sagen,  Durchsichtigkeit  giebt,  die  man  vorher  nicht  ahnen  konnte.  Es  giebt  sehr  viele  Arten, 
wie  man  mit  grosser  Leichtigkeit  und  durch  die  elementarsten  Processe  von  dieser  neuen  Transcendente 
aus  zu  allen  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  gelangt.  Die  erste,  welche  ich  in  dem  o*^*^"  Bande 
des  Grelle  sehen  Journals  p.  305  angegeben  habe,  beruht  auf  der  Multiplication  zweier  Transcendenten, 
welche  verschiedene  Amplituden,  aber  denselben  Modul  haben.  Da  das  Product  auf  einfache  Art 
wieder  durch  dieselben  Transcendenten  ausgedrückt  wird,  die  sich  aber  auf  einen  transformirten  Modul 
beziehen ,  so  habe  ich  später  in  meinen  Vorlesungen  diesen  Weg  verlassen  und  bin  von  der  Multiplication 
von  vier  Transcendenten  mit  beliebigen  Ai'gumenten  und  demselben  Modul  ausgegangen ,  durch  welche 
man  einen  linearen  Ausdruck  von  Producten  aus  vier  Transcendenten  derselben  Natur  mit  unverändertem 
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Modul  erhä\t.  Eine  einzige  Formel,  in  welcher  man  nur  speeielle  AVerthe  zu  substituiren  hat,  giebt 
ohne  weitere  Rechnung  das  ganze  System  der  Formeln  für  die  Addition  der  drei  Gattungen  der  ellipti- 
schen Integrale  sogar  auf  drei  Argumente  ausgedehnt.  Es  ist  hierbei  nicht  nöthig,  zuerst  aus  der 
periodischen  Natur  der  Transcendente  die  allgemeine  Form  anzugeben,  und  dann  durch  die  Substitution 
particularer  Werthe  für  jede  der  Hauptformeln  die  Werthe  der  in  dieselben  eingehenden  zuerst  unbestimmt 
angenommenen  Constanten  zu  ermitteln,  sondern  die  eine  Formel  giebt  zugleich  mit  der  Form  auch  diese 
Werthe.  Da  sich  jedoch  unter  denjenigen  Papieren,  welche  einen  zweiten  Theil  der  Fundamenta  Nova 
zu  bilden  bestimmt  waren,  noch  ein  fertiger  Aufsatz  findet*),  in  welchem  jene  frühere  Methode  näher 
auseinandergesetzt  wird,  so  wird  vielleicht  deshalb  auch  die  Mittheilung  dieser  Arbeit  nicht  ohne  Interesse 
sein,  weil  sie  als  Einleitung  und  Vorstudium  zu  der  Goep  eischen  Abhandlung  dienen  kann,  in  welcher 
eine  ähnliche  Methode,  aber  bei  einem  viel  complicirteren  Gegenstande  befolgt  ist.  Einen  verschiedenen 
Weg  scheint  Cauchy  in  seinen  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  veröffentlichten  Noten 
eingeschlagen  zu  haben,  indem  er  von  dem  unendlichen  Producte  ausgeht,  durcli  welches  ich  die  neue 
Transcendente  ebenfalls  dargestellt  habe.  Endlich  haben  Liouville  und  Herrn  ite  in  Arbeiten,  von 
welchen  nur  kurze  Andeutungen  veröffentlicht  sind,  sich  der  blossen  periodischen  Eigenschaften  der 
Transcendente  S  bedient,  um  alle  Resultate  über  Addition,  Multiplication ,  Transformation,  Theilung 
abzuleiten,  indem  ihnen  diese  periodischen  Eigenschaften  der  Transcendente  a  -pfm-i  die  Form  der  Re- 
sultate ,  particuläre  Betrachtungen  dann  die  darin  noch  unbestimmt  gelassenen  Werthe  geben.  Man  wird 
es  hienach  gewiss  gerechtfertigt  halten,  wenn  ich  durch  den  Titel  meines  Werkes  behauptet  habe,  die 
neuen  wahren  Grundlagen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gefunden  zu  haben.  Ausser  der 
Leichtigkeit,  mit  welcher  man  auf  denselben  das  ganze  Gebäude  aufführen  kann,  gewähren  sie  noch  den 
Vortheil  einer  grösseren  Strenge  und  Klarheit,  als  bis  jetzt  in  derjenigen  Behandlung,  welche  von  den 
Integralen  ausgeht,  möglich  gewesen  ist.  Denn  die  Theorie  der  imaginären  Werthe  der  algebraischen 
Functionen  und  ihrer  Integrale  ist  noch  nicht  ausgebildet  genug,  um  die  Betrachtung  solcher  Integrale 
für  den  ganzen  Umfang  aller  reellen  und  imaginären  Werthe  der  darin  eingehenden  constanten  und  ver- 
änderlichen Grössen  mit  gleicher  Evidenz  zum  Grunde  zu  legen ,  welche  die  immer  convergirenden  Reihen 
gewähren.  Dieser  Mangel  ist  aber  nicht  der  Methode  immanent,  deren  ich  mich  in  den  Fund.  Nov. 
bedient  habe ,  sondern  rührt  nur  von  einer  in  den  allgemeinen  Elementen  der  Analysis  noch  bestehenden 
Lücke  her.  Der  Verfasser  eines  Aufsatzes  im  27.  Bande**)  des  mathematischen  Journals  scheint  mir  daher, 
wenn  er  meiner  ihm  bekannt  gewordenen  früheren  und  neueren  Methode,  von  den  unendlichen  Reihen 
auszugehen,  seinen  Beifall  schenkt,  doch  jene  erste  Methode,  die  zu  so  fruchtbaren  Entdeckungen  geführt 
hat,   zu  streng  zu  beurtheilen. 

Legendre  hat  sich  mit  Schnelligkeit  und  Kraft  in  dem  höchsten  Menschenaller  der  neuen  Idee 
zu  bemächtigen  gewusst ,  welche  die  Theorie ,  die  eine  der  Hauptbeschäftigungen  seines  Lebens  ausge- 
macht hatte,  umgestaltete.  Als  ich  ihm  aber  meinen  Gedanken  mittheilte,  wie  man  die  neue  Transcen- 
dente zum  Ausgangspunkt  aller  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Functionen  machen  könnte,  hat  er 
sich  von  demselben  als  zu  heterogen  mit  den  ihm  gewohnten  Betrachtungen  abgewendet.  Ich  möchte  nicht 
vergessen,  schrieb  er,  dass  die  grösste  Schönheit  und  \  oUkommenheit  meiner  Theorie  in  der  Anwendung 
rein  algebraischer  Ausdrücke  und  geschlossener  endlicher  Formeln  bestände. 

Die  Betrachtung  der  Additionsformeln  für  die  dritte  Gattung  der  elliptischen  Integrale   hatte  mich 


*)  Von  diesem  Aufsatze   haben  sich  in  Jacobis  Nachlasse  nur  einzelne  Blätter  vorgefunden.      W. 
**)  Im  Manuscripte  fehlt    die  Nummer  des  Bandes;   es  ist  aber  kaum  zu  bezweifeln,    dass  Jacobi 
hier  den  Aufsatz  von  Eisenstein  Bd.  27,  p.  185  im  Sinne  gehabt  hat. 
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darauf  geführt,  dieselben  auf  ein  anderes  geschlossenes  Integral  zurückzuführen,  welches  e^in  Argument 
weniger  enthält,  und  es  fand  sich,  dass  dieses  Integral  der  Logarithmus  der  Transcendente  seij  welche 
naturgemäss  den  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  bildet.  An  dem  geschlossenen  Integral 
selber  konnte  gezeigt  werden,  dass  die  beiden  Grössen,  deren  Quotient  zu  bilden  ist,  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben  und  für  keinen  endlichen  Werth  des  Intervalls  unendlich  werden  können.  Es 
ist  zu  erwarten,  dass,  nachdem  man  sich  für  die  erste  Klasse  der  Ab  eischen  Integrale  mit  der  dritten 
Gattung  dieser  Integrale  mit  Erfolg  beschäftigt  haben  wird,  auch  deren  Reduction  auf  ein  neues  ge- 
schlossenes Integral  gelingen  wird,  in  welchem  sich,  wie  in  der  Theorie  der  elliptischen  Intgrale ,  die 
Argumente  mit  dem  Parameter  vereinigen.  Es  ist  ferner  zu  erwarten,  dass  dies  Integral  dann  diejenige 
Transcendente  sein  wird,  welche  die  drei  Coefficienten  der  quadratischen  Gleichung  giebt,  deren  Wur- 
zeln die  Intervalle  der  beiden  durch  Addition  zu  vereinigenden  Ab  eischen  Integrale  sind.  Die  so 
erhaltenen  Resultate  werden  sich  durch  folgerechte  Schlüsse  aus  dem  Abel  sehen  Additionstheorem  erge- 
ben. Will  man  aber  die  wirkliche  Darstellung  und,  so  zu  sagen,  die  sichtbare  Gestalt  der  so  gefundenen 
Transcendente  haben,  so  ist  hiefür  noch  keine  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  durch  Analogie 
entnommene  Methode  vorhanden,  und  es  bleibt  nur  der  Versuch  übrig,  die  Reihe 

auf  eine  Weise  zu  verallgemeinern ,  bei  welcher  die  Methoden ,  durch  die  man  von  dieser  Reihe  aus  zu 
den  Resultaten  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gelangen  kann,  noch  anwendbar  bleiben.  Herr 
Goepel  unternimmt  in  der  Abhandlung  „Theorüie  trmiscendentium  Abelianarum  primi  ordinis  adumhratio^'' 
diese  Verallgemeinerung,   indem  er  die  Doppelreihe 

betrachtet,  in  welcher  beiden  Indices  i  und  k  die  Werthe  aller  ganzen  Zahlen  von  — oo  bis  +00  zu 
geben  sind.  Wie  dort  der  Coefficient  von  i*  den  Modul,  der  Coefficient  von  i  die  Amplitude  gab,  so 
haben  wir  hier  drei  Coefficienten  der  Terme  der  zweiten  Dimension,  zwei  Coefficienten  der  Terme  der 
ersten  Dimension  der  Indices  i  und  k,  und  in  der  That  hat  die  erste  Gattung  der  Ab  eischen  Integrale 
drei  Moduln ,  und  in  der  von  mir  aufgestellten  Theorie  wurden  zwei  Argumente  als  nothwendig  verlangt. 
Die  vierfache  Simultanperiodicität  ergab  sich  auf  den  ersten  Blick ,  die  Multiplication  zweier  Reihen  dieser 
Art  ergab  ebenfalls  ganz  auf  ähnliche  Art,  wie  bei  den  Functionen  ©,  ein  lineares  Aggregat  von  Pro- 
ducten  zweier  ähnlichen  Reihen,  und  so  mochte  allerdings  Goepel  sogleich  im  ersten  Augenblick  bereits 
vor  7  bis  8  Jahren  die  Ueberzeugung  erlangt  haben,  dass  die  analoge  Transcendente  und  die  wahre 
Grundlage  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  gefunden  war,  wenn  er  vielleicht  auch  erst  später 
die  Schwierigkeiten ,  welche  sich  noch  bis  zum  wirklichen  Herabsteigen  zu  den  von  mir  aufgestellten 
Differentialgleichungen  zeigten,  überwunden  hat,  wie  es  in  der  genannten  Abhandlung  geschehen  ist. 
Goepel  combinirt  die  beiden  Methoden  der  Multiplication  zweier  Transcendenten  und  derjenigen,  welche 
bloss  aus  ihrer  periodischen  Natur  die  Form  der  Resultate  ableitet.  Er  wäre  etwas  kürzer  zum  Ziele 
gelangt,  wenn  er  ähnlich,  wie  es  am  angeführten  Orte  des  3**^"  Bandes  des  mathematischen  Journals  für 
die  elliptischen  Functionen  geschehen  ist,  zwei  Reihen  mit  ganz  beliebigen  d  und  e  aber  denselben  a,  b,  c 
multiplicirt  hätte.  Aber  es  kam  zunächst  darauf  an ,  auf  irgend  einem  Wege  die  Gewissheit  der  Rich- 
tigkeit der  gewagten  Divination  zu  erlangen.  Jedenfalls  aber  war  man  sicher,  zu  merkwürdigen  Resultaten 
zu  gelangen,  und  eine  Transcendente  zu  untersuchen,  welche  die  merkwürdigsten  Eigenschaften  besass. 

Die  Verallgemeinerung  der  Function  ©  ist  eine  zu  natürliche ,  als  dass  es  zu  verwundei-n  ist,  dass 
dieselbe  auch  von  einer  andern  Seite  her  gemacht  worden  ist.  In  der  That  sind  mir  die  von  Goepel 
gefundenen  Resultate  und    in   grösserer  Vollständigkeit   und    Allgemeinheit  bereits   seit    fast   drei   Jahren 
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durch  die  Arbeiten  eines  meiner  Schüler*)  belcannt  geworden,  welche  seit  dem  Oclober  v.  J.  einer 
berühmten  Akademie'  zur  Beurtheilung  vorliegen,  und  deren  Veröffentlichung  nur  durch  das  Gesetz  der 
Akademie  einen  Aufenthalt  erfährt,  nach  Avelchem  die  Gelehrten  maskirt  concurriren  müssen.  Es  wird 
hierdurch  die  frühere  Arbeit  später  zu  erscheinen  genöthigt ,  was  ein  Uebelstand  ist ,  wenngleich  die 
Prioritätsrechte  durch  die  akademische  Autorität  gerettet  werden.  In  diesen  beiden  gänzlich  von  einander 
unabhängigen  Untersuchungen  wird  derselbe  Gegenstand  auf  zwei  verschiedene  Arten  behandelt,  indem 
mein  verehrter  Schüler  und  Freund  sich  derselben  Methode  der  Multiplication  von  vier  Transcendenten 
mit  beliebigen  Argumenten  bedient  hat,  auf  welche  ich  in  meinen  Vorlesungen  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  gegründet  habe.  Diese  Verschiedenartigkeit  der  Behandlung  muss  den  Mathematikern 
um  desto  willkommener  sein,  weil  sie  geeignet  ist,  Licht  auf  einen  so  neuen  und  schwierigen  Gegen- 
stand zu  werfen. 

Herr  Goepel  bemerkt,  dass  seine  Betrachtungen  sich  auch  auf  eine  grössere  Zahl  Variabein 
ausdehnen  lassen.  Aber  es  tritt  hier,  wie  auch  mein  geehrter  Freund  gesehen  hat,  ein  schwieriges 
Paradoxon  ein. 

Wenn  in  dem  Ab  eischen  Integral  die  Function  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  auf  den 
(2m  +  3)*''"  oder  {2m  +  4:f^^  Grad  steigt,  so  sind  nach  der  von  mir  aufgestellten  Theorie  Transcendenten 
mit  2w+l  Moduln  und  m-^l  Variabein  zu  betrachten.  Nach  der  Analogie  der  elliptischen  und  der 
auf  sie  zunächst  folgenden  hyperelliptischen  Functionen  hängt  die  Theorie  dieser  Integrale  mit  Reihen 
zusammen,  in  welchen  die  Exponenten  Functionen  von  m-\-l  Indices  vom  zweiten  Grade  sind;  die 
Coefficienten  der  Terme  der  zweiten  Ordnung  müssten  wieder  den  Moduln  und  die  der  ersten  den 
Variabein  entsprechen.  Aber  wenn  die  Zahl  der  letzteren  Coefficienten  m  +  l  wie  die  der  Variabein  ist, 
so  ist  die  Zahl  der  ersteren  4(m  -f  !)(>» -j-2) ,  welche  nur  für  m  =  0  und  m  =  1  oder  für  die  elliptischen 
und  die  erste  Klasse  der  hyperelliptischen  Functionen  mit  der  Zahl  der  Moduln  2m  -\- 1  übereinstimmt, 
in  allen  übrigen  Fällen  aber  sie  übertrifft. 

Die  vorstehende  Betrachtung,  nach  welcher  im  Allgemeinen  die  Reihe  lm{m — 1)  Constanten  mehr 
enthält  als  es  Moduln  giebt,  zeigt,  dass  von  der  Ausdehnung  auf  Werthe  von  m,  welche  grösser  als  1 
sind,  neue  merkwürdige  Aufschlüsse  in  dieser  Theorie  zu  erwarten  sind. 

ÜBER  DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,    WELCHEN  DIE  REIHEN 

l±2q-\-2q^±2f  etc.,     2\/q4-2\/f-{-2\/^-^  etc. 
GENÜGE  LEISTEN. 

10)  S.  181,  Z.  13,  14  muss  es  statt 

,    wenige?-    heissen    plus, 

und  es  ist  hiernach  auch  in  den  folgenden  Zeilen  der  Ausdruck  etwas  zu  modificiren.  In  der 
That  ist  in  Gleichung  (8.)  in  jedem  Term  die  Dimension  auf  der  Linken  6 ,  auf  der  Rechten  14, 
und  die  Summe  der  Ordnungen  der  Differentialquotienten  auf  der  Linken  6,  auf  der  Rechten  4, 
und  man  hat 

6  +  1=       4+Y, 
6-4=  -^(6-14). 

11)  S.  182,  Z.  15.     Der  Factor  4  von  D^D'  muss  fort.     Derselbe    Fehler   wiederholt   sich   in  den  ersten 

Gliedern  der  Formeln  (9.),  (16.)  und  in  dem  dritten  von  (13.). 


*)  Es  ist  hiermit,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die  Abhandlung  von  Rosen hain:  „Memoire  stir 
les  fonctions  de  dezix  variables  et  ä  quaire  periodes"  gemeint,  welche  die  Pariser  Akademie  gekrönt  hat. 
Aus  dieser  Stelle  geht  hervor,  dass  die  vorliegende  Jacobische  Notiz  im  Jahre  1847  geschrieben  ist. 

II.  6G 
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ÜBEE  EINE  PARTICULÄRE  LÖSUNG     DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNG 

12)  S.  205,  Z.  9  V.  u.    Dem  zweiten  und  dritten  Ausdruck   in  dieser  Zeile  musste  der  Factor  i  beigefügt 

werden,  ebenso  dem  zweiten  und  dritten  Gliede  auf  der  Rechten  der  Gl.  (2.),  während  an 
letzterer  Stelle  der  Factor  i  vor  dem  ersten  Gliede  zu  tilgen  war.  Dem  entsprechend  mussten 
auch  die  weitern  Formeln  dieser  Seite  und  ebenso  die  Ausdrücke  S.  208 ,  Z.  11  v.  u.  und 
S.  212,  Z.3  modificirt  werden. 

13)  S,  209,  Gl.  (1.)  musste   t^   an  die  Stelle  von   t  gesetzt  werden,  ebenso  an   mehreren  Stellen  der  fol- 

gende Seite. 

14)  S.  213,  Z.  8.     Hier  ist  das  Zeichen  der  Quadratwurzel   geändert   worden,    damit  die  Formel  mit  der 

frühern  (8.)  auf  S.  203  in  Uebereinstimmung  sei.  Auch  im  Folgenden  mussten  aus  demselben 
Grunde  noch  einige  Zeichen  geändert  werden. 

ÜBER  UNENDLICHE  REIHEN ,  DEREN  EXPONENTEN  ZUGLEICH  IN  ZWEI  VERSCHIEDENEN 
QUADRATISCHEN  FORMEN  ENTHALTEN  SIND. 

15)  S.  228.     In  der  Gl.  (10.)  musste 

l—q2t+2     für      1— 22t 
gesetzt  werden. 

16)  S.  230,  Z.  16  ist  im  Exponenten  |(2a  +  b)  für  >(«+  b)  gesetzt  worden  ; 

17)  S.  230,  Formel  (5.) 

g«»+  .  .  .     für    f/»—  .  .  .; 

18)  S.  240,  Formel  (2.) 

i(8« -f  Bkk -\-i  +  k)     für     i(3w  +  kk  +  i  +  k); 

19)  S.  243,  Formel  (15.) 

2ni    für     2nü . 

20)  S.  247,  Z.  16.     An  dieser  Stelle  hat  sich  jedenfalls    ein  Irrthum   eingeschlichen.     Dadurch,  dass  q  in 

—  q  verwandelt  wird ,  kann  die  Anzahl  der  Factoren  einer  Normalform  nicht  geändert  werden. 
Setzt  man  in  der  hier  betrachteten  Normalform 

n  [(1  +  ?6»+l)(l  —  ?6»-{-3)(l  +  26.-+5)(l_  (^12,+4)(  1_  q\2i+S)(^l—  gGe+e)«] 

—  q  für  q,  so  erhält  man 

n  [(l_f^6H-l)(l  +  56:-l-3)(l_56;+5)(l_  5l2t+4)(l_,^l2t-l-8)(l_ 56^+6)2]  ,        • 

während  J  a  c  o  b  i 

f][(l_y2,'+l)(l_yl2,-+4)(l_5l2/+8)(l_,/»+6)2] 

angiebt,  welches  Product  dem  vorstehenden  gleich  sein  würde,  wenn  in  diesem 

l—q6i+3      statt      l  +  g6«-|-3 

stände. 

21)  S.  271,  Z.  2  V.  u.  ist 

3iX3t  +  l)     für     3i"(3«  +  3) 
gesetzt  worden ; 

22)  S.  277,  Z.  7  V.  u. 

36Ü    für     12«; 

23)  S.  278,  Z.  5 

qti+Sk!c+2k     für     qiü+Skk+2k. 
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24)  S.  285,  Formel  (5.)  in  dem  letzten  Exponenten 

8(3/c +  !)•■'     für     2(6A;+1)2; 

25)  S.  286,  Z.  5 

2r/iß     für     1(f , 

und  Z. 6 

{-ly+k    füi-     (— l)«-^-; 

26)  S.  288,  Z.  11  V.  u. 

2(/'*     für     q^ . 


SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS. 

27)  Der  Zusatz  zu   dem    Titel  der  Abhandlung  ,,Extrait  d'une  lettre  adressee  a  Facademie  des  sciences 

de  Paris"  bezieht  sich  nur  auf  den  einleitenden  Theil  (S.  291 — 297),  der  eine  Zusammenstellung 
der  Hauptresultate  der  Arbeit  enthält  und  zuerst  in  den  Compt.  rend.  der  Pariser  Akademie 
T.  29,  p.  97—103  mitgetheilt  worden  ist. 

28)  S.  292,  Z.  15.     Das  eingeklammerte  Wort 

simplement 
fehlt   in    dem  Abdrucke    der  Abhandlung    im  Grell  eschen   Journal,    findet    sich    aber    in    den 
Compt.  rend.  und  ist  der  Deutlichkeit  wegen  wieder  aufgenommen  worden. 

29)  S.  294,  Z.  2.     Die    beiden    ersten  Formeln   dieser  Zeile  haben  im  Grelle  sehen  Journal  andere  Vor- 

zeichen wie  hier;  vgl.  die  Anm.  zu  S.  321. 

30)  S.  297,  Z.  5.     Hier  war  ursprünglich  hinzugefügt: 

„vu  qu'en  faisant  usage  d'autres  methodes,  on  a  quelque  peine  ä  determiner  les  facteurs  con- 
stants  qui  entrent  dans  ces  formules." 

31)  S.  321,  Z.  4.    Hier   giebt  Jacobi  der   rechten  Seite    der  Gleichung   das  Vorzeichen  +.      Dies  steht 

aber  im  Widerspruch  mit  frühern  Feststellungen  und  hat  im  ursprünglichen  Text  zur  Folge 
gehabt,  dass  sich  in  die  Ausdrücke  von  v,  v'  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dass  das 
Zeichen  von  (x  falsch  ist,  Zeichenfehler  eingeschlichen  haben,  die  hier  verbessert  worden  sind. 
Jacobi  versucht  im  folgenden  Absätze  die  von  ihm  gegebenen  Vorzeichen  (+  beiz;,  +  bei  v') 
a  priori  zu  rechtfertigen;  dabei  ist  aber  der  Umstand  übersehen  worden,  dass  durch  Änderung 
der  positiven  Richtungen  der  z'-Axe  und  y-Axe  in  die  entgegengesetzten  auch  die  Richtung 
der  Rotationsaxe  geändert  wird,  so  dass  nicht  r  und  v',  sondern  i^,?,  v,  v"  =  —  ihre  Zeichen 
ändern. 

Es  möge  übrigens  bemerkt  werden,  dass  sich  in  dem  Ausdrucke  von  v,  sowie  in  denen  von 
Y",  y,  <3t',  ß'  (S.  315— 318)  die  doppelten  Vorzeichen  hätten  vermeiden  lassen,  wenn  die  Grösse  a 
folgendermassen  wäre  definirt  worden : 


TT 

wenn  Bh^l-, 
ß     VI— Z;'%in'ß 

a  ^=  /      —  "  ,       wenn  Bh<C^P. 

J[i     Vi— Ä'%in*ß 


Dann    würden   die    auf  S.  293,   294    für    den    ersten  Fall   gegebenen   Ausdrücke   der    Grössen 
a,  ß,  Y,  'J-',  ß',  y'j  'A  ß"'  T".  ^>  »'  ^uch  für  den  zweiten  unverändert  Geltung  gehabt  haben. 

66* 
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32)  S.  331,  Z.  6.     In  Folge  des  in  der  vorhergehenden  Anmerkung- besprochenen  Irrthums  findet  Jacobi 

im  ersten  Falle  «113  =  71,  und  im  zweiten  Falle  63  =  0;  er  führt  daher  eine  Grösse  ttj  ein,  die 
im  ersten  Falle  den  Werth  tt,  im  andern  den  Werth  Null  haben  soll.  Deshalb  steht  im 
ursprünglichen  Text  überall  4*3  —  ^3,  oder  'b'^ — tTj,  wo  sich  hier  bloss  <i)^  oder  <b'^  findet;  wodurch 
dann  noch  einige  weitere  Aenderungen  nöthig  geworden  sind. 

33)  S.  333,  Z.  11,  12.     Im  Original  haben  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  das  Minuszeichen. 

34)  S.  335,  Z.  11.     Hier  ist 

135"     für     225^' 
gesetzt  worden;  vgl.  Anm.  (32). 

35)  S.  351.     Im  Original  steht  irrthümlich 

positive  OH  negative. 
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36)  S.  356  u.  f.  musste  mehrmals 


gesetzt  werden. 
37)  S.  359,  Z.  12  ist 

Z.  14  ferner 

und  Z.  18 


iv2  für  1*2 

-ß'ß"  für  ß',3", 

-?  für  ß, 

ß-*^  für  ? 


gesetzt. 
38)  S.  360,  Z.  2  ist 

gesetzt  und 

Z.  2  u.  5  V.  u.  der  Factor  i  vor  costj  hinzugefügt  worden. 


e'"      für     e* 


ÜBER  DIE  SUBSTITUTION 

{ax^  +  2bx  +  c).y2  +  2{a'x^  +  2b'x  +  c')i/  +  a"x'^  +  b"i/^ -\-c"  =  0. 

39)  S.  370,  Z.  4  u.  5  v.  u.  musste   den   Ausdrücken   aiif  der   Rechten   der  Gleichung    das   Minuszeichen 

vorgesetzt  werden,   wodurch    auch   in   der   letzten    Zeile,   desgl.   S.  371,  Z.  5,   S.  373,  Z.  8  v.  u. 

Zeichenänderungen  nothwendig  geworden  sind. 

46)  S.  376,  Anm.  Z.  7  u.  8  v.  u.  ist 

a:;,  xl     für     x^,  x^ 
gesetzt  worden. 

41)  S.  377,  Z.  2  mussten  die  Vorzeichen  der  Ausdrücke  von  m,  n  geändert,  und  Z.  17  die  Fälle 

y.X  <^  \). ,     vJk  ^  [A 
vertauscht  werden. 

ÜBER  DIE  ABBILDUNG  EINES  UNGLEICHAXIGEN  ELLIPSOIDS  AUF  EINER  EBENE, 
BEI  WELCHER  DIE  KLEINSTEN  THEILE  ÄHNLICH  BLEIBEN. 

42)  S.  402,  Z.  6  ist  vor   U  der  Factor  2  getilgt,    und 

Z.  8  V.  u.    Meridiane  statt  Meridiankreise  gesetzt;  ferner  musste 
Z.  7  V.  u.  für  r  gesetzt  werden  logr. 

43)  S.  415  ist  Zeile  2  eingeschaltet  worden;  ferner  musste 

Z.  7  zweimal  +i  an  Stelle  von  —i  gesetzt  werden. 
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SOLUTION  NOUVELLE  D^UN  PROBLEME  FOND  AMENTAL  DE  GEODESIE. 

44)  S.  423,  Z.  3 — 5.     Die  an  dieser  Stelle  gegebenen  Formeln  sind  unrichtig;  sie  müssen  heissen: 

B"—  J5„'  =  — ^e'scos"^'  cos  T' 

■^        cos-B' 

>       i  '3    sin'i)"     . 

K  —  Ag      =   — gC  s r,,- sin  i  . 

cosii 

(Vgl.  die   Ableitung  dieser  Formeln  von  E.  Luther  in  Borchardts  Journal  Bd.  35,  S.  36L) 

FRAGMENTS  SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS. 

45)  Die  hier  zum  erstenmale  aus  Jacobis  Nachlasse   mitgetheilten  umfangreichen  Bruchstücke   über  die 

Rotationsbewegung  eines  festen  Körpers  stammen  aus  den  zwei  letzten  Lebensjahren  des  grossen 
Mathematikers  und  würden  schon  dieses  Umstandes  wegen  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen, 
wenn  auch  ihr  Inhalt  Aveniger  wichtig  wäre.  Sie  sind  hier  nach  dem  allerdings  an  vielen  Stel- 
len nicht  leicht  zu  entziffernden  J  a  c  o  b  i  sehen  Manuscript  ohne  irgend  welche  wesentliche  Ver- 
änderung abgedruckt  worden,  obwohl  es  leicht  gewesen  wäre,  nicht  nur  die  Abhandlung  (A), 
welche  sich  auf  den  Fall  bezieht,  wo  auf  den  Körper  keine  beschleunigenden  Kräfte  wirken,  zu 
Ende  zu  führen,  sondern  auch  durch  Verschmelzung  der  beiden  Abhandlungen  (B,  C)  in  eine, 
mit  Hinzufügung  einiger  Entwickelungen ,  eine  vollständige  und  elegante  Theorie  der  Rotations- 
bewegung in  dem  sogenannten  Lagrang e  sehen  Fall  herzustellen*). 

SCHLUSSBEMERKUNG. 
Bei  der  Herausgabe  dieses  zweiten  Bandes  von  Jacobis  Werken  haben  mich  die  Herren  Bruns, 
Frobenius,  Henoch,  Lottner,  Netto,  K.Schering,  St  ickelberger,  AVangerin  in  be- 
reitwilligster und  förderlichster  Weise  unterstützt,  wofür  ich  denselben  meinen  aufrichtigsten  Dank  aus- 
zusprechen nicht  verfehle.  Hr.  Bruns  hat  die  Abhandlung  Nr.  25  vor  dem  Abdrucke  revidirt;  Hr. 
Frobenius  Nr.  12,  Hr.  Henoch  Nr.  22,  23;  Hr.  Netto  Nr.  5,  15,  19;  Hr.  Stickelberger  Nr.  1, 
2,  4,  7,  8,  9,  10,  11,  13,  16,  17,  20;  Hr.  Wan gerin  Nr.  6,  18,  21,  24.  Hr.  Lottner  hat  sich  durch 
die  mühsame  Herausgabe  der  Frayments  sur  la  rotution  d'un  corps  ein  ganz  besonders  anzuerkennendes 
Verdienst  erworben.  Jeder  der  genannten  Herren  hat  auch  eine  Correctur  der  von  ihm  revidirten  Ab- 
handlungen gelesen.  Die  Herren  K.  Schering  und  Wan  gerin  sind  für  den  ganzen  Band  als  Correcto- 
ren  thätig  gewesen. 

.    Berlin,  Ende  Juli  1882.  Weierstrass. 


*)  Der  Herausgeber  dieser  Fragmente,  Herr  Lottner,  hat  bereits  vor  28  Jahren  (im  50°'*'"  Bande 
des  Crelleschen  Journals  S.  111  ff.)  den  Lagrangeschen  Fall  des  Rotationsproblems  behandelt,  ohne 
Kenntniss  davon  zu  haben,  dass  Jacobi  sich  mit  demselben  beschäftigt  und  darauf  bezügliche  Aufzeich- 
nungen hinterlassen  hatte.  Die  von  Herrn  Lottner  entwickelten  Ausdrücke  der  neun  Grössen  a,  ß,  yu.s.w. 
als  Functionen  der  Zeit  stimmen  vollständig  mit  den  von  Jacobi  in  der  Abhandlung  (C)  p.  503  u.  505 
gegebenen  überein.  Jacobi  hat  aber  am  Schlüsse  der  Abhandlung  Umformungen  dieser  Ausdrücke  an- 
gegeben, vermittelst  welcher,  wie  Herr  Lottner  in  einer  hinzugefügten  Note  gezeigt  hat,  sich  das  in 
der  Abhandlung  (B)  angekündigte ,  merkwürdige  und  schöne  Theorem  ableiten  lässt ,  nach  welchem  die 
Rotationsbewegung  eines  Körpers  in  dem  Lagrang  eschen  Falle  aus  zwei  andern  Rotationsbewegungen, 
wie  sie  stattfinden,  wenn  keine  beschleunigende  Kraft  auf  den  Körper  wirkt,  zusammengesetzt  werden 
kann  —  ein  Theorem,  das  bis  jetzt  ganz  unbekannt  geblieben  ist,  obwohl  Jacobi  es  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  vom  J.  1850,  S.  77 ,  allerdings  ohne  irgend  eine  Andeutung  über  die 
Herleitung  desselben ,  mitgetheilt  hat. 
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s. 

32,  Z.  7  V.  u.  ist  zu 

lesen 

L 

x'>r->(x* 

statt 

r.'-<}:-<iu'-; 

s. 

40,  letzte  Zeile 

+  O0     statt     0; 

s. 

40,  Z.  3 

Ux- 

statt 

Ux- 

s. 

78,  Gl.  (6.) 

Gl.  (7.) 
Z.  8 

Ai 

statt 
statt 
statt 

A; 

s/f{x)  +  a'li 

\'f(x)  +  aB; 

\/l  +  f 

^l+y; 

s. 

79,  Z.  4 

den 

statt 

dem; 

s. 

89,  in  der  Fussnote 

Vol.  I,  p.  243 

statt 

Vol.  II,  p.  2^ 

s. 

105,  Z.  2 

i-ir 

statt 

(-1)«. 

s. 

106,  Z.  6  fehlt  vor  der  Summe  der  Factor  -t 

s. 

109,  Z,  3  ist  zu  lesen 

Ps 

statt 

2hl 

s. 

112,  Z.  2 

^(a) 

statt 

E{a). 

s. 

112—114  ist  überall, 

,  wo 

•A-  explicite  vorkommt,  dafür 

—  X* 

zu  substituiren 

(im 

Ganzen  achtmal). 

s. 

137  ist  in  der  letzten  der 

Formeln  (1)  zu  lese 

sn 

dx^ 

statt 

dx^; 

s. 

142,  Z.  3  V.  u. 

V^ 

statt 

\/X; 

s. 

168,  Z.  8 

dv 

statt 

dv ; 

s. 

175,  Z.  11 

dcp 

statt 

d^  . 

Ä~ 

^  ' 

s. 

189,  Z.  2  V.  u. 

b'     statt  b; 
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S.  197,  Formel  (1.) 

dV      ,   .^         dV 
e,  -^ —     statt    «,  -TT— . 
du^  du 

S.  205,  Z.  7  V.  u.  

statt ; ; 

S.  291  muss  in  der  Reihe  für  H  ( )  das  dritte  Glied  das  Vorzeichen 

-|-     statt    — 
haben. 

S.  346,  Z.  8  V.  u.  ist  zu  lesen 

1 — g^*^' cos2a;     statt     1-|- 5''■*"''cos2x,• 
Z.  2  V.  u. 

2  c,+o4-+  ^ 


statt 


S.  375,  Z.  6.  5  V.  u.  müssen  die  Ausdrücke  auf  der  Linken  der  Gleichungen  heissen 

— F=~  "5  >        — ;= —  "^  • 


GOTTINGEK, 
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